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El presente libro es el primer volumen de una obra sobre Fisica General, que se
compondrd de dos. El libro estd pensado como libro de texto para un primer curso
de Fisica cldsica en la universidad, més una asignatura de ampliacién de ffsica, ya
de segundo curso, dedicada a Fisica moderna, la cual cada dia es mds esencial en
la moderna ingenieria y que, por falta de tiempo, viene quedando relegada.

Las ensefianzas de Fisica en primer curso de Universidad deben atender, de
manera general, al conocimiento de las leyes fisicas impresas en la naturaleza, que
nos permitan un conocimiento més profundo de ésta y, en particular, a la forma-
cién bésica necesaria para seguir con éxito posteriores asignaturas en estudios de
ciencias e ingenierfa. La ciencia fisica debe posibilitar la comprensién del mundo
real y del comportamiento de la naturaleza, asf como la prediccién de sucesos futu-
ros, y es fundamento de la tecnologfa, cuyos desarrollos estdn directamente ligados
al nivel econémico-social de los pueblos.

El aumento del mimero de alumnos, sobre todo en los primeros cursos de uni-
versidad, ha hecho necesaria la creacién de diversos grupos, cuya docencia es im-
partida por diferentes profesores, Para conseguir un minimo de homogeneidad en
las ensefianzas, no es suficiente seguir un mismo programa, por detallado que éste
sea, es conveniente seguir un mismo texto, Por otra parte, la labor del discente se
encuentra muy facilitada si dispone de aquél, ya que le permite su estudio antes de
la clase, facilitando el seguimiento de la misma, y le evita la toma de apuntes, per-
mitiendo centrar su atencién en las explicaciones, todo lo cual redunda en un
mayor aprovechamiento de aquélla.

De otra parte, las ensefianzas de Fisica, al nivel indicado, entendemos que no
deben limitarse a ser meramente informativas, sino que deben ser instrumento
netamente formativo para nuestros alumnos. Por ello, debe seguirse, dentro de lo
posible a este nivel, un método deductivo, racionalizado, que partiendo de los prin-
cipios fundamentales, previamente establecidos, construya, con el concurso de las
matemadticas, toda la ciencia fisica a impartir, Hemos huido de exponer una infor-
macién para ser memorizada, nuestro planteamiento ha sido crear de forma légica
y secuencial la ciencia fisica, de forma racional y deductiva, lo que sin duda, por
otra parte, favorece su memorizacién.

PROLOGO
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Se puede afirmar que la Fisica es la ciencia de la medida; por ello el alumno no
solamente tiene que alcanzar un claro y profundo conocimiento de los principios
fisicos, sino ademés la posibilidad y habilidad de trabajar con ellos, de aqui que
necesite una Fisica analitica y cuantitativa. En este sentido Lord Kelvin escribi6:
muestro saber serd deficiente e insatisfactorio mienfras no seamos capaces de fra-
dicirlo en niimeros,

Hemos tenido siempre presente los conocimientos fisico-mateméticos de los
alumnos que llegan a la universidad, y ello nos ha servido de punto de referencia
en la utilizacién de un método deductivo méis o menos riguroso, asf como de fiel
en el intento de equilibrio entre los métodos empirico y racional,

El contenido del presente tomo estd dedicado a Mecénica, Termodindmica, y
Ondas, y el segundo lo estard a Electricidad, Electromagnetismo, Optica y Fisica
Moderna. Hemos preferido esta estructura clésica por entender que es més pedagé-
gica, haciendo notar que en su exposicién debe ponerse énfasis en las interrelacio-
nes que existen entre las diferentes partes citadas, asf como en el substrato de uni-
dad comiin a muchas ellas.

El libro est4 basado en un texto anterior, editado en Alhambra, que ha sido am-
pliamente modificado: se han incluido epigrafes nuevos, se han explicitado muchas
cuestiones y se han incluido un gran niimero de problemas resueltos. Asi mismo,
e han incluido lecturas al final de muchos capftulos, en las cnales se dan a conocer
biografias de grandes cientificos de la fisica, se desarrollan temas de ampliacién o
se hacen bosquejos histéricos del desarrollo de alguna parte muy concreta de la fi-
sica, todo lo cual lo consideramos altamente formativo.

Por otra parte, se debe conjugar la materia a impartir con el tiempo de horas
de docencia y con el tiempo que el alumno puede dedicar a su estudio, no debe-
mos olvidar lo cargados que suelen estar los planes de estudio, motivo por el cual
pueden no impartirse algunos capitulos, en funcién de las especificidades de cada
carrera,

La Fisica moderna se introduce de forma natural, como necesaria ante la impo-
sibilidad de la cldsica para explicar nuevos fendmenos fisicos. El bagaje matemsti-
oo para su desarrollo es evidentemente superior, pero ya hemos indicado que esta
asignatura debe estar ubicada en un segundo curso, cuando el alumno ya ha reali-
zado un primer curso de célculo y dlgebra y, en general, estd cursando asignaturas
de ampliacién de mateméticas.

Finalmente, quiero manifestar mi agradecimiento a la editorial y a cuantos han
colaborado en la confeccién de esta obra, haciéndola posible mis o menos directa
o indirectamente,

Madrid, abril de 2003

EL AUTOR



La Fisica es la ciencia que estudia las leyes que rigen las interacciones entre las
distintas partes del Universo. La parte del Universo objeto del estudio fisico la lla-
maremos sistema. El sistema més grande que puede ser estudiado es el propio Uni-
verso, y la parte de la Fisica que lo estudia se denomina Cosmologfa, El sistema
més pequefio que puede ser estudiado es una particula elemental, a cuyo estudio se
debe aplicar la Mecénica cudntica. Entre ambos extremos la variedad de sistemas
puede ser enorme, Independientemente del tamafio, si la velocidad del sistema ob-
jeto de estudio es superior a un décimo de la velocidad de la luz, se hace necesario
el concurso de la Mecénica relativista, para que los errores no sean apreciables,

La Fisica estudia las leyes que la Naturaleza lleva impresas, leyes existentes en
el Universo, que éste cumple y a las cuales estd sometido. Pero hay que hacer notar
que estas leyes no son leyes primeras, ya que ninguna de ellas ha podido darse ori-
gen a s{ misma, son leyes creadas en la misma esencia de la Naturaleza. Albert
Einstein calificaba de milagro el hecho de que los hombres hayan ido construyen-
do la ciencia fisica que les va permitiendo conocer el comportamiento del Univer-
so, La parte consciente, inteligente y responsable del Universo es el hombre, y el
origen de la Fisica estd en la explicacién que el hombre pretende dar de los fené-
menos que observa en la Naturaleza. Pero la ciencia fisica va més allé, ella es ca-
paz de crear concepios abstractos o inobservables, como pueden ser algunas ondas
o los campos, y es capaz de predecir la existencia de entes antes de ser detectados,
como es el caso del positrén,

La ciencia fisica puede dividirse en dos grandes ramas: la Fisica Cldsica, desa-
mollada hasta finales del siglo XIX, v la Fisica Moderna, desarrollada a partir de
entonces. La Fisica Cléasica se divide usualmente en cinco partes: Mecdnica, Ter-
modindmica, Ondas, Flectromagnetismo y Optica. La Mecanica estudia el movi-
miento y las causas que lo producen o modifican, asf{ como los estados de equili-
brio. En ella se estudia una de las cuatro fuerzas fundamentales del Universo: la
filerza gravitacional. La Termodindmica estudia los procesos energéticos en los
cuales interviene el calor como forma de energfa. Bajo el epigrafe genérico de
Ondas estudiamos la propagacién de estados o propiedades locales variables con el
tiempo, cuya naturaleza es muy diversa. Dentro de éstas, son especialmente impor-
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tantes las ondas aciisticas, propagadoras del sonido, y las ondas electromagnéticas,
propagadoras de la luz, El Elecfromagnetismo estudia los fenémenos de origen
eléctrico y magnético, asf como las relaciones entre ellos. En €l se estudia otra de
las cuatro fuerzas fundamentales: /a filerza electromagnética. Finalmente, la Opti-
ca estudia los fenémenos relacionados con la luz.

El mundo real puede contemplarse desde dos puntos de vista, el microscépico
y el macroscépico. En el primero se contempla, al sistema objeto de estudio, en su
estructura atémica o molecular, es decir, se considera a la naturaleza discontinua,
formada por pequeiiisimas particulas (4tomos o moléculas); mientras que en el se-
gundo, se considera que los sistemas son un continuo de materia, es decir, tal y co-
mo son detectados por nuestros sentidos. En este caso el estado del sistema puede
ser definido por un pequefio nimero de variables macroscépicas; mientras que en
el primero, al ser siempre un mimero muy elevado de particulas las componentes
del sistema (del orden de 10%* particulas/cm®), se hace necesario emplear métodos
estadisticos para su definicién, lo que da origen a la Mecdnica estadfstica,

A principios del siglo XX los cientificos se enfrentan a nuevos fenGmenos fisi-
cos como, por ejemplo, la radiacién térmica y el efecto fotoeléctrico, que no pue-
den ser explicados con las teorfas clésicas, lo que propicia el nacimiento a la Fisica
Cudntica. La Fisica Cldsica queda limitada en su campo de aplicacién, al no ser
capaz de explicar los fenémenos que se producen a nivél atémico,

Por ofra parte, la Mecdnica cldsicay el Eleciromagnetismo, teorfas muy conso-
lidadas a finales del XIX, entran en conflicto al evidenciarse que ambas no pueden
ser ciertas, lo que da lugar al nacimiento de la Mecdnica Relativista, la cual englo-
ba a la Clasica como caso particular, inicamente vélido para pequefias velocidades
comparadas con la velocidad de la luz.

La aplicacién de las mecdnicas cudntica y relativista al estudio del dtomo ha
dado lugar al desarrollo de la Fisica Atémica, en la cual aparecen las otras dos
fuerzas fundamentales de la Naturaleza: la filerza nuclear fuerte y Ia fuerza nu-
dear débil, que son fuerzas que operan a distancias muy pequefias y de las cuales
no podemos tener informacién directa mediante nuestros sentidos.



Es la parte de la Fisica que estudia el estado de equilibrio 0 movimiento de los sis-
temas materiales. Podemos considerarla dividida en tres partes: la Cinemdtica, que
estudia el movimiento sin atender a las causas que lo producen; la Fstdfica, que es-
tudia el estado de equilibrio, y la Dindmica, que estudia las leyes del movimiento
de acuerdo con las causas que los producen (fuerzas).

Aun cuando los primeros estudios sobre Mecénica son debidos a Arquimedes
(287-212 a. de C.), que en su libro Sobre el equilibrio de las superficies desarrollé
las leyes de la palanca y la forma de encontrar el centro de gravedad de un cuerpo,
puede decirse que la Mecdnica nace, como ciencia experimental, con Kepler
(1571-1630), quien en su libro Mysterium Casmographicum (1596) estableci6 las
leyes que rigen los movimientos planetarios, y con Galileo (1564-1642), que estu-
di6 las leyes que rigen los movimientos de los cuerpos. Hay que llegar a Newton
(1642-1727) para encontrar el nacimiento de la Mecédnica como ciencia tefrica.
Newton emiti6 tres leyes que han servido de postulados fundamentales para el de-
sarrollo tedrico de la Mecénica, La Mecénica basada en estos principios se deno-
mina newtoniana o clisica, y segiin el profesor Maravall, est4 construida sobre las
reglas de la l6gica aristotélica, los postulados de la geometria euclidea, el concepto
de existencia de los escolasticos (las cosas existen fundamentaliter in re formaliter
in mente), el concepto de tiempo absoluto (el tiempo transcurre en sf uniforme-
mente sin relacién alguna con los objetos reales), 1a definicién de punto material
(porcién de materia suficientemente pequena para poder admitir, sin error detec-
table por la experiencia, que su posicion coincide con la del punto geométrico)
y dos postulados comunes a todas las ciencias cldsicas de la Naturaleza, el del
determinismo cientifico (el estado del Universo en un clerto instante determina su
estado en todos los instantes posteriores) y el de causalidad (sf se repite sobre un
sistema material aislado una experiencia en las mismas condiciones fisicas, salvo
las del espacio y Hempo, el curso de los fendmenos no cambia).

Las restantes partes de la Fisica estdn intimamente relacionadas con la Mecéni-
ca, asf, la Teorfa Cinética de los Gases determina las propiedades macroscépicas
de aquellos (presién, temperatura, calores especificos) en funcién del movimiento
y masa de las moléculas que los componen; en Electrostdtica aparecen fuerzas
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entre las partfculas cargadas; los campos magnéticos ejercen fuerzas sobre las car-
gas méviles en su espacio; los conductores recorridos por corrientes eléctricas se
gjercen fuerzas entre sf, lo cual se usar para definir el amperio; la Electrodindmica
(lssica estudia el movimiento de las particulas cargadas bajo la accién de fuerzas
electromagnéticas y, finalmente, el desarrollo de la Fisica Moderna estd basado en
conceptos de la Mecdnica Clésica.

No obstante, hay dos campos en los cuales no es de aplicacién la citada
Mecédnica Clasica, aquél en el que las velocidades son préximas a la de la luz
(c=3:10° m/s), caso para el cual es necesaria una teorfa més general, la Mec4-
nica Relativista, que engloba como caso particular a la Clésica, y el campo de la
escala atémica, a cuyo nivel es necesario tener en cuenta la idea de cuantizacién
debida a Planck, y que ha dado lugar al desarrollo de la Mecénica Cuéntica,



Vectores

m Magnitudes escalares y vectoriales

Comencemos definiendo lo que es una magnitad como fodo aquello susceptible de
ser medido, siendo la medida el resultado de la comparacidn de una cantidad de
una cierta magnitud con la unidad elegida para medir ésta, y definiendo la unidad
como una cantidad arbifraria que se toma de una clerta magnitud, para comparar
con ella cantidades de la misma magnitud,

Evidentemente, el valor de una medida dependerd de la unidad elegida. Asf,
por ejemplo, una misma distancia puede venir medida por 2 km o por 2 000 m; en
el primer caso, hemos tomado como unidad de medida el kilémetro y, en el segun-
do caso, el metro.

En cualquier caso, para poder medir, se hace necesario definir, para cada mag-
nifud, la igualdad y la suma, es decir, cudndo una cantidad es igual a la unidad v
cOmo se suman unidades para establecer que una cantidad contiene un cierto ni-
mero de aquéllas,

En algunas de las magnitudes fisicas, que tendremos ocasién de manejar a lo
largo de este curso, sus cantidades quedan perfectamente determinadas mediante
un nimero real acompafiado de la unidad elegida para medirlas, Asf, por ejemplo,
decimos que el tiempo de duracién de un fenémeno ha sido de 12 segundos o que
la temperatura de un cuerpo es de 28 °C. A este tipo de magnitudes se les denomi-
na magnifides escalares.

Otras magnitudes fisicas requieren més de un niimero real para quedar perfec-
tamente definidas, pues por su propia naturaleza, ademés de su valor determinado
mediante un nimero real seguido de la unidad correspondiente, es necesario dar la
direccién en la que actian y su sentido. Asi, por ejemplo, ademds de conocer la in-
tensidad de una fuerza, es necesario conocer la direccién de su actuacién y su sen-
tido, o para conocer la velocidad de un vehiculo es necesario, ademés de conocer
su valor, saber la direccién y el sentido en que se mueve, A este tipo de magnitu-
des se les denomina magnitudes vectoriales. La representacién de éstas se hace
mediante unos entes denominados vectores, cuyo significado geométrico es el de
ser segmentos orientados y que estén caracterizados por tres atributos: mddulo, di-
reccidn y sentido (Figura 1.1).
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Categorias de vectores

o

Libres Deslizantes Localizados

Figura 1.2. Igualdad de vectores

Figura 1.3.

Modulo es la longitud del segmento que lo representa; direccién es la de la rec-
fa soporte a la que el segmento pertenece; y sentido el que se le da fijando uno de
los extremos del segmento como origen y el otro como extremo, lo que se indica
mediante una flecha.

La notacién empleada para designar un vector es una letra, que hace referencia
ala naturaleza fisica de la magnitud que representa. En las publicaciones impresas
se simboliza mediante el tipo de letra negrita, ¥, y en la escritura manual se coloca
una pequeiia flecha sobre la letra que simboliza al vector, ¥, o dos letras juntas, ori-
gen y extremo del vector, bien en negrita o sobre las cuales se coloca la flecha, QA.
El médulo se expresa, simplemente, con la letra que simboliza al vector sin negrita
ni flecha, v, 0 encerrando el simbolo del vector entre dos barras verticales, [o].

Los vectores pueden clasificarse en tres categorias: libres, deslizantes y locali-
zados. Un vector libre queda definido al conocer su médulo, su direccién y su sen-
fido, aunque también puede ser definido por otros tres pardmetros distintos de los
anteriores, como posteriormente veremos; a esta categoria pertenecen, por ejem-
plo, los vectores que representan la presién que ejerce un fluido en reposo sobre el
fondo plano y horizontal de la vasija que lo contiene. Un vector deslizante queda
definido cuando, ademés de ser conocido como libre, estd determinada la rec-
ta soporte sobre la que actia, siendo cinco, segiin se verd, los parimetros necesa-
nos para su definicién; a esta categoria pertenecen, por ejemplo, las fuerzas aplica-
das sobre los s6lidos rigidos. Un vector localizado queda definido al conocerlo como
libre y estar determinado su punto de aplicacién, por tanto, serdn seis los pardmetros
necesarios para determinar un vector como localizado; a esta categoria de vectores
pertenecen, por ejemplo, los vectores representativos de las velocidades lineales.

En consecuencia, dos vectores libres serdn iguales cuando tengan igual médu-
lo, direccién y sentido; dos vectores deslizantes serdn iguales cuando tengan igual
mbdulo, sentido v recta soporte; v dos vectores localizados seréin iguales cuando
tengan igual médulo, direccidn, sentido y punto de aplicacién; por tanto, un vector
localizado sélo puede ser igual a sf mismo (Figura 1.2).

Un vector libre del mismo médulo, direccién y sentido que uno deslizante se
dice que es equipolente de aquél.

Cada magnitud vectorial fisica, dependiendo de su naturaleza, puede ser repre-
sentada por una de estas tres clases de vectores, Incluso dependiendo de la natura-
leza del problema fisico, una misma magnitud puede considerarse representada por
una u otra clase de vectores. Asf, por ejemplo, una fuerza, segiin que actiie sobre
un cuerpo rigido o deformable, podra considerarse como un vector deslizante o lo-
calizado, respectivamente, pues el efecto que produce sobre un cuerpo deformable
es distinto al variar su punto de aplicacién dentro de la misma recta soporte. En la
Figura 1.3 puede observarse el distinto efecto que produce la misma fuerza, al ser
aplicada sobre un cuerpo deformable, cuando variamos su punto de aplicacién, A o
B, a pesar de mantener la misma direccién, sentido y médulo.

Existe una tercera clase de magnitudes cuya determinacién, en nuestro espacio
real de tres dimensiones, exige el conocimiento de nueve escalares, las cuales se
denominan magnitudes tensoriales, Como ejemplo citaremos el estado de tensio-
nes en un punio del interior de un cuerpo sélido sometido a fuerzas exteriores., El
estudio de este tipo de magnitudes cae fuera de los objetivos de este curso y serd
fratado en cursos posteriores.

m Algebra vectorial

Dado que muchas de las magnitudes fisicas son de carfcter vectorial, se hace im-
prescindible conocer las leyes que rigen las operaciones entre vectores, pues el
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manejo de las magnitudes fisicas vectoriales lo haremos siempre a través de los vec-
tores que las representen, con lo que conseguiremos una méds exacta interpretacion
de los fen6menos y una gran comodidad en el trabajo, ya que las expresiones vecto-
riales son concisas, sencillas e independientes del sistema de referencia elegido,

Nuestro espacio geométrico es tridimensional; homogéneo, todos sus puntos
tienen las mismas propiedades; isétropo, no tiene direcciones privilegiadas, y
euclideo, es decir, verifica las definiciones, axiomas y postulados establecidos por
Euclides (300 a. C.).

En el presente capftulo nos referiremos a operaciones con vectores libres,

m Suma geométrica de vectores ML

Sean los vectores a= AB y b = MN, para sumar al a el b, tracemos por el extre-
mo del primero un vector BIP igual al segundo (Figura 1.4). Por definicién, el vec-
tor suma 8= @ + bes el que tiene por origen el de ay por extremo el de b, cuando
ha sido colocado de la forma indicada, es decir, s = AP,

La suma de vectores goza de las siguientes propiedades:

a) FB5 conmutativa:a+b=b+a

Sean a y b los dos vectores de la Figura 1.5. Su suma, a+ b, de acuerdo con la
definicién, es el vector AC. Sumemos ahora al b el a obteniendo como suma el
vector b + a = BD. El cuadrildtero ABCD es un paralelogramo, pues tiene dos la-
dos paralelos e iguales, ABy CD; los otros dos también lo serdn, AC = BD, Ade-
més, AC es paralelo a BD, y dado que el sentido de AC y el de BD es también el
mismo, resulta:

at+tb=AC=BD=b+a

b) Fsasociativa;(a+b) +e=a+(b+ 9.

Dados tres vectores, a by ¢, tomemos por el extremo del primero como origen el
vector b y por el extremo de éste como origen tomemos el vector € (Figura 1.6), se
verifica:

(@a+bh+c=AC+c=AD

at®+c)=a+BD=AD ) atbie
luego se cumple la propiedad asociativa, pudiendo escribirse sin lugar a ambi- Figura 1.6.
guedad:
a+b+c=AD

Esto nos permite definir la suma de n vectores como el vector que tiene por origen
el del primero de ellas y como extremo el del iiltimo, cuando todos ellos se han ido
colocando tomando como origen el extremo del anterior.

c) FExiste el vector nulo @

El vector nulo es el que verificaa+0=a
Este vector aparece al sumar n vectores y coincidir el extremo del iltimo con
el origen del primero,

d) Existe el vector opuesto; —a.

Vector opuesto al aes el que verifica a + Opuesto a = 0. Tomando el extremo
de a como origen del vector opuesto Op, para que la suma a + Op sea nula, el
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Figura 1.7.
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md

Figura 1.8.

extremo del vector Op debe coincidir con el origen del a, por lo cual el vector
opuesto al a tiene igual médulo y direccién que éste, y sentido contrario y, en
consecuencia, es —a

m Sustraccion de vectores

Por definicién, para restar de un vector a otro b se suma al a el vector opuesto
del b (Figura 1.7):

a—-b=a+(—b)

m Multiplicaciéon de un vector por un escalar

H producto del escalar m por el vector & es un nuevo vector, 7@, cuyo médulo es
el del vector multiplicado por el escalar, ma; la direccién es la misma del vector a
y el sentido el mismo, si es m > 0, siendo de sentido contrario, si es m < 0. En
particular, cuando es m= — 1, el producto ma= —anos da el vector opuesto
del a

La multiplicacién de un vector por un escalar cumple las siguientes propie-
dades:

a) Ley asociativa: n{na) = (mnya

Los vectores m(na) y (mn)a tienen la misma direccién, que es la del a; el mismo
sentido, que serd el de @, si es mn > 0, y el opuesto, si es mn < 0, y el mismo mé-
dulo, ya que es:

| )| = |(mn)al = mral
b) ley distributiva respecto a la adicién de escalares: (m + na= ma+ m

Los vectores (m + n)a y ma+ na tienen la misma direccién, que es la del a el
mismo sentido, que serd el del asies m+ n> 0, y el opuesto,siesm+ n<0,y
el mismo médulo, ya que es:

|(m + na| = |ma| + |nal = (m + n)|a
c) ley distributiva respecto a la adicidn de vectores: ma+ b) = ma + mb.

Hallemos las sumas a + b = AC y ma + mb = MP (Figura 1.8).

Los tridngulos ABC y MNP son semejantes por tener dos lados proporcionales
y el dngulo comprendido igual. La razén de proporcionalidad es m y, por tanto, el
tercer lado verificara:

MP=mAC o ma+nmb=ma+h)

d) Edste el escalar m= 1 queverifica la= a

m Vector unitario o versor

Un vectfor unitario o versor es todo vector cuyo médulo es igual a la unidad. Al
multiplicar un vector por la inversa de su médulo, obtenemos el vector unitario de
su direccién. Evidentemente, después de lo establecido para la multiplicacién de
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un vector por un escalar, podremos expresar todo vector como el producto de su
médulo por el vector unitario de su direccién (Figura 1.9):

a=amm [1.1]

y, en consecuencia, el vector unitario de la direccién y sentido de uno dado a es
igual a éste dividido por su médulo:

u=a/a [1.2]

m Espacio vectorial

Un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales es el conjunto de todos
los elementos, denominados vectores, que cumplen las dos leyes estudiadas: adi-
cién de vectores y multiplicacién de un vector por un escalar, con todas sus propie-
dades. Por tanto, el conjunto de vectores representativo de una magnitud vectorial
fisica constituird un determinado espacio vectorial. Asf, tendremos el espacio vec-
torial de las velocidades, de las aceleraciones, etc.

m Dependencia lineal de vectores

Un conjunto de vectores A = {a, @, ..., &,} pertenecientes a un cierto espacio vec-
torial se dice que son linealmente dependientes, cuando existen escalares ¢; no to-
dos nulos que verifican:

;CM=U [1.3]

El conjunto A se dice linealmente independiente si la tinica solucién de [1.3] es
G=6= '”=Cn=0'

m Dimensién y base de un espacio vectorial

Sea V un cierto espacio vectorial. Si V contiene tnicamente el elemento nulo
V = (0), diremos que la dimensién de V es cero, Si V contiene al menos un con-
junto A de n vectores linealmente independientes y todo conjunto con més de n
vectores de V es linealmente dependiente, diremos que el espacio vectorial V tiene
dimensién n

Se llama base de un espacio vectorial al conjunto de vectores A(a,, &, ..., &)
linealmente independientes y tal que todo vector del espacio es linealmente depen-
diente de A.

Lema L Si A(ay, @, ..., @) es una base de cierto espacio vectorial, cualquier vec-
tor de este espacio puede expresarse de forma tnica en funcién de los de A.

Por ser A base del espacio vectorial considerado, cualquier vector a de este es-
pacio serd linealmente dependiente de A y podrd expresarse de la forma:

a=cqa toa,t+ - +ca,
Supongamos que existe otra forma de expresién:

a=da + da+ -+ da,

a=gau

Base del espacio

Figura 1.9.
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al restar ambas expresiones resulta:
0=(c, —dpa, + (c, — dy)a, + -+ + (¢, — d)a,
Y puesto que el conjunto A era linealmente independiente, deberd ser:
q—d=0 ¢6—-d=0,., ¢—d=0

G =dlr Cﬂ.=¢‘p ey cn=dn

Lema 11, Si A= (a,a, ..., ;) es un conjunto de vectores independientes y a un
vector linealmente independiente de A, el conjunto compuesto por los vectores del
Ay aes también independiente.

Supongamos lo contrario, es decir, que los vectores @& @&, @, ..., &, son lineal-
mente dependientes:

at+oga +--+ca=0 [1.4]

Podr4 suceder tinicamente que sea ¢ # 00 bien ¢ = 0, En el primer caso pode-

mos despejar &
o o o] 2
- (ae (G

lo que contradice la hipétesis de ser a independiente de A.

Sies ¢ =0, de [1.4] resulta c\@& + @ + -+ + ¢4, = 0, lo que contradice la
hipétesis de ser el conjunto A linealmente independiente, salvo que sea ¢, = 0 para
todo i= 1, 2, ..., n, v entonces el conjunto a, &,, &, ..., &, es linealmente indepen-
diente.

LEma II1.  Siun espacio vectorial tiene dimensién n, cualquier conjunto de n vec-
iores linealmente independientes es una base de él.

Puesto que la dimensién del espacio considerado es n, existird al menos un
conjunto A de 1 vectores linealmente independientes y todo conjunto con més de 1
vectores serd dependiente del A. Supongamos que un vector a del espacio en cues-
tién no dependa de A; entonces, por el Lema II, el conjunto (A4, @) es linealmente
independiente; pero al tener 17 + 1 vectores, por definicién de dimensién debe ser
linealmente dependiente, contradiccién debida a ser falsa la hipdtesis. Lo que de-
muestra que todo vector a del espacio es dependiente de A y, por tanto, A es la ba-
s de este espacio.

La gran mayorfa de las magnitudes fisicas cldsicas pertenecen a un espacio
vectorial de tres dimensiones, n = 3, y de aquf que se representen por los vectores
del espacio tridimensional real,

Hay campos de la Fisica en los que nos veremos obligados a trabajar en espa-
dos de mis de tres dimensiones. Asf, al estudiar la Teor{a de la Relatividad Res-
tringida ufilizaremos un espacio cuadrimensional, denomindndose a los vectores de
cuatro dimensiones cuadrivectores; al estudiar Mecédnica Estadistica utilizaremos
un espacio de n dimensiones, y en estudios sobre Mecdnica Cuéntica utilizaremos
espacios vectoriales de infinitas dimensiones.

Unidades. Sistemas de unidades y ecuaciones
de dimensiones

Cualquiera que sea el niimero de dimensiones del espacio de referencia en el que
nos veamos obligados a trabajar, se toma como patrén una unidad U para cada
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espacio de magnitudes, Una cantidad X de la magnitud de un cierto espacio puede
expresarse siempre de la forma:

X=Ur=Ux [1.5]

En la que x es la medida de esta cantidad cuando hemos tomado la unidad U, pero
esa medida serd ¥’ cuando la unidad elegida sea UJ. Para comparar cantidades de la
misma magnitud es necesario efectuar sus medidas con la misma unidad.

Las leyes fisicas relacionan entre s{ medidas de magnitudes de distinta natura-
leza y su expresitn analitica es de la forma general:

x=Kx{t 352 . e [1.6]

en la que K es una constante y a,, a,, ..., 4, son niimeros racionales positivos o ne-
gativos,

Las magnitudes fisicas se dicen findamentales cuando son independientes en-
tre s, es decir, no hay ley fisica que las relacione. Las unidades que tomemos para
la medida de éstas, las denominaremos unidades fundamentales.

Toda magnitud fisica relacionada con las fundamentales mediante una ley fisi-
ca, se denomina magnitud derivada, Sus unidades se denominaréin derivadas y se
obtendridn mediante una relacién del tipo [1.6] entre las unidades de las magnitudes
fundamentales.

Como magnitudes fundamentales comunes a todos los campos de la Fisica, se
han tomado la longitud y el tiempo; ellas son suficientes para desarrollar la Cine-
mética; en los demés campos de la Mecdnica se hace necesario utilizar una tercera
magnitud fundamental, que puede ser la masa o la fuerza, dindose asf origen a los
sistemas C.G.S. o M.K.S,, por un lado, y al técnico, por otro, En los restantes cam-
pos de la Fisica es necesaria una cuarta magnitud fundamental, toméndose, en Ter-
modindmica, la temperatura; en Optica, la intensidad luminosa y en Electricidad, la
intensidad de corriente eléctrica,

Un sistema de unidades queda definido cuando se han elegido sus magnitudes
fundamentales con sus respectivas unidades de medida. A partir de estas y mediante
las correspondientes leyes fisicas se deducirin las magnitudes y unidades derivadas,

El sistema M.K.S. de 1a Mecénica es el que utiliza, como unidades fundamenta-
les, el metro, para la longitud; el kilogramo, para la masa, y el segundo, para el
tiempo. Este sistema ha pasado a formar parte del Sistema Internacional (S.L),
adoptado oficialmente en Espafia mediante disposicién aparecida en el BOE'del 10
de noviembre de 1967.

El metro fue definido en la XI Conferencia General de Pesas y Medidas, en
1960, como I longitud cuyo valor es igual a 1 650 763,73 longitudes de onda en
el vacio de la radiacion correspondiente a la transicidn entre los niveles 2p,o y Sds
del dtomo de kripton 86,

El kilogramo quedé definido en 1901, por la IIl Conferencia General de pesas
y Medidas, como /a masa del prototipo internacional, consistente en un bloque ci-
lindrico de platino iridiado, cuya alfura y didmetro son iguales y que estd deposi-
tado en el Pabellén de Breteuil de la Oficina Internacional de Pesas y Medidas, en
Sevres.

El segundo fue definido en 1968, por la XIII Conferencia General de Pesas y
Medidas, como h duracidn de 9 192 631 770 periodos de la radiacién correspon-
diente a la transicién entre los dos niveles hiperfinos del estado findamental del
dtomo de cesio 133.

Para ciertas medidas es méis cémodo utilizar miltiplos o submiiltiplos de la
unidad, cuya denominacién se consigue colocando un prefijo al nombre de la uni-
dad, y cuyo simbolo y significado recogemos en la Tabla 1.1.

Magnitudes fundamentales

Magnitudes derivadas

Sistemas de unidades
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Ecuacidn de dimensiones

Homogeneidad

Coherencia

Tabla 1.1. Miiltiplos y submiiltiplos de la unidad

n

B

K kilo- 10°
M mega- 10¢
G giga-* 10°
¥ tera- (billén) 102
P peta- 10"
E exa- 10%
Z zetta- 102
' yotta- 10

* En algunos paises se denomina billén a 10°,

Se recomienda que el valor numérico que representa la medida esté siempre
comprendido entre 1 y 1 000, Asf, no debe decirse 12 000 m, sino 12 kilémetros.

También hay recomendaciones intemacionales sobre la escrifura correcta de
nimeros y unidades, Para la escritura de niimeros, las cifras se agruparin de tres en
tres a partir de la coma, tanto hacia la derecha como hacia la izquierda, dejando un
pequeiio espaciamiento entre cada grupo de cifras y prescindiendo por completo de
los puntos. Asf, debe escribirse 245 629,324 62 y no 245,629,32462. En la escritu-
ra de unidades, o de sus miiltiplos o submiiltiplos se colocaré el simbolo corres-
pondiente y nunca se le colocari un punto a continuacién., Para simbolizar la
muéliplicacidn se utilizard el punto entre las letras y el aspa entre niimeros, asf:
abo2 x3,

El sisfema C.G.S. es una variante del anterior, pues utiliza el centimetro en lu-
gar del metro y el gramo en lugar del kilogramo,

El sistema técnico tiene como magnitudes fundamentales la longitud, la fuerza
y el tiempo, siendo la masa una magnitud derivada. Las unidades de longitud y
tiempo son las mismas del S.IL y como unidad de fuerza toma el kilogramofiierza
(kf) o kilopondio (kp), definiéndolo como Ia filerza con que la Tierra atrae a un
cuerpo de masa 1 kg en un lugar de aceleracion normal g, = 9,806 65 m s>,

Cada magnitud fundamental se representa por un simbolo, que en el sistema
internacional (S.L) y para las magnitudes mecénicas son: [, para la longitud; M,
para la masa, y 7, para el tiempo. Si en la expresién de una ley fisica, sustituimos
cada magnitud fundamental por su sfmbolo, obtendremos la llamada ecuacidn de
dimensiones de la magnitud derivada de que se trate.

La ecuacién de dimensiones nos permite establecer la homogeneidad de las
fdrmulas ffsicas, diciéndose que una expresién es homogénea cuando ambos
miembros tienen la misma ecuacién de dimensiones. Asimismo, nos facilita el
establecimiento de la aherencia entre unidades fisicas, diciéndose que una serie
de unidades son coherentes entre sf, cuando la ecuacién de dimensiones de la
ley fisica que las relaciona no contiene factor numérico multiplicativo, salvo la
unidad.
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m Cambio de sistema de unidades

Un sistema de unidades U, U, U5, ..., U, para el cual es X= Ux, X, = Uix,,
X = U, ..., X, = Upx,, se dice que es acorde con una ley fisica, como la [1.6],
cuando verifica:

x=Kx' x5 e x [1.7]
Un nuevo sistema de unidades U', U, U, ..., U, para el cual son X'= U'x,

Xy = Ui, X5 = U, ..., X, = U, se dice que no es acorde con una cierta ley
fisica cuando cambia la constante de la misma, es decir, cuando verifica:

X=K2". 2% ....x" [1.8]

£

El cociente entre [1.7] y [1.8] es:

x K i{x\2(x%\" X, \ %
2 @6

que, en funcién de las unidades de los respectivos sistemas, se escribe:

L e LA

U x\u/)\u) \U,
relacién que nos permite cambiar de sistema de unidades en la expresién de una
ley fisica, al damos el coeficiente K’ de la expresién correspondiente al nuevo sis-

tema de unidades:
U (DN D)\ U\ 2
""K'U(m) (La) (U) 2o

Una misma ley fisica, en un cierto sistema de unidades se expresa mediante
una relacién como la [1.7], mientras que en otro sistema de unidades se expresa
mediante la [1.8], estando dado el coeficiente K’ por la Ecuacién [1.9].

En un movimiento circular se verifica la ley fisica:

.

Fy
r

acorde con el sistema intemacional de unidades, ;C6mo debe transformarse la ley
para que Fsiga viniendo en N, cuando m se expresa en g, v, en cm/s y I'en cm?

Solucion:
Magnitudes X=F Xi=M X, =L XA=v
Unidades antiguas U=N U =kg Ub=m U5 = mfs
Unidades nuevas U=N U=gr U=cm  U,=cmls
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Al comparar la expresién dada con la [1.7], se deduce que es k=1, a,=1,
&=—-lya=2
La nueva ley serd de la forma:

2
F=rZ%
r
siendo:
PR CATEAWLAY
v\u)\u,) \u,
y puesto que es:
U_ I_Er_ -3
U—l . Ul_kg_m
g — By atiig™ g
Uz—m-m y b;_m-s“_m
resulta:

F=10"200"3H (107 =107

y la ley fisica se expresa ahora:

F=10-2%
r

La potencia desarrollada por una méquina viene dada por la expresién:
P=F.v

ley coherente con el Sistema Internacional de unidades. ;Cémo debemos
transformar la expresién para que dé Pen CV, cuando se exprese Fenkpy v

en km/h?
Solucién:
Magnitudes X=P Xi=F X=v
Unidades anteriores U=Js5""! U =N U=m-s
Unidades nuevas U=cv U =kp Uf = km/h

De la expresion dada se deduce, al compararla con la expresién general [1.7],
ueesk=1,a=1ya =1,
La nueva ley buscada es de la forma:
P=KF-.v
siendo:

B
I
.
E:_I .
] o
S
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Calculemos las relaciones entre las respectivas unidades:

E_J-s_'_ J.s7! 1
U CcV 75g)s' 75g
L

Uy N N

U, kmh km:s 10°m.s 5

U, m/s mh m36000 18

Por tanto, sera:
1 5 1 1
Kk=1l_——g.—= ==
75g ~ 18 15x18 270
y la ley buscada:
F.v
P=
270

m Sistema cartesiano trirrectangular de referencia

Para referir los desarrollos tedricos y las aplicaciones vectoriales elegimos como
sistema de referencia el trirrectangular a derechas, es decir, el formado por tres
ejes OX, OY, OZ perpendiculares dos a dos y orientados de forma que al girar la
cabeza de un sacacorchos en el sentido que va de OXa OY, por el camino més cor-
to, la punta avanza en el sentido positivo del eje OZ (Figura 1.10). Este sistema de
referencia se denomina cartesiano por haber sido ideado por el matemético y fil6-
sofo francés Renato Descartes (1596-1650), El sistema a derechas también se de-
nomina directo, destrorsum o dextrdgiro,

Por el contrario, si al hacer girar la cabeza del sacacorchos en el sentido que va
del eje OXal OY por el menor camino, la punta avanzase en sentido contrario a la
direccion positiva del eje OZ se dice que el sistema de referencia es a izquierdas,
inverso, sinistrorsum o levégiro.

Sobre cada uno de los gjes tomaremos un vector unitario que denominaremos,
respectivamente, i, j, K, y que constituyen los vectores fundamentales o base del
sistema de referencia.

Evidentemente, al ser el espacio tridimensional, en virtud del Lema I, un
conjunto de tres vectores linealmente independientes es una base de él. La terna de
vectores elegidos son independientes entre sf, pues estdn dirigidos segin las tres
dimensiones del espacio, independientes entre si. Todo vector @ en este espacio de-
penderi de esta base y podrd expresarse, de acuerdo con el Lema I, de forma iinica
en funcién de los vectores de la base,

Componentes, médulos, cosenos directores
y expresion analitica de un vector

Dado un vector @, siempre puede verse como suma geométrica, de tres vectores:
a, a,y a, que son la proyeccidén del vector sobre cada uno de los ejes del sistema
de referencia (Figura 1.11):

a=a ta+a [1.10]

Figura 1.10.
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De acuerdo con lo indicado para la multiplicacién de un vector por un escalar,
podemos escribir:

a=al a=aj y a=ak [1.11]

denomindndose componentes del vector a los valores a,, @, y a, m6dulos de las
proyecciones del vector sobre cada uno de los ejes de referencia. Ellas serdn positi-
vas 0 negativas, segiin que tengan el mismo sentido que el correspondiente vector
de base 1, j, k, o el opuesto, respectivamente.

A cada vector le corresponde una terna de componentes (inica y, recfproca-
mente, cada terna de componentes define un solo vector; hay, pues, una correspon-
dencia biunfvoca. De aquf que un vector se exprese mediante sus tres componentes,
aa, a, a,). Concretamente, los vectores de la base se expresan:

i(1,0,0), jo,1,0) y ko,0,1)

El mdduilo del vector es el valor de la diagonal de un paralelepfpedo recto rec-
tingulo cuyas aristas son las componentes del vector, de aqui que sea:

a= (g + &+ &y [1.12]

Los casenos directores de la direccién de un vector, son los cosenos de los 4n-
gulos que la direccién del vector forma con los ejes del sistema de referencia. Sus
valores son:

cosxt = a/a, cosf=ajfa y cosy=a,lfa [1.13]

Es evidente que las componentes de un vector unitario coinciden con los cose-
nos directores de su direccidén, de aqui que para determinar los cosenos directores
de una direccién sea suficiente hallar el vector unitario de la misma. Sea el vector

unitario w, las relaciones [1.13] son: cosa = U, cos f = U,y cosy = i, y la [1.12]
nos da:

cos’a + cos f+cos y=1 [1.14]

que es una importante relacién entre los cosenos directores,
Llevando [1.11] a [1.10] se obtiene:

a=ali+aj+ak

que es la expresi6n analitica del vector &, expresado en la base de referencia i, j, k,
¥ que va a permitir trabajar analfticamente con los vectores, lo cual representa una
gran ventaja en cuanto a facilidad de célculo se refiere,

De un cierto vector a se conoce su mddulo a= 2, el valor de su componente
a,= 1 y el 4ngulo que forma con el eje OX, & = 60°, Calculemos las componen-
tes a, y a, asf como los 4ngulos que forma con los ejes OYy OZ

Solucién:

Puesto que es cosa = a,/a, podemos despejar a,

1
a,=a-cosﬁﬂ°=2xi=1
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Asimismo, puesto que es cos f§ = a,/a= 1/2, se obtiene f = 60°. De la relacién
cos”a + cos” ff + cos”y = 1, se obtiene:

LilE,
de donde:
8,=1./2
ycon ello:
/2
cosy = iT
y:

m Suma analitica de vectores

Consideremos los vectores:

a=a,d+a,§+ak
a=a,d+aj+ak

------------------------

a,=a,i+a,j+ a.k

Sumando miembro a miembro y teniendo en cuenta la ley asociativa de la suma de
vectores, obtenemos:

atat -ta,=(ad+tadt+ +a,d+
+@adtajt-+ad+
+(ak+ ak+ o+ 2,8

y de acuerdo con la ley distributiva respecto a la adicién de escalares del producto
de un vector por un escalar, resulta:

atat -t+ta=(a,+tat+--+ad+
+{a‘[y+ a},}-r+ e an!)‘l+(alz+ a22+ T arm)k

Por tanto, el vector suma tiene de componentes a la suma de las respectivas
componentes de los vectores sumandos.

Expresion analitica del producto de un vector
por un escalar

Sea el escalar my el vector a = ad + a,j + a,k Teniendo en cuenta la ley distri-
butiva respecto a la adicién de vectores para el producto de un vector por un esca-
lar, se verificara:

ma=mad+aj+ ak =mali+ maj+ mak

mi,

Figura 1.13.
Z
ma,| > —
/Py e 2
T _ma
a
a iy,
o) A R
a, e J’f F
~
Figura 1.14.
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Figura 1.15.

Figura 1.16.

y, por tanto, el vector producto de un vector por un escalar tiene por componentes
el prodiicto de la respectiva componente del vector por el escalar.

m Producto escalar de dos vectores

H producto escalar de dos vectores es un escalar, aiyo valor es el prodicto de los
mddulas de los vectores por el coseno del dngulo que forman.
Dados dos vectores &(a,, 4,, &) y b(b,, b, b,), su producto escalar se expresa:

a-b= abcosp [1.15]
Teniendo en cuenta que la proyeccién del vector b sobre el a (Figura 1.15) es:
proy,b = OP = bcos ¢
y que la proyeccién del a sobre el b es:
proy,a = OH = acos ¢
el producto escalar se puede escribir:
a-b = aproy,b = bproy,a

Es decir, el producto escalar es igual al producto del méditlo de uno de los vecto-
res por la proyeccicn del otro sobre él, En consecuencia, para proyectar un vector
sobre una determinada direccién (Figura 1.16), bastar4 multiplicar escalarmente el
vector por el unitario de la direccién, m:

proyaa= OH=a-u

De acuerdo con esto, las componentes de un vector son los productos escalares
de éste por los vectores de base del sistema cartesiano trirrectangular de referencia:

g =al a=aj a=ak
y el vector puede expresarse de la forma:
a= @i+ @jj+ @bk
H producto escalar goza de las siguientes propiedades:

a) Fs conmutativo:
a-b="b-a

b) E5 asociativo respecto a la multiplicacion por un escalar:
(ma)-b=m(a-b) = a-(mh)
c) Verifica la ley distributiva para la suma de vectores:
a+(b, +b,+ ---+b)=a-b, +a-h, + .- +a-h,
En efecto:
a-(b, + b, + .- + b) = aproy,(b; + b+ .- + b) =
= alproy b, + proy b, + -+ + proy,h,)

= aproy,by + aproy,b, + .- + aproyh,
=a'h +ab,+ .- +a-h,
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d) No cumple la propiedad asociativa para el producto escalar de vectores.

Realmente no tiene sentido hablar de producto escalar sucesivo, puesto que el pro-
ducto escalar de dos vectores es un escalar y el segundo producto serfa el de un es-
calar por un vector,

Se define /a norma de un vector como el producto escalar de él por si mismo,
lo que coincide con el cuadrado de su médulo:

nor-a=a-a=4a =4a,+a,+a [1.16]
A continuacién, indicamos todos los productos escalares posibles entre los vec-
tores de la base de nuestro sistema de referencia:
ii=jj=kk=1 y i-j=i-k=j-k=0

Producto escalar en funciéon de las componentes
de los vectores

Sean los vectores a(a,, 4, a) y Wb,, b, b)) su producto escalar:
a-b=(ai+aj+ak-bi+bj+ bk

teniendo en cuenta las propiedades b) y c¢) de éste, y los productos escalares entre
los vectores de la base, se expresa:

ab=ab,+ab +ab, [1.17]

Por tanto, &l producto escalar de dos vectores es igual a la suma de los prodiic-
tos de sus componentes homélogas.

Calculemos la proyeccion del vector a(l, 4, 1) sobre una recta que pasa por Oy
tiene la direccién del vector 1, 2, 2).

Solucion:

L. 2. i3
Debemos obtener el unitario del vector b, que es m = El 5 jt+ 51!.

La proyeccién del a sobre la citada recta serd

8.2 11
3 AT .

1
OH=a-a= R

3

Angulo entre dos vectores.
Condicién de perpendicularidad

Teniendo en cuenta las expresiones [1.15] y [1.17], el coseno del 4ngulo formado
por dos vectores es:
a-b ab +ab+ab

= 1.18
cosp=—g o [L.18]

lo que, teniendo en cuenta [1.13], se escribe:
cos@ =cosa-cosa + cosf-cosf’ + cosy-cosy = m,em, [1.19]

Por tanto, el coseno del dngulo formado por dos vectores es igual al producto
escalar de los vectores unitarios correspondientes a los dados.
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Condicién de perpendicularidad

Figura 1.17.

Si los dos vectores dados son perpendiculares, es decir, ¢ = /2, serd cos¢p = 0
y segiin [1.15] deberd ser a-b = 0.

Reciprocamente, si es a-b =0, yes a#0 y b# 0, segin [1.15] deber4 ser
cos = 0, ¢ = 12 y los vectores serdn perpendiculares. La condicién de perpen-
dicularidad a-b = 0 es necesaria, pero no suficiente para que sean perpendicula-
tes, pues ademés deberd ser a# 0y b#0,

Andlogamente, si se verificara a-b = a-¢ no necesariamente es b = ¢, pues
escribiendo:

a(b—o=0
se verificard, cuando se cumplan cualquiera de las tres condiciones: a= 0,
b— ¢ =00 aperpendiculara b — ¢

Dados los vectores OA = a(l, 2, 1) y OB = b{m, 1, 2), hallar el valor del pa-
dimetro m para que el vector AB sea perpendicular al a

Solucién:
H vector AB es:

AB=0B-0A=(m-1, —-11)
La condicién de perpendicularidad entre AB y @ es:

AB.-a=m—1-2+4+1=0
de donde m= 2,

EJEMPLO 1.6

Hallemos el 4ngulo que forman los vectores a2, 1, 2) y 1, 1, 4), cuyo origen
comiin es O,

Solucién:

H producto escalar de los vectores esa+*b=2 + 1 + 8 = 11, El médulo de cada
wno de ellos es: 2= 3y b=3,/2, La aplicaci6n de la [1.18] permite escribir

11
cos@p = —z,de donde ¢ = 0,527 rad.

92

m Producto vectorial o exterior de dos vectores

Se define el producto vectorial de dos vectores a v b, que se expresard ax b,
como un vector cuyo médulo es igual al producto de los méditlos de los dos vecto-
res por el seno del dngulo que forman, su direccién es la perpendicular al plano
deferminado poray b, y su sentido es el que hace que el triedroa,by ax bsea a
derechas. Geométricamente, el producto vectorial tiene un significado importante,
puesto que su médulo es igual al drea del paralelogramo que determinan los dos
vectores (Figura 1.17):

A = ah= absen ¢
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H producto vectorial tiene las siguientes propiedades:

a) % uniforme. Si ay & son dos vectores iguales, y b y b’ también lo son, evi-
dentemente se verifica:

axb=axl
b) No cumple la propiedad conmutativa. Verificando de acuerdo con la defini-
cién:
axb=—(bxa)

¢) Verifica Ia propiedad asociativa para la multiplicacidn por un escalar:
(ma) Xb=ax (mh) = maxh)
d) No cumple la propledad asociativa para el producto vectorial sucesio:
(axb)xc#ax(bxd

Evidentemente, el vector primer miembro tiene distinta direccién del vector se-
gundo miembro.

e) s distributivo;
ax{d +b,+..-+b)=axh, +axh +..-+axh,

Veamos previamente una propiedad en la que nos basaremos para demostrar su
propiedad distributiva, Sean los vectores a y b, y tomemos un plano n perpendicu-
lar al primero (Figura 1.18); proyectemos b sobre este plano y sea b e vector
proyeccién. El vector a X b es perpendicular al plano determinado por ay b, y por
tanto, contenido en el plano 7 y perpendicular a I,

Por otro lado es:

|axb| = absengp = all luegoes: axb=axb

El vector producto vectorial a X b se obtiene proyectando uno de los vectores
sobre un plano perpendicular al otro, multiplicando la proyeccién por el médulo de
este dltimo v girdndola n/2 radianes en sentido tal que & by ax b formen triedro
a derechas,

Consideremos ahora los vectores @, b, b, ..., b, situados como se indica en la
Figura 1.19, y sean sus proyecciones sobre un plano perpendicular al vector a by,
b, ..., b, respectivamente, obteniendo sobre éste la poligonal OB\B, --- B, B,

Py —L-?-H“-—H_‘}_ih n

Figura 1.19.

Figura 1.18.
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Sean:
OV, =axh,
V1V2 =ax bz
V,._,V,=axh,

Segiin la propiedad vista, los lados de la poligonal OV, 14 -- V,_,V, son per-
pendiculares a sus homélogos en la OB, B, ---B,_ B, y su médulo es el de éstos
multiplicado por a. En particular, serd OV, perpendicular a OB, y su médulo el de
é&te multiplicado por a, es decir:

axO0B,=0V,
Por tanto, es:
ax@®, +b,+ - +b)=axproy(, + b, + -+ b) =
=ax(by+b®+ ... +h)=ax0B,=0V,=
=0V, +VV,+...+V,_V,=axh +axh + ... +axh,

Con lo cual queda demostrada la propiedad distributiva del producto vectorial,

m Expresion analitica del producto vectorial

Para hallar la expresién analftica del producto vectorial de dos vectores:
axb=(i+aj+takxBitbj+ bk

basta considerar que verifica las propiedades distributiva y asociativa para la multi-
plicacién por un escalar, y tener en cuenta los productos vectoriales posibles entre
los vectores de la base del sistema de referencia, que hemos recogido en la siguien-
te tabla:

x | 1| §j| k
i| o k| —j
jl-k] of i
kK| j|-1] o

Por tanto, podemos escribir:

axb= (a_rbz =8 azby)l T {asz T 'a.rbzlj + {a.rb_y & aybx)k=

a, a, a, 4, a, a 1y k
- Bl | e \_|+ * k=la, a a [1.20]

determinante simbdlico en el que elementos de la primera fila deben fratarse de
forma simbdlica.
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m Condicién de paralelismo de dos vectores

Si dos vectores son paralelos, su producto vectorial serd nulo, aX b= 0, y para
que sea nulo el determinante [1.20], es necesario que exista proporcionalidad entre
las componentes de los vectores:

& B

= =m [1.21]
b, b, b '

2
b

X Z

Reciprocamente, si el producto vectorial de dos vectores es nulo, axb=0y
son 2 #0 y b # 0, deberdn ser paralelos,

En consecuencia, la expresién a X b = a X € puede verificarse sin necesidad de
que sea b = ¢, pues escrita de la forma:

axb—-—0=0

se cumplird, en cualquiera de los tres casos,a=0,b=c¢, y aparaleloab— ¢

;Qué vector debe sumarse al a(l, 2, 1) para que dicha suma sea paralela al vector
1, 2, 2) y tenga de médulo 67

Solucion:
Sea el vector buscado el ¥(v,, v, v,). Su suma con el aes:
@+v)=(1+v,2+v,1+v)
La condicién de paralelismo de esta suma con el b se expresa:

l+v, 2+v, 1+uv, 6

1 2 2 3

de donde v, = 1, v, = 2 y v, = 3, El vector buscado es: ¥(1, 2, 3).

EJEMPLO 1.8

Dados los vectores &(2, 1, 2) y (2, 2, 1), hallemos la expresién general del vec-
tor € que verifique axb=ax ¢

Solucién:

Puesto que es a2 # 0 y b = € es un caso particular, la solucién general debe verifi-
car que a es paralelo a b — ¢, lo que se expresa:

de donde: ,=2—-2¢f3, ¢,=2—-¢3 y ,=1—2¢3.
Para c = 0, se obtiene la solucién particular €2, 2, 1) = b, Para ¢ = 3, el vec-
tor es ¢(0, 1, — 1), Comprobaci6n:
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Figura 1.20.

ij k

axb=|2 1 2[=-3i+2j+2k
2 2.1
ij k

axe=(2 1 2 |[=-3+2+2k
01 -1

Producto mixto

H producto vectorial de dos vectores b X € es un nuevo vector y al producto esca-
lar de éste por un tercer vector @ se le denomina producto mixto, y se escribe:

a-(bxc)

El producto mixto tiene una interpretacién geométrica simple. Los vectores a,
b y € determinan un paralelepipedo (Figura 1.20), cuya base tiene por 4rea [b X ¢,
siendo su altura OH la proyeccién del vector a sobre la direccién de hXx ¢, es
decir:

bxc
UH—I'm
Por tanto, el volumen del paralelepipedo es:
bxe
V=|bxd a'|hxq =a-(bxo

El volumen de un paralelepipedo es igual al producto mixto de los tres vecto-
res quie lo determinan como aristas concurrentes del mismo.

Puesto que se puede tomar como base una cara cualquiera del sélido, se pueden
obtener para el volumen del paralelepipedo las expresiones:

a'(bxc)=b-(cxa)=c-(axh)

Por gozar el producto escalar de la propiedad conmutativa, puede también es-
cribirse:
bxc-a=(cxa-b=(axh).-c

Por tanto, sobre cualquier permutacién circular de la &, by € los simbolos » y X
pueden colocarse a voluntad. De aqui que el producto mixto se exprese (@, b, €).

Analfticamente, puede escribirse el producto mixto bajo la forma de determi-
nante de la siguiente manera:

i j k a, a, a,
a(bxe=(ai+aj+ak:\b b b|=|b b b, [1.22]

&y Cx G B 6

Esta iltima igualdad se escribe teniendo en cuenta que el producto escalar
de dos vectores es igual a la suma de los productos de sus componentes corres-
pondientes.

El producto mixto cambia de signo al efectuar una permutacién entre dos cua-
lesquiera de los vectores, como se desprende, evidentemente, de [1.22].
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El producto mixto es nulo cuando lo es alguno de los vectores o cuando éstos
son coplanarios, por ser entonces nulo el volumen del paralelepipedo que de-
terminan. De aquf que tres vectores coplanarios puedan escribirse en la forma
a = b+ pue, siendo 4 y p dos nimeros reales, puesto que al ser nulo el determi-
nante [1.22], una fila ha de ser combinacién lineal de las otras dos.

EJEMPLO 1.9

Tomemos los vectores &, =21+ 2j, aa=4j y a =2j + 2k como aristas
concurrentes en O de un paralelepipedo (Figura 1.21). Calculemos:

a) E volumen del citado paralelepipedo.

b) La altura desde el extremo de a;, X
¢) La altura desde el extremo de a,. Figura 1.21.

Solucién:

2) H volumen viene dado por V'=a; - (& X &):

V= =16

=T = ]
[T A ]
[ Q= ]

b) La altura desde el extremo de &, 5, es:
¢) La aliura desde el extremo de @&, /1, se calcula asf:
x
= axXa
|ag % ay]

es un vector unitario normal a la cara (@, a).
La altura /» = m-@, es la proyeccién de @, sobre una direccién normal a la
cara (@, &), luego es:

= —4i+4§ -4k

F b e
=T 5

i
axa=|0
2

X2 =4./3 l=%(—l+.l—k) bz=l'az=%

Como comprobacién, debe ser:
V=1 |asxa| =16

b » ¢
Doble producto vectorial ;
El doble producto vectorial aX (b X €) es un vector perpendicular al plano que de- A =ib+ puc
terminan los vectores ayb X ¢ .
H producto vectorial b X € es perpendicular al plano determinado por los vec- o

tores b y € (Figura 1.22). Todo vector perpendicular al b X €ha de estar contenido Figura 122.
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hxce

X
a x (b x¢)

Figura 1.23.

en el plano determinado por b y €, por tanto, el vector doble producto vectorial
ax (b x O estd contenido en ese plano, es decir, es coplanario con los vectores by
€, y podemos escribir:

ax(bxec=/b+ pec

Tomemos los ejes coordenados indicados en la Figura 1,23, La expresién anali-
tica de los vectores &, b y ¢ es la siguiente:

a= al+aj+ak , b=bi y e=¢i+ck

Las expresiones analiticas del producto vectorial (b X €) y del doble producto
vectorial aX (b X @ son las siguientes:

ijk
bxe=|b 0 0|=—becj
& 0 E
i j k
ax(xg=|a a a|=abcl-abck
0 —boec 0

Si sumamos y restamos la expresién a,b,c,d, se tiene:

ax(bxce)=(ac+ ac)bd— ablci+ ck =
= (a-c)b — (a-b)c

que puede escribirse bajo la forma de determinante simbdélico:

b c
ab a-c

ax(bxg-= [1.23]

Dados los vectoresa=i+j, b=3] vy e=j+k
a) Calculemos su doble producto vectorial ax (b x @.
b) Demostrar que ese doble producto vectorial es coplanario con los vectores by e

¢) Dar la expresién del citado doble producto vectorial como combinacién li-
neal de los vectores by e

Soluciéon:

a)
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b) Los vectores [ax (bx g] = —3k, by ¢ son coplanarios si su producto mix-
to es nulo, lo que asf sucede:

—3k:(bx¢)= —3k-3i=0
c¢) Para que el doble producto vectorial sea combinacién lineal de b y ¢ debe
cumplirse:
—3k=mb+ ne=m3j+ nj + K
—3k= (3m + nj + 1k
de donde n= —3 y m= 1, con lo cual es:
ax (h b o d i I'— e




24 = Fisica general

Nacié en Alejandrfa, hacia el afio 325 a.C. y murié en
la misma ciudad hacia el 265 a.C. Lo poco que se sabe
de su vida se debe al historiador Proclo, El emperador
Ptolomeo I le invité a trabajar en el «Museo» de Ale-
jandria y allf fundé una escuela de estudios mateméti-
os. Su obra mds importante es un tratado de geome-
tria con el titulo de Los Elementos, que consta de trece
libros. En los libros del I al VI desarrolla la geometria
plana; del VII al IX, la teorfa de niimeros; el Libro X
lo dedica a los inconmensurables; y los libros del XT al
XIM, a la geometria del s6lido. Parece ser que en este
tratado recopila y perfecciona teoremas de matemati-
cos anteriores, como Eudoxio y Theaetetus. Los Ele-
mentos fueron traducidos al latin por Adelardo de Bath
y Gerardo de Cremona, y publicados en imprenta en
1482, Han tenido més de 1 000 ediciones, lo que ha
hecho de Euclides el matemético més lefdo de la histo-
fia, El propio Ptolomeo I comenzé a leer Las Elemen-
tos, pero enseguida se cansé por la dificultad que para
él tenfa seguir los razonamientos, Mandé llamar a
Euclides y le pregunté si no habrfa otro camino u otra
forma menos trabajosa para llegar a los mismos resul-
tados, a lo que Euclides le respondi6: «en mateméticas
no hay caminos cortos (privilegiados)».

En el Libro I aparecen los fundamentos de su geo-
metrfa y en él establece 23 definiciones, 5 axiomas, 5
postulados, 48 teoremas y cuestiones sobre légica ra-
cional,

Definiciones:

1. Punto. Aquello que no tiene partes.
2. Linea Aquello que no tiene anchura.
3 Segmento, Parte de lfnea limitada por dos puntos.

17.  Didmetro. El segmento de la linea recta que pasa
por el centro de la circunferencia limitado a uno y otro
lado por ésta.

---------

Axiomas:

=

Cosas iguales a una tercera son iguales entre sf,

2, Si a cosas iguales se les afiade la misma cosa si-
guen iguales,

3. Si de cosas iguales se resta otra igual resultan
iguales,

4. El conjunto es mds grande que cualquiera de sus
partes.

5. Las cosas que coinciden son iguales,

Postulados:

1. Siempre es posible dibujar un segmento de linea
entre dos puntos cualquiera,

2. Todo segmento puede ser prolongado de forma ili-
mitada por ambos lados,

3, Siempre es posible frazar una circunferencia de
centro dado v que pase por un punto dado.

4, Todos los 4ngulos rectos son iguales.

5. Por un punto exterior a una recta dada siempre se
puede trazar una recta, y sélo una, paralela a la
dada,

Este quinto postulado ha sido el més controvertido
y ha habido varios intentos para su demostracién a
partir de los ofros, sin que haya llegado a conseguirse.
Puesto que los postulados deben ser aceptados como
ciertos sin que puedan ser demostrados vy, a partir de
ellos, mediante la 16gica deductiva, se construye toda
la geometrfa. En el siglo XIX, aparecen las geometrias
no euclfdeas, que no aceptan el quinto postulado y lo
sustituyen, bien porque pueden ser trazadas dos parale-
las a una recta dada por un punto exterior a ésta, bien
porque no puede ser trazada paralela alguna, dando na-
cimiento a la geometria hiperbélica, en el primer caso,
y a la eliptica, en el segundo, establecidas, respectiva-
mente, por Lobatschawski, en 1826, y por Riemann,
en 1854,
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m Vectores deslizantes

Un vector deslizante queda definido cuando conocemos su médulo, direccidén y
recta soporte, Por tanto, dos vectores deslizantes serdn iguales cuando tengan igual
mdédulo, sentido y recta soporte, pudiendo ser dentro de ésta cualquiera su punto de
aplicacién. A todo vector libre @, que tenga igual mddulo, direccién y sentido que
otro deslizante @, se le llama equipolente del a (Figura 2.1),

Un vector deslizante queda determinado, por tanto, al conocer sus tres com-
ponentes (2, 8, &)y un punto de su recta soporte, A(X, J;, Z). En efecto: su mé-
dulo, direccién y sentido quedan definidos al conocer sus tres componentes, y su
recta soporte tiene por ecuacion:

r=0A+Ja=(x+ia)i+(n+1a)j+ (5 + ia)k [2.1]
que en cartesianas se escribe:
x=x+2a ; y=nt+la ; z=z+1a [2.2]
o bien:

a, a, a,

De aquf que los vectores deslizantes se den frecuentemente bajo la expresién:
(A; @) = (0, 1, 24; 3y, 3y, 37)

Notacién que también puede utilizarse para los vectores localizados, siendo A el
punto de localizaci6n.

2.1.
22,
23.

24
25.

26.

Vectores deslizantes

Momento central

Cambio de centro

de momentos.
Campos de momentos
Momento axial

Expresiones analiticas
de los momentos

Las cinco coordenadas
de un vector deslizante

: A

Iguales Equipolentes

Figura 2.1.

Figura 2.2.
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My ia)

afa )

Figura 2.3.

m Momento central

Se llama, por definicién, momento central de un vector deslizante 0 momento de
un vector deslizante @, respecto a un punto fijo O, al producto vectorial:

M a =0Axa [2.4]

siendo A un punto cualquiera de la recta soporte del vector a.
H momento central es unfvoco, pues si en lugar del punto A hubiésemos toma-
do otro cualquiera A, de la recta soporte, el momento obtenido,

Mfa) =0A'x a

serfa el mismo. En efecto:
M (a) — M (a)=0A'xa—0Axa=(0A'-0A)xa=AA'xXa=0

por ser colineales AA' y a, luego M (a) = M(a).

La direccién del momento central es perpendicular al plano determinado por el
punto respecto al cual se toman momentos y el vector & y su médulo es igual al
médulo del vector por la distancia del punto O a la recta soporte del vector desli-
zante, llamdndose a esta distancia brazo del vector, El mddilo del momento cen-
tral es igual al médulo del vector por su brazo. El valor del brazo queda determi-
nado por:

Mga)=0Axa=0Hxa
|04 x a| _ MJa) _M,
a

a a

[OAxa=0H.a = OH= [2.5]

Los vectores @, M(@2) y OH forman un triedro trirrectdngulo, por tanto, el uni-
tario de la direccién OH es:

_ axMga) _ axMga)
Yo lax Mya)  [al- M@)]

y las coordenadas de pie H de la perpendicular vienen determinadas por:

_|Mga axMya axMya
a aMga| &

OH = OH uy

Dado el vector deslizante (a; A) = (—1, 2, 2; 1, 2, 3), hallemos la distancia del
arigen O ala recta soporte del vector, la direccién de la perpendicular desde Oa
la citada recta soporte y las coordenadas del pie H de la perpendicular.

[2.6]

Solucidon:

M(a) = OA x a = = —2-5+4k

— = g
[ T N S
SRV

My@l=3./5 ; a=3 ; OH=./5
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i jk
axMga)=|-1 2 2[=181+09k
-2 -5 4

2 |
laxMya)| =9./5 ; -m=ﬁ1+ﬁk

0H=ﬁ(%l+%k)=2[+k . k2,0, 1)

Cambio de centro de momentos.
Campos de momentos

Tomemos el momento respecto a un punto (7 distinto del O (Figura 2.4):

M (a=0Axa=(00+0A)xa=00xa+Mga =
=M@y + Mya) [2.7]

lo que nos dice que el momento respecto a un punto O es igual al momento res-
pecto a otro cualquiera O, mas el momento respecto a O de un vector a, equipo-
lente del a trazado por O.

Dado un vector deslizante (A; &), cada punto del espacio lleva ligado un mo-
mento, constituyendo todos ellos un campo de momentos. En cada punto del espa-
cio el momento es dnico, aunque puede haber diferentes puntos con el mismo mo-
mento,

m Momento axial

Se llama momento axial de un vector deslizante a respecto de una recta £ a la
proyeccicn sobre E del momento del vector respecto de un punto cualquiera de la
recta,

Vamos a demostrar que el momento axial es tinico, es decir, independiente del
punto elegido sobre la recta. Para ello, supongamos dos puntos cualesquiera Py ¢
de la recta £ (Figura 2.5). Los momentos de a respecto a estos dos puntos han de
verificar:

M a = MJa) + QPx a

Llamemos m al vector unitario en la direccién de la recta y proyectemos sobre
ella la expresién anterior, lo que se escribe:

proysM(@) = proy Mz(a) + u- (QP X a)

H iltimo término es nulo, puesto que my PQ son vectores de la misma direc-
cién, luego las proyecciones sobre el eje £'de los momentos del vector a respec-
to a dos puntos Py ) cualesquiera de £, son iguales y, por tanto, el momento axial
tnico.

E
u
Mia)
gk [
Mj(a)
o

Figura 2.4.

Figura 2.5.
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ala,a,a)
Plxviz))

Oylxyz)

X

Figura 2.6.

Figura 2.7.

m Expresiones analiticas de los momentos

Sea el vector deslizante a= ai+ aj + ak referido a un sistema cartesiano
trirectangular y sea P(x;, i, z;) un punto cualquiera de su linea de accién (Figu-
ra 2.6). El momento central de este vector, respecto del origen de coordenadas O, es:

i §j k
Moa=0Pxa=|x y» z|=
a a, &

=(na,— aal+ (za,— xa) + (xa, — ypa)k=Li+ Mj+ Nk [28]
siendo:
L=ya,—za , M=za,—xa, y N=xa— na [2.9]

La proyeccién de este momento sobre el eje OX es L, que por definicién es el
momento axial de arespecto al eje OX Andlogamente, los momentos axiales de a
mespecto a los ejes OYy OZson My N, respectivamente,

El momento central de un vector deslizante ya no respecto del origen de coor-
denadas, sino de un punto cualquiera del espacio O,(x, y, 2) se calcula andloga-
mente.

i j k
Mo@=0Pxa=|x,— %X W—y z—4=

a, a, a,

={h—PNa—(@—Da3}+ {(zn— Da,— (n — Da}j +
+ {(x —0a,— (n — padjk [2.10]

Por tanto, los momentos axiales respecto a unos ejes paralelos a los coordenados

pasando por (; son:
Li=(n—pa.— (z,— 2a,
M =(z — Ja,— (x — N2, [2.11]
Ny=(x,—0a,—( — pa,

El momento axial, ya no respecto a los ejes coordenados, sino respecto a una
recta cualquiera E se determina de la siguiente forma:

Sea m un vector unitario de direcci6n la recta £’y cuyas componentes iy, U, U,
evidentemente coinciden con los cosenos directores de la recta cos o, cos f§ y cos?y,
respectivamente (Figura 2.7),

H momento axial del vector a respecto a la recta F' es la proyecci6n sobre la
recta E'del momento de a respecto de un punto de esa recta, como es el 0,, lo que
analfticamente se expresa:

cosa ©cosf cosy
Me@=|x,—x y—y z— [2.12]

a, a, a,
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m Las cinco coordenadas de un vector deslizante

Dado un vector deslizante ay su momento M, quedan determinadas las seis can-
tidades, a,, a,, a,, componentes del vector, y L, M, N, momentos axiales del vector
respecto de los tres ejes coordenados.

Ahora bien, como el momento central del vector deslizante a respecto al origen
de coordenadas es normal al propio vector, se verifica:

M a)-a=0
es decir:

al+aM+aN=0

y, por tanto, de las seis cantidades antes mencionadas, solamente cinco son inde-
pendientes entre si. De aqui que para determinar un vector deslizante solamente se
necesiten cinco parimetros, llamados coordenadas del vector deslizante.

Sus tres componentes determinan el vector considerado como vector libre,
y dos cualesquiera de los momentos axiales L= ya,— za, M=za,— xa, y
N= xa, — ya,, determinan la linea soporte del vector. De aqui que con frecuencia
un vector deslizante venga expresado de la forma:

(& My =(ad+ aj+ak Li+ Mj+ Nk =(a,a,a; L, M, N

Entre las dos formas de expresar un vector deslizante (4; @) y (a; M) existe
una correspondencia biunfvoca. En efecto, dado el vector deslizante (A; @) pode-
mos calcular su momento, M, = QA X ay expresarlo de la forma (a; M), siendo
a'uo = 0.

Reciprocamente, dado el vector deslizante (a; M), con la condicién a-My = 0
podemos hallar un punto de su linea de accién proyectando sobre ella el origen.
Sea H d punto de proyeccién (Figura 2.8), el vector OH es:

ax HO
Jax M|

e ax Ho
= 10H My

Ahora bien, para que / sea el punto de la linea de accién de a proyeccién del
O, habrd de verificar;

OH = |OH].

|Mdl
OH =—=
¥, por tanto:
ax M,
OH =
i

Queda, pues, expresado el vector de la forma (/; a), siendo M, = OH x a
Cualquier otro vector (A, @) que verifique M, = OA X aserd el mismo vector
deslizante, pues restando ambas expresiones resulta:
0=(0OH-0A)xa=AHxa

lo que nos indica que A pertenece a la linea de accién de a

Figura 2.8.
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z Dado el vector deslizante (a; M) =(—1,2,2; —2, —5, 4), vamos a expresarlo
de la forma (A; @), siendo A un punto cualquiera de su recta soporte.
M
9 : Solucién:
: - H vector OH, perpendicular desde O a la recta soporte, est4 dado por:
: axM,
= H=
S, u a?.
H ,”' ¥ =
e : Siendo & =a-a=1+4+4=9y
' i jk
. axM,=|-1 2 2|=18i+9
-2 -5 4
Figura 2.9.
es:

OH=2+k y H20,1)
Con lo cual el vector deslizante se expresa:
(A;ﬂ)=f2; 09 1; _]-9 29 2)




Sistema de vectores

Sistema de vectores deslizantes:
resultante general y momento resultante

Se denomina sisiema de vectores deslizantes al conjunto formado por un niimero
cualquiera, finito o infinito, de vectores deslizantes (Pj; @y, en el primer caso, el
sistema se denomina discontinuo y en el segundo, continuo,

Por definicién, la resultante general de un sistema de n vectores deslizantes es
el vector libre suma de n vectores libres equipolentes a los del sistema:

R=) a [3.1]
1

Momento resultante, M, de un sistema de vectores deslizantes respecto a un
punto O, es la resultante localizada en O de los momentos respecto a O de cada
uno de los vectores que componen el sistema:

“o= Zﬂl‘;Xaj HE]
i

m Cambio de centro de momentos: invariantes

En el sistema de vectores considerado (Figura 3.1), tomemos momentos respec-
toa J;

My,=) (OP;xa)=) (00 +O0P)xa=
=1 =1

=Y (00xa)+ Y (OP;xa)=00x ) a+M,
=1 =1 i=1

M,=M,+00xR 3.3]

31.

3.2.

33.

3.4.

35.

3.6.

al.

38.
39.

3.10.

Sistema de vectores
deslizantes: resultante
general y momento
resultante

Cambio de centro

de momentos: invariantes

Eje central

Momento de un sistema
de vectores deslizantes
respecto a un eje
Sistema de vectores
deslizantes concurrentes
Sistema de vectores
deslizantes paralelos
Sistema de vectores
localizados paralelos
Pares

Equivalencias de dos
sistemas de vectores

Reduccién de un sistema
de vectores

Figura 3.1.
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Figura 3.2.

Invariantes

que afirma que &/ momento resuliante respecto a un punto O es igual al momento
resultante respecto al punto O, mds el momento de la resultante general R locali-
zada en O, respecto (J. Conocida la resultante general de sistema R y el momento
resultante de éste respecto a un punto O, M, podemos determinar el momento re-
sultante respecto a otro cualquiera del espacio O.

Por tanto, cada sistema de vectores lleva asociado un campo de momentos.
Para que el momento resultante respecto al punto (J sea igual al momento resul-
tante respecto al punto O es necesario que sea 00 X R = 0, es decir, que sea nula
la resultante general R = 0, o que la recta 00 sea paralela a R.

Se denominan imvariantes de un sistema, a aquellas cantidades que permanecen
constantes al cambiar el centro de momentos y que, por tanto, son caracteristicas
de cada sistema,

De la definicién de resultante general se deduce que ésta es la misma para cual-
quier punto del espacio, considerdndola como el primer invariante del sistema. Hay
autores que consideran como primer invariante el médulo de la resultante B, e in-
duso algunos, la norma de la resultante,

Ya vimos ¢6mo el momento resultante variaba de un punto a otro, pero si mul-
tiplicamos escalarmente por R la Expresi6n [3.3]:

observamos cémo aparece un segundo invariante, que es el producto escalar del
momento resultante por la resultante. Es muy interesante expresar este segundo in-
variante dividido por el médulo de la resultante:

M-R R
> =M= [3.5)

m=

lo que nos dice que la proyeccién del momento resultante sobre la resultante es
constante, a lo que se denomina tercer invariante del sistema.

Es evidente que el momento serd minimo cuando tenga la misma direccién de
la resultante y su médulo valdrd m, es decir, el tercer invariante es el médulo del
momento minimo (Figura 3.2).

Dado el sistema de vectores deslizantes:

(A a)=(1,02231)
Bb=(,21011)
(G € =(0,0,0;3,3,3)

determinemos:

a) Su resultante general.

b) Su momento resultante en el origen O.

¢) Su momento resultante en el punto (1, 1, 1).
d) El momento minimo,

Solucidn:

a)

R-a+b+e=5i+7j+5k
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b)
M,=M a+M b +M Jc)=0Axa+0Bxb+0Cxec=

i K |i§j K [ijKk

=1 0 2|+|1 2 1{+|0 0 0|=
2 31 01 1 3 3 3
= —5i+2§+4k
c)
i j k
M,=M,+00xR=-5i+2j+4k+|-1 -1 -—1|=
5 7 5
=-31+2j+2k
d)
“o'l
m= mu, = R u,
puesto que es:
R 1
M,R=9 , R=3/11 vy mp=— —{51+T_]+5k)

E 3 /1

resulta:

m=%{51+'{|+5k)

m Eje central

Definiremos el eje central como el lugar geométrico de los puntos del espacio que
dan momento resultante minimo, Lo que equivale a decir, segiin hemos visto ante-
riormente, que el momento resultante y la resultante son paralelos.

Hl cilculo analitico de la ecuacién del eje central se hace de la siguiente mane-
ra: sea la resultante R = R, i+ R j + £, ky supongamos conocido el momento re-
sultante respecto a un punto (X, Yo, Z), Mo = Lol + Mgj + Nok El momento
resultante respecto a otro punto cualquiera Hx, y, 2) es:

i k
Mo=M,+POXR=L0+Mj+Nok+|%—x Jo—y 22| [36]

R, R R

y para que el punto genérico Hx, J, 2) pertenezca al eje central, es necesario, por
definicién de éste, que el momento resultante en P sea paralelo a la resultante, La
expresi6n analitica de esta condicién de paralelismo es la ecuacién del eje central:

Lo+ (o= PR — (20— 2B _ Mo+ (2o — DR~ (% — DR, _
R, R,

_No+ (6~ DB, — (o~ PR,
E,

[3.7]
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M,
M,

A

':\'I.f:
M
B

[

Figura 3.3.

Figura 3.4.

y en caso de coincidir O con el origen de coordenadas X, = yp =2 =0y Lo= L,
Mo = My Ny = N, las ecuaciones del eje central son:

L_(.sz_ﬂEy)=M_{ZEX_122)=N_{XRy_ﬁ.J
B, E, E,

H eje central es una recta paralela a la resultante, puesto que si por un punto A
de €l trazamos una recta AB paralela a R, ser4:

Mz;=M,+BAxXxR=M,

(3.8]

lnego M también es paralelo a R v, por tanto, B pertenece al eje central.

Momento de un sistema de vectores deslizantes
respecto a un eje

H momento resultante de un sistema de vectores respecto a un eje E, es la proyec-
cén sobre el eje del momento resultante del sistema respecto de un punto cual-
quiera del eje. Si es mel vector unitario orientado segin el eje y A un punto de es-
te, el momento del sistema de vectores respecto al eje es: Mz=M,+m (Figura 3.3).

H momento axial no depende del punto A elegido, pues si tomamos otro punto
B del eje sera:

Mz;=M,+BAXR
y al multiplicar escalarmente por m
-'HB= -'HA

puesto que es:
u-(BAxR)=10

al ser m y BA oolineales.

m Sistema de vectores deslizantes concurrentes

Se dice que un sistema de vectores deslizantes es concurrente cuando las lineas de
accion de todos los vectores que forman el sistema pasan por el mismo punto. Sea
este el punto A (Figura 3.4),

La resultante general del sistema se calcula exactamente igual que en el caso
general,

El momento resultante respecto a un punto cualquiera O puede expresarse de la
forma:

M,=0Axa +0OAxa+ - +0Axa,=
=0Ax(a +a+ - +a)

es decir, M, = OA x R, igualdad que expresa el teorema de Varignon: el momen-
io resultante de un sistema de vectores deslizantes concurrentes respecto a un pun-
to O, es igual al momento de Ia resultante, aplicada en el punto de concurrencia,
respecto del mismo punto O.

De esto se deduce que el momento resultante y la resultante son siempre per-
pendiculares y, por tanto, el segundo invariante es nulo. En consecuencia, el eje
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central de este sistema de vectores serd el lugar geométrico de los puntos del espa-
cio cuyo momento resultante sea nulo, es decir, la recta que pase por A y sea para-
lela a la resultante, puesto que A es un punto de momento nulo y el eje central, se-
glin vimos, ha de ser siempre paralelo a la resultante. Sus ecuaciones son:

X_XA=-}’_J’A=Z_ZA
R R R

m Sistema de vectores deslizantes paralelos

Pueden considerarse como caso particular del anterior cuando el punto de concu-
mencia es un punto impropio.

Seaa; (1= 1,2, .., 1) el sistema de vectores paralelos y m el vector unitario de
la misma direccién de los vectores que constituyen el sistema. Tomemos como
sentido positivo el del vector w. Por tanto, un vector cualquiera del sistema puede
escribirse de la forma a; = + am, segin que tenga el mismo o contrario sentido
que u (Figura 3.5).

La resultante del sistema es:

lt=;a,=Eaj- [3.9]

expresién en la que los médulos de los vectores han de tomarse con signo més o
menos seglin gue su sentido coincida o no con el de m.

H momento de un vector genérico del sistema &, = am respecto a un punto
cualquiera A xyz) vale:

M:-=PA;xa=(0A;,—0P)xa=0Axa—0OPxa

siendo Oel origen de coordenadas. Si sumamos para todos los vectores del sistema
obtenemos el momento resultante respecto al punto P

M:=) (0A;xa)—OPxY a,=) (30A)xu— (OPxR)
Si ahora consideramos un punto genérico C,que llamaremos centro del sistema, tal
que verifique:
Y (a,0A) = ROC

el momento resultante puede escribirse asf:

M,=ROCxu—O0OPxR=0CxR-OPxR=PCxR
M-=PCxR [3.10]

lo que supone una generalizacién del teorema de Varignon para los sistemas de
vectores paralelos, que dice: el momento central de un sistema de vectores desli-
zantes paralelos respecto a un punto cualquiera P, es igual al momento central de
su resultante aplicada en un punto C definido por el vector

E 3}0&1

pi
- — 3
0oC 7 B.11]

expresién vectorial que se desdobla en las tres escalares:
Y aix Y ayi Y az b
" ¥ R, 1 1%
=57 i ) =" 3.12]

L] [ _E L]

Ceniro del sistema

® Playz)

Figura 3.5.
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Propiedades

El segundo invariante del sistema es nulo, lo que se pone de manifiesto sin mis
que multiplicar escalarmente la Expresién [3.10] por R, en efecto:

M, R=PCxR) R=0

H eje central serd, por tanto, el lugar geométrico de los puntos en los cuales el
momento es nulo. Uno de estos puntos es el C, que pertenecerd, por tanto, al eje
central y, como éste ha de tener siempre la misma direccién de la resultante, queda
determinado como la recta que pasa por el centro del sistema y es paralela a la re-
sultante:

X—Xc._y—yf_z—4
o B 7

sendo m=gi+ fj + 7k

Si variamos los puntos de localizacién A; de los vectores del sistema dentro de
sus respectivas lineas de accion, de acuerdo con las definiciones, no afectard a la
resultante ni al momento resultante, pero sf a la posicién del punto C, segin [3.11].
En virtud de [3.10], el punto C siempre serd un punto de momento nulo y, por tan-
0, siempre pertenecer4 al eje central; en consecuencia, al variar los puntos de loca-
lizacién A, de los vectores del sistema a lo largo de su linea de accién, el punto C
recorre el gje central del mismo.

Las propiedades de que goza este punto genérico C son las siguientes:

a) Si sustituimos los vectores considerados por otros proporcionales a ellos,
la posicién del punto C no variard, ya que:

Y ka0A; Y a0A,
i i

m: —]
Ej"ka, ;aj

b) La posicién del punto C es independiente del sistema de referencia elegi-
do, y s6lo depende de la posicién relativa de los puntos A(x, ¥, z) de su linea de
accién y del médulo a; de los vectores, En efecto, supongamos que con otro origen
(O de coordenadas el nuevo punto es el C, el cual verificara:

E ajo'Aj
Fi
2

ahora bien, O'A, = OA, — 00, con lo que:

0C =

E a‘.OAj E a,ﬂﬂ'
i

oc = -

i
-0C - 00
;ﬂj ;ﬂj

Por otro lado, al referirse el primitivo punto Cal origen O, es:
0C=0C - 00

lo que pone de manifiesto que C'y C coinciden.
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m Sistema de vectores localizados paralelos

Si en un sistema de vectores deslizantes, suponemos a estos localizados en los pun-
tos fijos A(x, y, z) obtenemos un sistema de vectores localizados paralelos, y la
expresién del vector OC serd tnica, llaméndose a C centro del sistema,

El centro del sistema es independiente de la orientacidn de los vectores, puesto
que ésta no figura en la Expresién [3.11], y cumple las mismas propiedades a) y b)
estudiadas para los sistemas de vectores deslizantes paralelos.

m Pares

El sistema més sencillo de vectores deslizantes paralelos es el constituido por dos
vectores de igual mddulo, direcciones paralelas v sentidos opuestos, al que se de-
nomina par de vectores (Figura 3.6).

La resultante del par es evidentemente nula, lo que lleva, teniendo en cuenta la
Ecuacién [3.3], a que el momento resultante de este sistema sea constante, igual
para cualquier punto del espacio.

El médulo del momento del par es:

M=d a 3.13]

siendo dla distancia entre las rectas soporte de ambos vectores, denominada brazo
del par, y a el m6dulo de los vectores. Como vemos, el médulo del momento del
par es igual al drea del paralelogramo que determinan los vectores que lo forman,

La direccién del momento es perpendicular al plano determinado por los dos
vectores y su sentido es el del desplazamiento de un tomillo que girase en el senti-
do que indican los vectores que forman el par,

Dado un vector arbitrario M podemos encontrar infinitos pares de vectores que
tengan por momento a M. Uno cualquiera de ellos se obtendrfa asi (Figura 3.7):
tracemos un plano 7 perpendicular al vector dado M; situados en este plano, trace-
mos dos vectores paralelos, de igual médulo y distinto sentido, de forma que su
médulo a y la separacion de sus lfneas de accién d verifiquen [3.13], y cuidando de
que el sentido de giro del par y el sentido del vector dado verifiquen la regla del
tomillo enunciada anteriormente.

m Equivalencia de dos sistemas de vectores

Se dice que dos sistemas Sy .S son equivalentes (5 ~ .5) en un punto del espacio,
cuando tienen la misma resultante y el mismo momento resultante respecto a ese
punto:

Sx~S si R=R y M4S =M, [3.14]

Si dos sistemas S y S son equivalentes en un punto O del espacio, también lo
serdn en cualquier ofro punfo O del mismo. En efecto, para el sistema S se verifica:

Moﬂ = Ho +00xR
andlogamente, para el sistema S’

My =M,+00 xR

Centro del sistema

Figura 3.6.

I &
7

Figura 3.7.
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Figura 3.8.

M (—=F)

M (F)

lo que teniendo en cuenta la invarianza de la resultante nos conduce a que si [3.14]
es verificada en el punto O, también lo es en otro cualquiera O,

m Reduccion de un sistema de vectores

La reduccién de un sistema de vectores es la transformacién de éste en otro lo méds
simplificado posible y que sea equivalente con el primitivo.

Dado un sistema de vectores, inicamente podrd presentarse uno de los casos,
que recogemos en el presente cuadro, en el que, asimismo, hemos indicado el siste-
ma més sencillo al cual puede reducirse y que estudiaremos caso por caso,

I. R-M=0

a) R =0y M = ( equivalente a dos vectores directamente opuestos,
b) R=0yM # 0: equivalente a un par,
¢c) R#0yR-Mp=0

¢,) FPeal EC. equivalente a la resultante como vector deslizante sobre

el eje central,
c,) P ¢al EC. equivalente a dos vectores coplanarios.
2. R-Mp#0

a) P¢al EC.: equivalente a un vector y a un par (torsor). Equivalente a dos
vectores no coplanarios,

b) Peal EC.: equivalente a la resultante sobre el eje central y a un par con-
tenido en un plano normal al mismo.

Analicemos cada uno de los casos:

l.a) FBguivalencia a dos vectores directamente opuestos. Sistema nulo.

Se dice que un sistema es equivalente a cero, o que es un sistema nulo, cuando su
esultante y su momento resultante son nulos:

R=0 y M=0

H ejemplo mé4s sencillo de sistema nulo es el constituido por dos vectores des-
lizantes directamente opuestos (Figura 3.8):

R=F+(-P=0
M, =M F) + My(—F) =0

Todo sistema de vectores nulo puede, por tanto, ser reducido a dos vectores
deslizantes directamente opuestos.

I.b) Eguialencia a un par.

Cualquier sistema cuya resultante sea nula, puede ser reducido a un par, puesto que
el momenio resultante en cualquier punto del espacio es el mismo, La tinica condi-
cén es que el momento del par sea igual al momento resultante del sistema primi-
tivo,

Dos pares cualesquiera son equivalentes entre sf si tienen el mismo momento,
porque ambos tienen resultante nula y dan igual momento en cualquier punto del
espacio,

Un sistema formado por pares en niimero cualquiera es siempre equivalente a
un par nico cuyo momento es la suma vectorial de los momentos de los pares
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componentes. En efecto, el sistema formado por npares F;, —F; F,, —F; ..; F,
—F,, tiene resultante nula y, por tanto, el momento resultante del sistema respecto
a cualquier punto del espacio es el mismo y puede reducirse a un par, cuyo mo-
mento debe ser igual al momento resultante del sistema primitivo, es decir, a la su-
ma de los momentos de los pares componentes del sistema,

l.c,) Equivalencia a la resultante sifuada como vector deslizante sobre el efe
central,

Si un sistema se reduce tinicamente a su resultante como vector deslizante; en un
punto cualquiera de la recta soporte de ésta, el momento del sistema ha de ser nulo,
por serlo el momento de la resultante, equivalente al sistema (Figura 3.9). El se-
gundo invariante ha de ser, por tanto, nulo, y en un punto cualquiera del espacio
siempre han de ser perpendiculares el momento resultante y la resultante. Este caso
no es realmente distinto del 1.¢;), que estudiaremos a continuacidn.

Reciprocamente, si al reducir un sistema cualquiera de vectores en un punto, el
momento resultante y la resultante son perpendiculares, el momento minimo es nu-
lo y si elegimos para reducir al sistema un punto de su eje central, es evidente que
el sistema quedard reducido tnicamente a su resultante, situada como vector desli-
zante sobre el eje central,

l.c.) Equivalencia a dos vectores coplanarios.

Si un sistema cuyo segundo invariante es nulo tiene en un punto O del espacio
R # 0 y M # 0, debers ser R 1L M, y en ese punto puede reducirse a dos vectores
coplanarios (Figura 3.10). En efecto, sustituyamos Mg por un par F, —F, situado
en el plano © perpendicular a M; en este plano se encuentra la resultante R y si
elegimos la lfnea de accién de uno de los vectores del par pasando por O, podre-
mos sumar este vector con la resultante, obteniéndose el vector OA, y quedando el

sistema reducido a los dos vectores F y OA, ambos en el plano =.

Este sistema tiene nulo su tercer invariante y, por tanto, en un punto del eje
central el momento serd nulo, quedando el sistema reducido a la resultante situada
sobre el eje central, que es el caso l.c;).

Vemos, pues, como un mismo sistema de vectores S puede reducirse al caso
l.cy) o al 1.¢y), segin que elijamos para la reducci6n un punto de su eje central o
uno cualquiera del espacio, respectivamente.

M,

[N

Figura 3.10.

2.a) Fguivalencia a un vector y un par (torsor).

Todo sistema de vectores deslizantes es, en general, equivalente al sistema forma-
do por la resultante aplicada en un punto O y un par, aiyo efe sea el momento re-
sultante del sistema respecto a O. Al sistema formado por la resultante y el par o
momento resultante, se le denomina forsor,

En efecto, sea R 1a resultante y M el momento resultante del sistema respecto
al punto arbitrario O (Figura 3.11). Tomemos un plano n perpendicular a M, po-
demos sustituir, como ya hemos visto, el vector My por un par F, —F, situado en

Figura 3.9.



40 wm Fisica general

el plano & y cuyo eje sea M Con ello, hemos reducido el sistema a la resultante
aplicada en Oy un par F, —F, situado en un plano perpendicular a M

[ o/
LS LY

Figura 3.11.

2.b) Equivalencia a la resultante y al momento en direccién del eje central.

Si en particular elegimos el punto O sobre el eje central, la resultante general y
el momento resultante serdn paralelos, ambos tienen la direccién del eje central y
en este caso el plano que contiene a los vectores F, —F es perpendicular a la resul-
tante (Figura 3.12).

R

ST

Figura 3.12.

Si elegimos uno de los vectores del par de forma que pase por O, podremos su-
marlo con R, y el sistema quedar4 reducido a dos vectores no coplanarios que son
el —Fyel OA =F + R (Figura 3.13).

A
™M 25
tJT ',ﬁ "

Figura 3.13.



Funciones vectoriales

WEN Definicion

Un vector es funcién de una variable escalar si lo es alguna de sus componentes.
Lo que de forma general se expresa:

r=r() = 00 + ytj + 20k [4.1]

Si hacemos coincidir invariablemente el origen del vector con el de coordena-
das, el extremo del vector describe una curva, denominada cmrva indicatriz (Figu-
ra 4.1), cuya ecuacién vectorial es la [4.1], siendo sus ecuaciones paramétricas:

x=x) , y=ph) y z=41 [4.2]

Si entre las ecuaciones paramétricas eliminamos el tiempo, obtenemos las
ecuaciones cartesianas de la curva,

Dada la funcién vectorial 1(f) = 2cos2ti+ 2sen2tj + 4k hallemos para su
curva indicatriz: 1. Su ecuacidn en paraméfricas. 2.° Su ecuacién en cartesianas.

Solucién:
1.° Las ecuaciones paramétricas de la curva indicatriz de la funcién dada son:
x=2cos2f , y=2sen2f y z=4

En consecuencia, se trata de una curva plana, ya que debe estar contenida en el
plano z= 4,

2" Las ecuaciones cartesianas se obtienen eliminando la variable f entre las
ecuaciones paramétricas, lo que se consigue elevando las dos primeras al cuadra-

do y sumando:
2+y=4 , z=4

Por tanto, se trata de una circunferencia de radio 2, centro ({0, 0, 4) y contenida
en el plano z= 4 (Figura 4.2).

4.1.
42

43.
4.4.

Definicion

Derivada de un vector
funcion de una variable
escalar

Reglas de derivacion

Férmulas de Frenet.
Triedro intrinseco

Figura 4.1.
Z
r
¢ | !
= 2;\\‘
¥
Figura 4.2.
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A

Figura 4.3.

dr
dt

Dt
rt+ Ar)

Derivada de un vector funcién
de una variable escalar

A un valor dado de la variable fle comresponde un valor x(f) del vector [4.1]
r() = M0+ Ko + A0k

Si se incrementa el valor de la variable escalar un Af (Figura 4.3), el vector tomari
el valor:

r+ Ar =t + Ad = Mt + AL+ Wt + Afj + At + Adk
al restar a esta expresion la [4.1] se obtiene:

Ar =t + A — XD = [Mt+ AD — xOH + [+ AD — qD)j +
+ [4t+ Ad — AD]k

al dividir por Aty tomar limites resulta:

dae(f) dad, duh, dxA)h ,
3 = 14tk [4.3)

La derivada de un vector fimcidn de una variable escalar es un nuevo vector
aiyas componentes son las derivadas de las componentes.

H vector derivada es, por tanto, tangente a la curva indicatriz, ya que la direc-
doén del vector Ar/Af, al tender Af a cero, tiende a la tangente a la curva.

m Reglas de derivacién

a) Derivada de una suma de finciones vectoriales,

La derivada de una suma de funciones vectoriales es la suma de las derivadas de
las citadas funciones:

d d
&[rt(fl + (D) + - +ry D] =% (D + -+ x(0]i+

@ + D + - + YOl + [2(D + 2(0 + - + 2Dk} =

_(dq  dy dx, dyy | dp dy,
'(a&+dr+"'+a&)l+(a&+dr+"'+d-|+
dz, dz dz,\ _dr, dr, dr,

+(df+a%+"'+dr)"' db o T

b) Derivada del producto de una fincién escalar por una vectorial,

La derivada del producto de una funcién escalar por una vectorial es igual a la de-
nvada de la funcién escalar multiplicada por la vectorial, méds la funcién escalar
multiplicada por la derivada de la funcién vectorial:
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d d
= [o(O(0] = — [p(Ox(0k + (Ot + (DK =

=(Frr oG+ (Greo g

L O L T
-I—(drz-l—qod! k= d}r—kgoﬂ}

¢) Derivada del producto escalar de das funciones vectoriales.

La derivada del producto escalar de dos funciones vectoriales es igual a la derivada
de la primera multiplicada escalarmente por la segunda, mds la primera multiplica-
da escalarmente por la derivada de la segunda:

d d
& () ra(D] = 5 [ () xa2(D) + (D (D + z(D) m(D =

dx,

ﬂ;xg+xl%+—}§+ylah
dz, dzz dry dr,
tae2t A G T g Ty

d) Derivada del producto vectorial de dos filnciones vectoriales.

La derivada del producto vectorial de dos funciones vectoriales es igual a la deri-
vada de la primera multiplicada vectorialmente por la segunda més la primera mul-
tiplicada vectorialmente por la derivada de la segunda:

4 i j k
Et[rlm X r(h] = o N n a|=
H KB &

i j k i j k
_|dq dn dz XN 4| _ dny
- S a

dr,

+ Py

dt dr dt||du dn dn
X2 B & dt dt dt

Xr,+r X

¢) Derivada del producto mixto de tres fimciones vectoriales.

La derivada del producto mixto de tres funciones vectoriales es igual a la derivada
del determinante correspondiente, es decir, a la suma de tres productos mixtos en
cada uno de los cuales estd derivada una de las funciones vectoriales:
dn dy dz
d n h % dt  dt dt
Er[r,-{l'2 )] = XQ B l=|%r r |+
Xa B 4 X B &
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Z
g
As g
P
b{
L
P /r+Ar
¥
0
X
Figura 4.4.
[
x + dx
¥y
s z+dz
dr
,. dz
[.'I:‘_I':} - B g e Y
e
’ dy
Figura 4.5.
Normal principal

5. R iooh 4
dy &y do| |B B &l|_dn
& d a&|T|de dn d|T @ XY

X5 Y A & dt dr

dr, dr,

Una consecuencia muy importante se deduce del apartado c), y es que la deri-
vada de una funcién vectorial, de médulo constante, es ortogonal a dicha funcién
vectorial. En efecto, sea:

r(h)-xh = I = cte.

al derivar respecto a ! resultard r-ditfdf = 0, lo que al no ser nulo ni r, ni dr/ds,
exige que ambos sean ortogonales.

m Férmulas de Frenet. Triedro intrinseco

Si tomamos como pardmetro del vector r que define una curva cualquiera a la lon-
gitud del arco que describe su extremo, contado a partir de un punto P, (Figu-
r 4.4), sera:

1(s) = x(H + Ws)j + A9k

y la derivada de este vector es:

y, como la cuerda y el arco son infinitésimos equivalentes (Figura 4.5), su cociente
serd la unidad, es decir:

y, por fanto,

T=— [4.4]

es el vector unitario direccién de la tangente.
Derivando la Expresién [4.4] respecto al arco, obtendremos:

d‘l'-:ﬁ'a“xy
& @@ df"

Este vector, por ser T de médulo constante, ha de ser perpendicular a T; pues
bien, se denomina normal principal N al vector unitario de su direcci6n:

dr /ds
|dT/ds
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o bien:
dar |dr _
ds |E|N 14.5]

Sean A v B dos puntos de la trayectoria separados por un incremento de arco
As yen ellos consideremos el vector tangente unitaria T. Ambas tangentes en A y
B, al igual que las normales, forman un dngulo Ag, y la variacién de T al pasar del
punto A al B se obtiene restando ambos vectores tangente unitaria, verificindose
AT= Av (Figura 4.6). Dividiendo esta expresion por Asy tomando limites cuando
As tiende a cero, resulta:

i |AT] =t Aa
ﬁsl-l:-lﬁ As asTn As

Figura 4.6.

lo que, definiendo el radio de curvatura p como la derivada del arco respecto al 4n- Radio de curvatura
gulo, es:

af| _ax 1
ds| ds p
y [4.5] se escribe:
ar 1
E = ;N [4.6]

siendo la curvatura;

1_\/a‘*x2+cfz+af*2 A
» Vi) Tl Tl\a S

Se define el vector binormal, B, a la curva en un punto P de la misma, median- Binormal
te la relacién:

B=TxN [4.8]

siendo perpendicular a los vectores T y N, y formando estos tres vectores un trie-
dro tirectangular T, N, B, caracteristico para cada punto de la curva, al que se de-
nomina friedro intrinseco.

Derivando la [4.8] respecto al arco y teniendo en cuenta la [4.6], se obtiene:

lo que demuestra que dB/ds es un vector perpendicular a T, y como B es también
un vector unitario, su derivada dB/ds es perpendicular a él, lo que hace que forzo-
samente dB/ds tenga la direccién de la normal unitaria, pudiéndose escribir:

B 1 .
= ==N [4.9]

Al escalar 1/1 se le denomina forsicn de la curva y es positiva cuando el triedro  Radio de torsidn
mévil gira en sentido positivo alrededor de la tangente, al desplazarse el punto a lo
largo de la curva en sentido positivo.
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Figura 4.7.

Plana normal

(o]
Figura 4.8.

De aquf la necesidad del signo negativo, pues al pasar el triedro de la posicién
Oala U, si gira en sentido positivo alrededor de la tangente, dB y N tienen distin-
i sentido (Figura 4.7).

Derivando respecto al arco la relacién N = B X T y teniendo en cuenta [4.6] y
[4.9], resulta:

dN 4B dar ¥ 1
E_FSXT+BXE__;{NXT]+BXN];

aN 1 1
— =_B—-T 4.10
ds 1t P 4.10]
Las ecuaciones [4.6], [4,9] v [4.10] son las denominadas firmulas de Frenet,
Estas férmulas pueden condensarse en una sola expresién matricial, que puede
servir como regla nemotécnica:

rarN T o B i
— 0o - of|T

ds P

aN 1

<E}= = 0 ;-{N} [4.11]
aB 1

— 0o - of |B

\ds) L T ol N

Para determinar el valor de la torsién multipliquemos escalarmente por B la
Ecuacién [4.10] y tengamos en cuenta las [4.8] y [4.6]:

Lo aN_ N _ da\ N_ [ dI\ dT
;I'E_{Txm'ds_p(lrxds)'ds_p(Txds)'dsz

pudiendo escribirse en forma determinante:

o« dy dz
d ds ds
1 dx dy &z —
P e ]
Sx by oz
ds® ds¢ ds

estando p determinado por la [4.7].

Al plano determinado por los vectores T y N se le denomina plano osculador,
a determinado por los vectores N y B, plano normal, y al determinado por los vec-
ores T y B, plano rectificante (Figura 4.8).

Las ecnaciones de estos planos se determinan de forma inmediata, asi:

Plano osculador; (i, — N-B=0
Plano normal: (r,—n:-T=0 [4.13]
Plano rectificante: (r.—r)-N =0
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Hallemos los vectores unitarios y las ecuaciones de los planos del triedro intrinse-
oo correpondiente a la curva dada por la ecuacidn:

r(s) = cos — 1+ sen _]+—k

f NENIVE

Asimismo, determinaremos su curvatura y su torsién,
Solucion:

El vector tangente unitario es:

dar 1
T=—= ( sen ——1 + cos —— j+ll)

NNV AN

Derivando éste respeto al arco se obtiene:
L g
i ( 008 —= \/5 sen ﬁ j)

cuyo médulo es la curvatura:

;: E’=_

y cuyo vector unitario es la normal principal:

S S
N= —msﬁl—senﬁ_]

El vector binormal es:

i j k
I=TXN=L —sen% ms% 1 _
ﬁ s s
—msﬁ —senﬁ 0

\1[ ( Jl s 7 .4 l:)
La derivada de B mspecto del arco es:

G \[Hm\[)

cuyo médulo es la torsién:

1_|al|_1
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La ecuacién del plano osculador (ry; — r)«B = 0, puesto que es:

rLh—r= (x— cos %)l+ (y— sen %)j + (z—%)k

sera:

(x—cos %)scn%— (y— sen%)oos %—i— (z—%) =0

es decir;

xsen%—yms%+z=%
La ecuacién del plano normal (r, — 1T = Oes:
S s 5 s S
—(x—msﬁ)senﬁJr(y—senﬁ)msﬁ+z—7i=n
o bien:
b s

5
xsenﬁ—ycosﬁ—z— _ﬁ

Andlogamente, la ecuacién del plano rectificante (r, — r)-N = O es:
(i I e o B
—|x—cos—=|cos———|y—sen—= |sen ——=

v ol e
es decir;

it |

s
xmsﬁ+ysen ﬁ
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La Cinemidtica es la ciencia que estudia el movimiento
sin preocuparse de las causas que lo producen. Etimo-
l6gicamente la palabra cinemitica se deriva del griego
Knema, kinematos, que significa movimiento.

La concepci6n aristotélica del movimiento unfa in-
disolublemente la causa y el efecto: movimiento es un
proceso que requiere una causa continua, es decir, el
motor debe siempre acompanar al cuerpo que se mueve.

Filopon de Alejandra (siglo vi d.C), cristiano
neoplaténico, fue el primero en rechazar las ideas de
Aristételes sobre el movimiento y propone que una
derta filerza motriz debe darse al proyectil en el acfo
cel lanzamiento, flerza motriz o energeia (energfa),
que es prestada y que decrece segiin la naturaleza del
proyectil y del medio.

Budiran, rector de la universidad de Paris, en 1328
y 1340, siguié defendiendo que el motor debe acompa-
fiar al cuerpo y establecié que debfa ser proporcional a
la cantidad de materia y a la velocidad, lo que parece
ser precursor de la quantité de mow emente de Descar-
tes, el impetu, de Galileo o la fierza viva de Leibniz.

Los primeros estudios sobre cinemética propia-
mente dicha se deben a Alberto de Sajonia (1316-
1390), en su libro Questiones in libras y de Caelo; a
Nicoléds de Oresme (-1382), obispo de Lesieux, en De
Configuratione Qualitatum, el cual emple6 los méto-
dos de la geometria analftica para representar el cam-
bio en la velocidad lineal, y a Guillermo de Heytesbu-
1y (1313-1372), en su Regulae Solvendi Sophismata,
donde define los movimientos uniformemente acelera-
do y retardado como movimientas en los cuales se ad-
quieren o se plerden incrementos iguales de velocidad
en periodos iguales de tiempo.

La ley correcta de cafda libre fue establecida por
vez primera por Domingo de Soto, dominico nacido en
Segovia en 1494, que estudi6 en las universidades de
Alcald y Paris y fue confesor de Carlos I, muriendo en
Salamanca en 1560, Pero hay que llegar a Galileo para
encontrar un estudio sistemético de las leyes de la ci-
nemética, asf, en su tratado Dos sistemas principales,
puede leerse: llamamos velocidades iguales cuando los
espacios recorridos se encuentran en la misma pro-
porcion que las tiempas empleados, y en su obra Dos
nieyas ciencias, cuando al referirse al movimiento lo-
cal, define el movimiento uniformemente acelerado,
como ajuel que partiendo del repaso adquiere duran-

ie interv alos iguales de tiempo incrementos iguales de
velocidad. Lo que ya habfa establecido al estudiar la
cafda libre en la cual Ia velocidad es proporcional al
tlempo, y el movimiento es uniformemente disforme
(uniformemente acelerado) e igual para todos los
aierpos.

Galileo también fue el primero en establecer la po-
sibilidad de estudiar el movimiento de forma abstracta:
porque cualquiera puede inventar un tipo arbitrario
de movimiento y estudiar sus propledades (Dos cien-
cias nuevas).

La cinemética ha ido cambiando progresivamente
las explicaciones cualitativas de la escuela aristotélica
por el formalismo matemético iniciado por Euclides y
Arquimedes y seguido por Galileo y Newton, quien es-
tablecié el concepto de variable como una magnitud
que flyye con el tiempo, y el concepto de derivada a la
que llamé fuxicn, como la variacion de la variable
oon el tiempo.

Diferentes cientificos han seguido ampliando los
conocimientos mateméticos que han permitido el desa-
mollo de la cinemética. Asi, Rene Descartes (1596-
1650) estableci6 el sistema de referencia de coordena-
das cartesianas; Leibniz (1646-1716), en 1675, en uno
de sus manuscritos utilizé por primera vez el simbolis-
mo diferencial y en 1684 publicé Nova Methodus pro
maximi ef minimis..., en donde establece los principios
del célculo diferencial y utiliza expresiones de curvas
en cartesianas; Euler (1707-1783), en 1748, publicé
sus trabajos sobre andlisis infinitesimal en Introductio
In andlisis infinitorum, y Gibbs (1839-1903), hacia
1880, desarrollé el dlgebra vectorial e introdujo el sim-
bolismo actualmente utilizado.

En cinemética lnicamente son necesarias dos mag-
nitudes, el espacio y el tiempo. La cinemética clisica
usa el espacio euclideo, homogéneo, isétropo v tridi-
mensional, y el tiempo absoluto, es decir, independien-
e del sistema de referencia. La cinemiética relativista
utiliza el tiempo relativo, es decir, dependiendo del
sistema de referencia elegido, y toma como invariante
la velocidad de la luz, que es independiente del siste-
ma de referencia. Ello obliga a usar un espacio cuadri-
mensional, denominado espacio de Minkowski, lo que
serd desarrollado en el segundo tomo de este libro,

Iniciaremos el estudio de la cinemética cldsica con
un capitulo dedicado a la cinemitica del punto, en el
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cual se establecen los conceptos bésicos en cinematica,
Se dice que un punto se mueve respecto a un sistema
de referencia, cuando su posicién respecto a aquél
cambia con el tiempo. Por tanto, un punto mévil res-
pecto a un sistema de referencia puede resultar inmévil
respecto a otro; asf; un punto de un vehiculo en mar-
cha puede estar inmévil respecto a éste, pero mévil
respecto al sistema de referencia ligado al suelo. Re-

sulta, pues, evidente la relatividad del movimiento vy al
estudio del movimiento relativo dedicaremos un ca-
pitulo,

Finalizaremos el estudio de la cinemdtica cldsica
dedicando un capitulo al estudio de la cinemética del
silido, en el cual expondremos los aspectos fundamen-
tales, bésicos para estudios posteriores més especiali-
zados, como la cinemética de mecanismos y méquinas,



Cinematica del punto

m Vector posiciéon

Para fijar la posicién de un punto dentro del sistema de referencia en el cual quere-
mos estudiar su movimiento, utilizaremos un vector, cuyo origen coincidiri inva-
riablemente con el origen del sistema de referencia y cuyo extremo estari sobre el
lugar ocupado por el punto mévil, A este vector se le denomina vector posicion,
siendo funcién del tiempo y simbolizdndose mediante:

r=r()

La trayectoria del punto mévil es el lugar geométrico de los puntos del espacio
ocupados por el mévil en los diferentes instantes y serd la curva indicatriz del vec-
tor r (Figura 5.1).

Para los desarrollos teéricos utilizaremos el sistema de referencia cartesiano
trirrectangular, en el cual es:

r=x0i+y0j+ 20k [5.1]
Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria son:

» Y=N

siendo el pardmetro el tiempo. La eliminacién del tiempo entre estas ecuaciones
permite obtener la ecuaci6n cartesiana de la trayectoria,

x=x() z=41

m Vector velocidad

El vector velocidad es, por definicién, la derfvada del vector pasicidn respecto al
tiempo:

dr
V=E=i-=i{gl+j{aj+j(zjk [5.2]

5.1.
5.2
5.3.
5.4.

55.

5.6.

5.7-

5.8.
5.9.

5.10.

Vector posicién
Vector velocidad
Vector aceleracion

Determinacidon de la base
del triedro intrinseco.
Métod o cinemaéatico

Algunos tipos
de movimiento

Movimiento rectilineo
uniforme

Movimiento rectilineo
uniformemente acelerado

Movimiento circular

Movimiento circular
uniforme

Movimiento circular
uniformemente acelerado

rif),

) |
0 _ !

xlt)

vl

Figura 5.1.
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Velocidad en el triedro intrinseco

¥

Figura 5.2.

Aceleracién en el triedro
intrinseco

Componentes intrinsecas
de la aceleracin

Las componentes del vector velocidad en el sistema de referencia cartesiano
elegido son:

=xD ; =MD ¥y v.=AD [5.3]

y el médulo de la velocidad es:

LERCRCIE I

Esta ley fisica nos relaciona el mddulo de la magnitud velocidad con las magnitu-
des fundamentales espacio y tiempo, y nos permite establecer para la velocidad las
dimensiones LT, siendo su unidad en el S.I. el m/s, que no tiene denominacién
especial. El médulo de la velocidad es denominado por algunos autores celeridad o
mpidez,

Por 1a definicién de derivada de un vector, el vector velocidad es tangente a la
trayectoria y su sentido el del movimiento del punto, pudiendo expresarse en el
triedro intrinseco para cada punto de la curva (Figuma 5.2):

v=oT [5.5]

m Vector aceleracion

Se define el vecior aceleracion como la deriv ada respecto al iempo del vector ve-
bcidad, y lo simbolizaremos mediante a:

a=v=rF=x0i+ JOj+ A0k [5.6]
Las componentes de la aceleracién en el sistema cartesiano trirrectangular son;
a=xH , = y a=AD

La expresion del vector aceleracién en el triedro intrinseco se consigue deri-
vando respecto al tiempo la expresion de la velocidad en el sistema intrinseco:

v d dl' v dr ds

e o L Ule e e
dy ,dl  dv 2

=g e e 5
dfT-i—tJ 7S dT+ N [5.7]

Esta tltima igualdad se escribe teniendo en cuenta la Expresion [4.6], resultan-
do ser las componentes de la aceleracién en el triedro intrinseco:

dv v
=g 5 3N=; y a=0 [5.8]

lo que pone de manifiesto que el vector aceleracién estd situado en el corres-
pondiente plano osculador de la trayectoria. La componente de la aceleracién sobre
la direccién de la tangente se denomina aceleracidn tangencial y la componente
sobre la direccién de la normal principal, aceleracion normal
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Podemos utilizar las expresiones [5.8] para establecer que la ecuacién de di-
mensiones de una aceleracién es LT 2, siendo su unidad en el S.I. el m.s %

Un mévil parte del origen del sistema de referencia y recorre la pardbola 2y = ¥2,
en la que x e y estin expresadas en metros, siendo la proyeccién del movimiento
sobre el eje OX de velocidad constante v, = 2 m/s, Calculemos:

1.° La velocidad. 2. La aceleracién. 3.° Las componentes intrinsecas de la acele-
rcién, 4.° H radio de curvatura, 5.°, La aplicacién al instante (= ﬁ

Solucion:

¥
1° El vector posicibn es r=xi+ yj=xi+ = J y la velocidad es

v=il+ xxij.
Puesto que debe ser ¥= 2, es x= 2{y, con ello, v = 2i + 4{j, cuyo médulo es
v=2./1+4¢%

2.° El vector aceleraci6n es a = 4j.
3.° El vector tangente unitaria se expresa:

r=Y- i+ 2§

v . J1+4F

y las componentes de la aceleracién sobre el triedro intrinseco son:

8t
ar=Ta=——
’ J1+42
¥
= (T T—Lk T—L -2
cuyo médulo es:

4
W= e

4° FEl radio de curvatura es:

p=§={1+4r’*)3ﬁ

o

5.° Particularizando para f = ﬁ, son: V= 21+4ﬁj, v = 6 mfs,

2
ar=8% L ay=43 y p=27

0 X
Figura 5.3.
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Figura 5.4.

Determinacion de la base del triedro intrinseco.
Método cinematico

Si el vector de posicién viene expresado en funcién del tiempo, que es lo mis fre-
cuente, la determinacién del vector T se realiza teniendo en cuenta que el vector
velocidad v = ¥ es tangente a la trayectoria. Por tanto, es:

Il'=—=—=
v |d

La componente de la aceleraci6n sobre la tangente (Figura 5.4) es:

v r r _
- [5.9]
v

v
ar=aT=a-—
(&

La componente de la aceleracién sobre la normal es:

vxa

v

ay=Mxa=

la cual, como vector, se expresa:
ay=TxaxT
aiyo vector unitario es el vector normal principak
TxaxT
VL L Lt [5.10]
ay Txa

También podemos obtener la expresion del vector normal principal a partir de la

expresién de la aceleracion en el triedro intrinseco: a = arT + ayN, de donde

despejamos el vector normal principal:

_a-—aT a—@MnT
ay T x a

H vector hinormal B, es el que forma triedro trirrectangular a derechas con la
tangente unitaria y la normal principal, por tanto, seré:

[5.11]

B=TxN [5.12]

Hl radio de curvatura viene dado por la expresién:

_T_ vy
P™ ey Mxal &l

Una parifcula mévil tiene como coordenadas: x = £, y = 2, z= 1. Calculemos:
1. La ecuaci6n cartesiana de la trayectoria.

2. Los vectores posicion, velocidad y aceleracion,

3% La expresion de la velocidad y la aceleracién en el triedro intrinseco.

4.° El radio de curvatura de la trayectoria,
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Solucién:
1.° Eliminando el tiempo entre las ecuaciones dadas, obtenemos 4x = )%, z= 1,

Lo que nos indica que la trayectoria es una pardbola situada enel plano z=1,1a
cual hemos representado en la figura.

2.7 El vector posicitn es:

r=l+24+k
el vector velocidad:

v=r=2H+2j

y el vector aceleracién a = 24

3.° El médulo de la velocidad es v = 2./t* + 1. La expresién de la velocidad
en el triedro intrinseco serd v=vT =2 ,/# + 1T,

Las componentes de la aceleracién sobre el triedro intrinseco son:

ar=aT=20(P+ 1) 2

ay=laxT|=2(£+1)"'?

con lo cual, la aceleracién expresada en el triedro intrinseco es
a=2£+ 12T +N)

4.° El radio de curvatura se obtiene de la segunda [5.8], siendo:

p=vay=2(+ 1"

EJEMPLO 5.3

Una particula mévil tiene como vector de posicién: r= i+ mfj + nk
Determinense los vectores de base del triedro intrinseco de su trayectoria v el
mdio de curvatura p de la misma,

Solucion:

H vector velocidad es v = i + 2mfj y su médulo v = (1 + 4n7£)'?, con ello el
vector tangente unitaria es:

i+ 2mij
(1 +4ntRy?

H vector aceleracién, derivada del vector velocidad, es a = 2myj. Por tanto, es:

4nft 2mk

TastramerE ¥ TX2=Giuiee
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Con ello, 1a [5.11] da:

B anrt(i+ 2mef)
e J L+4mff —2mti+j
- 2m T (1 + AmPRY\?
(1 + 4nftH'2
El vector binormal es:
B=TxN=k

El radio de curvatura estd dado por la [5.12]:

L + 4o’ 1
gy gl anf 12y

(1 + 4nfAH'?

P=

m Algunos tipos de movimiento

Atendiendo a la geometria del movimiento podemos clasificar éste en: rectilineo,
curvilineo, plano y circular.

Un movimiento es rectilineo cuando la trayectoria es una linea recta, en cuyo
caso es p — o0 y ay= 0. Reciprocamente, si 4y, = 0 y hay movimiento, debe ser
p = o0, la trayectoria, por tanto, es una linea recta y el movimiento rectilineo,

Movimiento curvilfneo es todo tipo de movimiento que verifica ay # 0.

Movimiento plano es aquél cuya trayectoria estd contenida en un plano. De-
biendo verificarse:

B=TxN = ce. o bien T— 00

Movimiento drcular es todo movimiento plano en el cual p es constante,

En funcién de la componente tangencial de la aceleracién, un movimiento pue-
de ser; uniforme, variado o uniformemente variado,

Movimiento unfforme es aquél en el cual la componente tangencial de la acele-
mcion es nula, ar= 0,

Movimiento variado es aquél en el cual la componente tangencial de la acele-
mcién es funcién del tiempo, ar = f(1.

Movimiento uniformemente variado es aquél en el cual se mantiene constante
la componente tangencial de la aceleracién, ar= cte.

m Movimiento rectilineo uniforme

Por ser el movimiento rectilineo, es 4, = 0, y por ser uniforme, a,= 0, en definiti-
va, @a= 0, Para hallar el vecior velocidad es necesario, linicamente, integrar la
ecuacion:
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lo que nos da v = cte; es decir, si en el instante inicial el mévil fue lanzado con
velocidad ¥, éste conserva invariable esa velocidad, verificindose en todo mo-
mento:

Vol

Y=Y, [5.14]
El vector posicién r se obtiene integrando la ecuacion: z
dr
— =
dt °
lo que da ¥ =¥, f+ cte. —rf"r
Para el cdlculo de la constante de integracién es necesario conocer una condi- y
cién del movimiento, por ejemplo, la posicidn inicial del mévil (f = 0), dada por
1. Escribiendo la tltima ecuacién para el instante inicial, es T, = cte y, en definiti- .
va, resulta: x
r=w+rnr [5.15]

EJEMPLO 5.4

Un mévil parte de la posicién A2, 3, 6) en el instante que se toma como origen
de tiempos y lleva la velocidad v, = 2i + 4j + k que mantiene constante. Deter-
minemos su posicién en el instante £ = 10 segundos.

Solucion:

Puesto que mantiene su velocidad constante, su aceleracidn serd nula y el movi-
miento uniformemente acelerado a= 0,

La definicién de velocidad nos permite escribir v = dr/df = 26 + 4j + k, que
puede expresarse dr = (2i + 4j + Kk)dt, cuya integracién es inmediata:

r=2+4+ki+r
Puesto que conocemos la posicién inicial, debe verificarse:
r0) =r,=2i+3j+6k
y el vector posicién es:
r=21+5+@+4nf+ (¢ +6k
que para el instante £ = 10 s, da:
r(10) =22+ 43j + 16k

m Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

Por ser rectilineo el movimiento, serd ay= 0 y la aceleracién se expresard en el
triedro intrinseco a = 2T, Siendo T constante, pues su direccién es la de la trayec-
toria, y 8T también, por ser el movimiento uniformemente variado, resultara ser la
aceleracién un vector constante dirigido segin la trayectoria.

Para hallar el vector velocidad, debemos integrar la ecuacién:

i

Figura 5.5.
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mesultando v = af + cte, que escrita para el instante inicial (= 0), es ¥, = cte,
luego la constante de integracién es la velocidad inicial con que es lanzado el mé-
vil, escribiéndose:

v=alt+tv, [5.16]

Obtendremos el vector posicidn integrando esta iiltima ecuacidn, que podemos
escribir de la forma:

dr = (at + v, dt
y cuya integral es:

1
r=iaf+v.,r+rn [5.17]

siendo ¥, el vector posicién de la particula en el instante inicial,

EJEMPLO 5.5

Un avi6n lleva aceleracién constante a =1 + 2j. Se ha medido su velocidad en el
instante = 10 s, v(10) = 51 + 6j + k, y se ha observado que en el instante = 4
s pasaba por la vertical (eje OZ) con cota z = 6, Calculemos, en funcién del tiem-
po, la velocidad y la posicién del avién,

Solucion:
De la definicién de aceleracién a = dv/df, podemos escribir;

dv=(+2)dt

que integrada da v = (1 + 2j)f + v,
Puesto que conocemos la velocidad en el instante 10 segundos, podemos cal-
cular la constante de integracién v

5i+6§+k=@1+2)10+ v
por tanto, es ¥ = — 51 — 14j + k y con ello la velocidad en funcién del tiempo:
v=(-9i+@2 - 14j+k
De la definicién de velocidad v = dr/dl, podemos escribir:
dr=[t—5i+Q2t—14)j + K dt
Cuya integracién es inmediata:
r= (72— 59+ (7 — 149f + th+ 1,

La constante de integracién 1y se obtiene al conocer que en el instante {1 =4 s
el avién pasa por z = 6:
6k= —124—40j + 4k+r,
de donde:
r,=12i+ 40§ + 2k

y la posicién del avién en funcién del tiempo es:
r=(£/2—5t+ 12)i+ (£ — 14t +40)§ + (r+ 2k
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EJEMPLO 5.6 §-\/TT

Un coche circula con exceso de velocidad a 144 km/h, El coche de la policfa, que
estd parado, arranca en el instante en que el infractor pasa por su lado. Admitien-
do que la carretera es recta, que el infractor mantiene su velocidad constante y
que el coche policfa lleva aceleracién constante de 2 m/s”, calculemos: 1.° El
fiempo que tarda en alcanzar al coche infractor, 2.° El espacio recorrido para ello,

Solucidn:

1.° El espacio recorrido por el infractor es x, = vyt = 401,

H espacio recorrido por el coche policfa es % = 1/2a £ = £,

En el instante del alcance ambos han recorrido el mismo espacio desde que arran-
ob el policfa, luego:

40t=F y t=40s

2.° Durante este tiempo el espacio que han recorrido es x=40 x 40 = 1600 m,

EJEmpLo 5.7 [P

Un coche circula en linea recta a la velocidadd de 90 km/h. La aplicacién de los
frenos le provoca una aceleracién, que supondremos constante, de —8 m/s> Su-
poniendo que no resbala y que el tiempo de reaccién del conductor es de 0,6 s,
calculemos: 1.° El tiempo que tarda en parar. 2.° El espacio recorrido hasta pararse.

Solucidn:

1.° Una vez que el conductor pisa el freno, el coche es decelerado de forma
constante hasta pararse, para lo que necesita un tiempo #:

do=—8dt , v=—8t+uv , 0=—84+25 , 4=3125s

2% Durante el tiempo de reaccién del conductor el coche sigue con velocidad
constante y recorre el espacio X;:

L=1f=25%x06=15m
H espacio recorrido desde que pisa el freno, X, estd dado por la [5.17]:
%= —48 + vty = —4 % 3,125 + 25 x 3,125 = 39,0625 m

Hl espacio total recorrido hasta pararse es x = x; + X = 54,0625 m,

m Movimiento circular

Es todo movimiento plano en el cual el radio de curvatura de la trayectoria es
constante, es decir, la trayectoria es una cincunferencia. Elegido un punto de ésta
como origen de arcos y el radio correspondiente como origen de dngulos, defini-
mos la velocidad angular @ como la derivada del dngulo descrito respecto al tiempo:

(ﬂ=E [5.18]
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Hercio

Figura 5.6.

Aceleracion angular

Figura 5.7.

La relaci6n que liga a las velocidades lineal y angular puede deducirse de la si-
guiente manera:

T=FRoT

2 &

ds
v—vT—ET—

8|5

y en médulos:
v= Fo [5.19]

Il modulo de la velocidad lineal es igual al producto del radic por la velocidad
angular. La Expresi6n [5,19] nos permite establecer las dimensiones de w, que re-
sultan ser las de un tiempo elevado a menos uno:

LT = [[w]
de donde:
[w] =T

aiya unidad s~ ! se denomina hercio (Hz).

La velocidad angular puede considerarse como vector deslizante cuyo eje es
normal al plano del movimiento en el centro de la trayectoria y sentido el del avan-
ce de la punta de un tornillo al girar la cabeza en el mismo sentido del movimien-
to. Es fAcil comprobar ¢cémo el vector velocidad lineal del mdévil, en un cierto ins-
tante, es el momento del vector velocidad angular respecto al punto donde se halle
el mévil en ese instante (Figura 5.6):

Mi@)=v=P0OXo=nXxR [5.20]

Debemos hacer notar el caricter de vector deslizante de w, pues su momento
respecto a Pno cambia al suponerle localizado en O en otro punto cualquiera de su
eje, como el O (Figura 5.7).

v=oXR=nxr

Definimos el vector aceleracion angular o como la derivada respecto al tiempo
del vector velocidad angular:

_Gw _d __ do
=G =g"

siendo m el vector unitario normal al plano de la trayectoria, con el sentido indica-
do al definir w, resultando tener « esta misma direccién (Figura 5.8) y pudiendo
escribirse:
_do_ Y i
T d T P +41
En este movimiento, las componentes tangencial y normal de la aceleracién
son, respectivamente:
dv dey v?
= = —_— = [ p— ] 5939
ar=—_=R—=Ra y a=3 Rw? [5.22
La componente tangencial de la aceleracidn es igual al producto del radio por
el modulo de la aceleracidn angular. La componente normal de la aceleracicn es

fgual al producto del radio por el cuadrade de la velocidad angular.
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A la componente normal, por estar dirigida segiin el radio, también se la deno-
mina radial.
Vectorialmente, la [5.22] se escribe:
Mya)=ar=axR [5.23]

lo que facilmente se comprueba tan s6lo aplicando la definicién de producto vecto-
rial.

Utilizando la [5.20], puede expresarse el vector aceleracién de la siguiente
forma:

d doa
a—E—Er{mxll)—gxl+mxv—axlt+mxv
Puesto que es:
a=axR

debe forzosamente ser:

a~oxXv=nX(nxR)= :; :|=—mzl=&ozﬂ [5.24]
En el sistema intrinseco de referencia se expresan:
R=—-FEN
df
m—El—wl
db
"—RCOT—EET
do  dw d*0
H—E—EI—?I—&'
d*0

tﬂz
- x 2t = 2N = (2

d*0 a2
a=ﬂmT+w2N)=R|:?T+(E) H]

m Movimiento circular uniforme

Al ser el movimiento uniforme, la componente tangencial de la aceleracién serd
nula, a-= 0; en consecuencia, de la primera [5.22] se deduce que el médulo de la
velocidad lineal es constante, v = cte y, de acuerdo con [5.19], también serd cons-
tante la velocidad angular, @ = cte.

Integrando la [5.18], deducimos el dngulo descrito en funcién del tiempo:

0 =wt+ 6, [5.25]

siendo f, la posicién en el instante £ = 0.

Figura 5.8.
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Periodo

Frecuencia

Figura 5.9.

La expresion del vector velocidad es v=vT = Ro T.

La aceleracion angular, segiin [5.22], también es nula, pero hay que sefialar que
o lo eszla aceleracién normal, cuyo valor sigue dado por la segunda [5.22],
ay = K"

La expresién de vector aceleracién es a = Rw” N,

Este tipo de movimiento es periddico, puesto que el mévil pasa por cada punto
de 1a trayectoria a intervalos iguales de tiempo. A este intervalo de tiempo se le de-
nominard periodo y es el minimo tiempo que tarda el mévil en volver a ocupar una
determinada posicién, o lo que es igual, el tiempo que tarda en dar una vuelta, Su
cilculo se hace de la siguiente manera: sea ¢; una cierta posicién ocupada por el
mévil en el instante £, verificando 6; = w; + 0, El iempo P que tarda en recorrer
2 n rad ser4 el periodo, puesto que es el tiempo que tarda en volver a la posicién
primitiva, es decir, 6; + 2rn = w(T; + P) + 6, v, restando ambas ecuaciones, re-
sulta ser:

p== [5.26)
w

H periodo, pues, tiene la dimensién de un tiempo y se mide en segundos.
Se define la frecuencia v como la inversa del periodo:

1 o

p=ﬁ=£

[5.27)

es decir, es el niimero de vueltas por unidad de tiempo. Su dimensién es T~ ' y su
unidad de medida el hercio (Hz).

EJEMPLO 5.8

Una particula parte del reposo en la posicion A(R, O, h) y recorre con velocidad
angular constante @ la circunferencia de radio Ry centro (0, 0, /), que estd con-
tenida en el plano z = A, Determinese:

a) La ecuacién vectorial de la trayectoria.

b) H vector velocidad lineal,

c¢) El vector aceleracidn,

d) La expresién de los citados vectores en el triedro intrinseco.
¢) El periodo del movimiento,

Solucién:
a) Las coordenadas de la particula mévil en funcién del tiempo son:

x=FRcoswt , y=~Fsenwt y z=h
El vector posicién es:
r = Reoswti + Rsenwtj + hk

by H vector velocidad sera:

v= — Rwsenw!i+ Rwcoswij
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c) H vector aceleracién es:
a= — Ro’(coswH + senwtf)

d) La velocidad en el triedro intrinseco se expresa v = RoT, y la aceleracién:
a= Ry T+ Rw*N, ya que es o = 0,

¢) H periodo de movimiento es P = 2m/w.

m Movimiento circular uniformemente acelerado

Al ser el movimiento uniformemente acelerado, la aceleracién tangencial serd
constante y de la [5.22] se deduce que también lo serd la aceleracién angular, lo
que facilita la integracién de la [5.21], obteniéndose la velocidad angular en fun-
cién del tiempo:

 =af + w, [5.28]
en la que w, es la velocidad angular en el instante £ = 0,

Sustituyendo el valor de w en la [5.18] e integrando, calculamos el dngulo des-
crito en funcién del tiempo:

s i+
de 2T @
1
ﬁ'=£mf + wyt + 6, [5.29]

en la que 0, es la posicién en el instante £ = 0,
La aceleracién normal es:

ay = Rw® = Rt + wy)
H vector aceleracién en el triedro intrfnseco es:
a=RoT + Rat+ wy)*N
H vector velocidad en el citado referencial es:

v=FRoT = Roi+ w)T

Velocidad y aceleracién del centro de la Tierra

Podemos admitir que el centro de la Tierra en su movimiento alrededor del Sol
describe una circunferencia de radio B = 150 - 10° km, con velocidad de médulo
constante, Calculemos: 1.° El médulo de la citada velocidad, 2. La aceleracién
del centro de la Tierra.

Solucidn:

1. La Tierra recorre la 6rbita alrededor del Sol en 365,25 dias, es decir, tarda:

t= 365,25 dias x 24 h/dfa x 60 min/h x 60 s/min = 31 557 600 s
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H espacio recorrido o longitud de la 6rbita es:
§=2nR=2x150 x 10° m = 9,4248 x 10'"' m

Admitiendo que el mddulo de la velocidad es constante, la aplicacion de la [5.4]
da:

v = s/t= 29,865 x 10° m/s = 29,865 km/s = 107 515,15 km/h
2 Al ser la velocidad constante, de acuerdo con [5.8] la aceleracién sobre la

tangente es nula, La aceleracién del centro de la Tierra sélo tiene componente
normal, que estd dirigida hacia el Sol, y su valor es:

a=ay=v"/R=5946 x 107> m/s’

EJEMPLO 5.10

Un disco estd girando alrededor de un eje vertical, normal a él por su centro, con
velocidad angular @, constante, En un cierto instante actiia un momento que le
ocasiona una aceleracién angular constante de 300 r.p.m. cada segundo, que se
opone al movimiento, El momento actia durante 9 s, al final de los cuales la ve-
locidad angular del disco es de 1 200 r.p.m, en sentido contrario al inicial, Deter-
minemos my, y el nimero total de revoluciones que da el disco durante los 9 s en
que actia el momento,

Solucion:

Tomemos el eje de rotacién como eje OZ y sea la velocidad inicial de rotacién
wy = —wok

La aceleracién angular ges o = 300 krpm/s = Sk rev/s® = 10nk md/s>.

De la definicién de aceleracién angular es dw/df = 107k, cuya integracién da:

o = 10n tk + @, = (10nt — wy)k

Al cabo de los 9 s, la velocidad angular es @ = 1 200k rpm = 407k mad/s,
dato que nos permite calcular my:

10n X9 —w,=40n dedonde: w,=50nmds y w,=—50nk

con lo que la velocidad angular se expresa @ = 10n(f — 5k
El disco se para en el instante £, que verifica 10%t, = wy, es decir,en f; =55,
Veamos las vueltas que ha dado durante este tiempo, La definicién de veloci-
dad angular permite escribir;

di/dt = 10n(t — 5), cuya integracién es @ = Sa* — 50nt rad

expresion que para {= 55 da 6, = 125z rad = 62,5 rev,

Una vez que el disco se ha parado, comienza a girar en sentido contrario con
la misma aceleracién angular o = 40 nk md/s? vy la velocidad angular ests dada
por w = 10zntk, puesto que ahora la velocidad inicial es nula,

El 4ngulo girado sers ahora § = 5xf vy, puesto que en este sentido ests giran-
do 4 segundos, el 4ngulo girado serd 6 = 51 % 16 = 80x rad. = 40 rev,

El nimero total de revoluciones es de 62,5 en el sentido primitivo de giro y
de 40, en el contrario.




Cinematica del punto =

E hombre ha observado el transcurrir del tiempo de
forma natural al contemplar la periodicidad de ciertos
fenémenos naturales, como el dfa, tiempo que tarda la
Tierra en completar una vuelta alrededor de su eje po-
lar; el mes, tiempo que fardan en repetirse las fases lu-
nares, y el afio, o tiempo gue tardan en repetirse las es-
taciones. Ya Julio Cesar, en el afio 708 de la fundacién
de Roma, aproximadamente el 45 de la era cristiana,
estableci6 el Calendario Juliano, que dividia el afio en
doce meses y para ajustarlo al tiempo real afiadia a fe-
brero un dia cada cuatro afos. Los primeros instru-
mentos para la medida del tiempo fueron los relojes de
s0l, que aiin hoy dfa pueden observarse en muchas fa-
chadas de nuestros pueblos. Las clépsidras de arena o
de agua permitieron medir tiempos mds pequefios.
Posteriormente, aparecieron los relojes mecénicos,
cuyas primeras referencias se encuentran en Los Li-
bros del Saber de Astronomia de Alfonso X El Sabio,
publicados entre 1267 y 1277. A finales del XVI, Gali-
leo construyé el primer reloj de péndulo, con el cual
se consiguié una gran precisién en la medida del
tiempo.

El desajuste del Calendario Juliano con respecto a
la realidad hizo que el Papa Gregorio XII introdujera
el Calendario Gregoriano, suprimiendo diez dfas del
afio 1582 y liminando el afio bisiesto al comienzo de
cada siglo a partir de 1700, salvo cada cuatrocientos
afios que debe incluirse. Este calendario adoptado por
todos los paises catélicos no fue aceptado en Inglaterra
hasta el afio 1752, hoy es de uso general en todo el
mundo, salvo en algunas pequeiias iglesias orientales
que siguen un calendario propio.

El dia solar es el tiempo transcurrido entre dos pa-
s0s sucesivos del sol por un mismo meridiano. Eviden-
temente, es variable segin la época del afio, debido a
la excentricidad de la ecliptica v a la inclinaci6én del
gje polar de la Tiemra respecto a aquélla. Por ello, se
define, el dia solar medio suponiendo que la proyec-
cién del Sol sobre la esfera celeste se mueve con mo-
vimiento uniforme, y se divide en 24 horas de 60 mi-
nutos, cada uno de ellos de sesenta segundos. Un dia
solar medio son 24 x 60 x 60 = 86400 s,

El dia sidéreo es el tiempo transcurrido entre dos
pasos sucesivos de una estrella muy alejada por el me-
fdiano del lugar, Como referencia para la medida glo-

bal del tiempo se toma el comrespondiente al meridiano
de Greenwich.

El afio trdpico es el tiempo transcurrido entre dos
pasos sucesivos del Sol por el punto vemal. Evidente-
mente, no es constante debido a la precesién de los
equinoccios y su determinacién debe hacerse mediante
observaciones astronémicas,

En 1956, la Conferencia Intemacional de Pesas y
Medidas definié el segundo fomando como referencia
el tiempo que tardé la Tierra en recorrer su 6rbita alre-
dedor del Sol en el afio 1900, puesto que estaba muy
bien descrito por las observaciones astronémicas reali-
zadas desde 1750 y recogidas en la Tablas del Sol. As{
quedé definido el segundo de Ias efemérides como la
fraccién 1/31 556 925,974 7 del afio trépico de 1900,
es decir, el ario trdpico son:

315569259747 s = 365,242 198 78 dfas

Tlempo atémico es el que se obtiene por compara-
cén con las frecuencias de emisién de 4tomos en esta-
dos excitados. La relacién entre el segundo de las efe-
mérides y el tiempo atémico fue realizado por
investigadores del U.S. Naval Observatory (USNO)
utilizando dtomos de cesio-133 y, en 1968, la XIII
Conferencia Internacional de Pesas y Medidas definid
la unidad de tiempo del Sistema Intemacional de Uni-
dades, el segundo afdmico, como la duracion de
9192631 770 periodas de la radiacién correspon-
diente a la transicién entre los dos niveles hiperfinos
del estado fundamental del dtomo de cesio-133,

Para obtener una escala prictica de referencia es
necesario construir un ingenio que mida segundos ba-
sado en el patr6n citado, al cual se denomina relojf afé-
mico, El més preciso de los construidos es el Master
Clock, desarrollado por el U.S. Naval Laboratory, el
cual incorpora maseres de hidrégeno, que lo hacen
mucho mas estable que los basados en cesio; la preci-
sién relativa puede ser de +2.107",

El tiempo universal toma como unidad el segundo
atémico, fue introducido en 1972, y mantiene el tiem-
po ajustando el tiempo solar medio correspondiente al
meridiano de Greenwich y tomando como origen (0
horas) la media noche. Asf, las 11 horas AM son sim-
plemente las 11:00 h, y las 4 horas PM son las 16:00 h,
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Al dividir el dia en 24 horas, a cada hora le corres-
ponde una zona de superficie terrestre entre meridia-
nos 0 huso horario, cuyo ancho tiene una longitud de
15°, La primera zona se cenira en el meridiano de
Greenwich (longitud 0°) y sus l{mites son 7,5°E y 7,5
O. El tiempo horario en cada zona es el mismo salvo
excepciones. Cada zona en direccién este tiene una ho-
ra més que la anterior, y cada zona en direccién oeste
tiene una hora menos que la anterior, Al llegar al anti-
meridiano de Greenwich (longitud 180°), si lo hace-
mos siguiendo la direccién este, nos encontramos con
una zona de + 12 horas, pero si lo hacemos siguiendo
la direccién oeste, nos encontramos con una zona de
— 12 horas, Por ello, al atravesar el citado antimeridia-
no hay que variar la fecha en un dfa. La primera expe-
rencia de este hecho se obtuvo al completarse la pri-
mera vuelta a la Tierra, iniciada por Magallanes, el 20
de septiembre de 1519 y, tras su muerte en Filipinas, el
27 de abril de 1521, completada por Juan Sebastifin El-
cano, que al mando de la nave Victoria y con 17 mari-
neros, lleg6 a Sevilla en septiembre de 1952, consta-
tando en su cuaderno de abordo que habfa transcurrido
un dia menos del que realmente era en Sevilla a su lle-
gada, el dfa 8.

En las definiciones establecidas no se han tenido
en cuenta los efectos relativistas, necesario si se quie-
ren obtener mediciones mds precisas. Puesto que en
relatividad el tiempo depende del sistema de referen-

da, aparecen dos tiempos fundamentales: uno, refe-
ndo al sistema ligado a la Tierra, que se denomina
Terrestrial Time (TT), y otro, referido al centro de
masas del sistema solar, denominado Barycentric Dy-
namical Time (TDB), lo cual cae fuera de nuestros
objetivos.

Para otros usos se puede definir el tiempo de for-
ma especifica; asf, el tiempo GPS comenzé su cuenta
alas 0 horas del domingo 6 de enero de 1980, y es-
tructura el tiempo en semanas de 604 799 segundos,
comenzando de nuevo la cuenta a las 0 h del domingo
siguiente. Por tanto, el dfa GPS tiene 86 399,857 se-
gundos. La cuenta de semanas llega hasta la 1 024,
momento en el que el contador vuelve a cero, lo que
sucedié por vez primera entre los dias 21 y 22 de
agosto de 1999,

La precisién a la que se ha llegado en la medicién
del tiempo estd constatando una ralentizacién en la
velocidad de rotacidn de la Tierra alrededor de su eje
polar, lo que era de esperar, por una parte, al ser la
Tierra un sistema disipativo, debido al movimiento
de las mareas y, por otra, debido a la fusién de los
casquetes polares, que hace aumentar su momento de
inercia respecto a su eje de rotacién, Usando datos de
cbservaciones, que desde muy antiguo se vienen rea-
lizando sobre eclipses, se ha podido constatar que en
el iltimo siglo la deceleracin media ha sido de 1,4
milisegundos por dfa.



Movimiento relativo

m Movimiento absoluto, relativo y de arrastre

El movimiento se considera absoluto cuando se realiza respecto a un sistema en
reposo absoluto. En verdadero rigor no existe en la realidad este tipo de movimien-
to, ya que unos ejes fijos sobre la superficie terrestre se hallan en movimiento por
estarlo ésta, y el sistema de referencia cuyo origen se sitiia en el centro de la Tierra
y cuyos ejes se dirigen hacia tres estrellas fijas, que denominaremos sistema Tie-
mra-estrellas, es mévil alrededor del Sol. Asimismo, el sistema de referencia de
Copérnico, cuyo origen se sitfia en el centro de gravedad del sistema solar y cuyos
ejes se dirigen hacia tres estrellas fijas, es mévil por sero todo el sistema solar
dentro de nuestra galaxia. Por tanto, los movimientos que nosotros observamos son
linicamente movimientos relativos, puesto que el sistema de referencia siempre se-
rd movil,

Dependiendo el movimiento del sistema de referencia elegido para su estudio,
se hace necesario, conocido el movimiento respecto a un cierto sistema, saber
determinar el mismo en otro sistema respecto al cual se mueva el primero,

Nosotros, en adelante, razonaremos en abstracto y denominaremos al sistema
que consideremos como fijo S( O X, Y, 7)), siendo sus vectores de base i, j;, k;; el
movimiento respecto a él, movimiento absoluto, v 1a trayectoria, velocidad y acele-
racién, absolutas.

Consideremos un nuevo sistema de referencia 5 OXYZ), con vectores de base i,
J. Kk movil respecto al sistema S;. Al movimiento referido al sistema S, como si
fuera fijo, se le denominard relativo y a la trayectoria, velocidad y aceleracién,
relatiyas.

Todo punto fijo del sistema .S se mover4 respecto a 5; por ser Smévil respecto
a 5; a este movimiento se le denominard de arrastre y a la trayectoria, velocidad y
aceleracién correspondientes, frayectoria, velocidad y aceleracién de arrastre.

m Composicion de velocidades

Sea M un punto mévil respecto al sistema S OXYZ) que, a su vez, es mévil respec-
to al sistema S5,(0,X; 11Z)), al cual consideraremos fijo (Figura 6.1).

6.1. Movimiento absoluto,
relativo y de arrastre

6.2. Composicion de velocidades
6.3. Composicién
de aceleraciones.
Teorema de Coriolis
6.4. Movimiento de arrastre
rectilineo uniforme.
Transformaciones de Galileo
6.5. Movimiento de arrastre
de rotacion uniforme
6.6. Velocidad y aceleracion
en polares planas
6.7. Velocidad y aceleracidn
en coordenadas esféricas

Sistema Tierra-estrellas

Sistema de Copérnico
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Velocidad absoluta

Velocidad relativa

Velocidad de arrastre

Ley de composicidn
de velocidades

Denominaremos 1y al vector posicion absoluta, es decir, al vector que fija la
posicién de M en el sistema S;; r es el vector de posicién del mévil en el sistema S,
y T, es el vector que fija la posicién O dentro del sistema S,. Siempre se verificara:

rn=rntr
que, expresado en el sistema mdvil, es:
r,=r,+xi+yj+zk

Derivando esta expresién respecto al tiempo resulta:

d, dy, & g ok dx
T gt gty g g

ﬂj"|+gk [6.1)

El vector dr,/df es, evidentemente, la velocidad absoluta v ,, por ser la derivada
respecto al tiempo del vector posicién absoluta, El vector:

dx, dy, d .
T;.—EI'FEJ‘FEII [6.2]

es la derivada respecto al tiempo del vector posicién relativa, es decir, del vector
que fija la posicién M en el sistema S, supuesto este fijo y, por tanto, sus vectores
de base, siendo en consecuencia este vector la velocidad relativa, v,.

Si consideramos al punto M fijo en el sistema S, es decir, con X, }, Zconstantes,
su movimiento respecto al sistema S, serd el de arrastre, y la derivada respecto al
tiempo del vector 1y, con X, y, 2 constantes, ser4 la velocidad de arrastre v,

v —ﬁ+x§+ g+zi“ 6.3]
i E g A S i

En consecuencia, la Expresi6n [6.1] puede escribirse:
Vy=V.+ V¥, [6.4]

que es la ley de composicion de velocidades. Esta ley no es rigurosamente cierta,
como pondremos de manifiesto al estudiar Mecédnica Relativista, pero es vélida
con error pricticamente inapreciable para velocidades inferiores a un veinteavo de
la velocidad de la luz en el vacio. Puede enunciarse diciendo que /a velocidad de
un movil respecto a un sistema S, es igual a la que tiene respecto del sistema S
mds la velocidad que tiene respecto a S,, por el hecho de pertenecer al sistema S,
movil respecto a 8y; o bien: la velocidad absoluta es igual a la suma de la relativa
més la de arrastre,

La Expresién [6.3] de la velocidad de arrastre puede transformarse teniendo en
cuenta que di/df es la velocidad relativa del extremo del vector i, y por ser éste de
médulo constante, de acuerdo con [5.20], es di/di=w x1 y, andlogamente,
d/dt=wxjy dk/dt = wx k lo que llevado a la [6,3] la transforma en:

v.=%tiaoxh+tjoxj) +tdexk=v,+tewxr [6.5]
con lo que la velocidad absoluta se expresa:

VW=V, toXxrt+v, [6.6]



Movimiento relativo = 69

Consideremos dos particulas A y B que se mueven respecto a un sistema de re-
ferencia fijo con velocidades ¥, v ¥, 5, respectivamente; veamos cudl es la veloci-
dad relativa de la particula B respecto de la A, vy, (Figura 6.2).

Para ello, consideremos un sistema de referencia mévil con origen en A y
cuyos ejes se conserven paralelos a los fijos. En este caso es @ =0 y la [6.3] se

expresa:
Vig= Via T ¥y

En consecuencia, la velocidad relativa de B respecto de A es la diferencia de
las velocidades absolutas de las particulas:

V4= Yig— Viu

EJEMPLO 6.1

Un avién vuela siguiendo una recta horizontal en direccién N con velocidad 630
km/h, constante, Un segundo avién vuela siguiendo otra recta horizontal con di-
reccion £ En un cierto instante, que se tomard como origen de tiempos, ambos
estan sobre la misma vertical, momento en el cual el segundo avién lleva veloci-
dad de 720 km/h y aceleraci6n constante de 8 m/s”, Calculemos la velocidad rela-
tiva del segundo respecto del primero, en funcién del tiempo (Figura 6.3).

Solucion:

En el sistema de referencia fijo indicado en la figura, la velocidad del primer
avién es ¥4 = —6300i km/h = — 1750 mfs,

La velocidad inicial del segundo avién es ¥yz = 720j km/h = 200§ m/s, pues-
0 que lleva aceleracién constante a = 8j, la velocidad de éste en funcién del
iempo es:

vz = Vo + af= 200§ + 8f = (200 + 84
La velocidad relativa del segundo avién respecto del primero es:

"BIM =W¥g — Vs~ 1751 + {200 + Em

m Composicion de aceleraciones. Teorema de Coriolis

La aceleracion absoluta, derivada respecto al tiempo de la velocidad absoluta,
puede expresarse derivando [6.4] asf:

T N OV, 67
H o 6.7]

Derivando respecto al tiempo la Expresién [6.2], es:

dr d"x &y drdl dyd dzdk
=@l dzﬂj+_k+EEz+E&+EE

dx dy dz .
-aﬁgr(mxl)+E{mx1)+d—r{mxk)—ar+mxvr [6.8]

o

Figura 6.2.

720 km/h

Figura 6.3.
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Aceleracién relativa

Aceleracidn de armrastre

Ley de composicidn
de aceleraciones

Aceleracion de Corolis.

siendo el vector aceleracidon relativa;

dx, dy, dz _
&—?I'FEJ'FEk [6.9]

Derivando respecto al tiempo la Expresién [6.5], es:

v, . dr "
E=an+mxr+m>< E=a,+mxr+wx{v,q—v0)

y, de acuerdo con [6.6], es:

Ea=a;.+{hxr+mx{mxr)+mxvr [6.10]

El vector aceleracicn de arrastre es la derivada del vector velocidad de arras-
tre en el movimiento de arrastre, es decir, suponiendo X, ), z constantes, obtenién-
dose al derivar [6.5] en estas condiciones:

ar
aa=a0+a:;1xr+mxE=q3+:hxr+mx(mxr) [6.11]

lo que permite simplificar la [6.10], resultando:

E“"=aa+mxv, [6.12]
Sustituyendo en [6.7] las [6.8] y [6.12] obtenemos, para la aceleracién absolu-
fa, la expresion:

a=ata,t22exv, [6.13]

que nos indica que [a aceleracion absoluta es igual a la suma de la aceleracion re-
lativa mds la de arrastre, mds un término complementario llamado aceleracidn de
Coriolis.

a=atata , a=2wXxv [6.14]

Es evidente que la aceleracion de Coriolis serd nula cuando no exista rotacién,
cuando no haya movimiento relativo o, cuando existiendo ambos, los vectores ve-
locidad angular de rotacién y velocidad relativa sean paralelos.

En el caso de dos particulas, A y B, que se mueven respecto a un sistema de
referencia considerado fijo, la aceleraci6n relativa de la B respecto de la A, ag,,
puede obtenerse sin més que considerar un sistema de referencia mévil con origen
en Ay cuyos ejes se mantienen paralelos a los fijos (Figura 6.2), En esta sitnacién
es = 0 yla[6.13] se expresa:

Ap= Aga T Ay
con lo cual resulta:
Agy = Ay — Ay

EJEMPLO 6.2

En el ejemplo de los dos aviones visto anteriormente, las aceleraciones son
a, = 0y ag = 8, con lo cual, la aceleracién relativa del avién B respecto del A
€S a&l‘q = BJ.
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EJEMPLO 6.3

Un anillo A de dimensiones despreciables puede moverse a lo largo de una cir-
cunferencia fija de radio K, que se representa en la Figura 6.4. Un eje mévil OX
pasa siempre por el punto fijo O de la circunferencia y por el interior del anillo.
Si este eje gira alrededor de O con velocidad angular constante @ y sabiendo que
el anillo parte de la posicién A, calculemos para el anillo, expreséndolo en el sis-
tema de referencia mévil:

1. El vector posicién relativa.

2.° Las velocidades relativa, de arrastre y absoluta,

3.° El diagrama de velocidades en la posicién § = 30,

4.° Las aceleraciones relativa, de arrastre, complementaria y absoluta.

5. El diagrama de aceleraciones para la posicion citada.

Solucidn:
1.0 p=0A1=2Rcosfi
2° w.= —ZRsenﬂlg = —2Rwsenfi

Ya que al ser @ = de, la integracién de @ = di/dtes 6 = wt + cte y, puesto que
en el instante inicial es 0 = 0, resulta # = wt.
La velocidad de arrastre es v, = @ X r= ok X 2Rcos 01 = 2Fw cos 0].
También hubiera podido obtenerse derivando el vector posicién absoluta, su-
puesto fijo A en el sistema mavil, es decir:

di
v, = (de/db,—,. = OA 5= 2Rcos B

La velocidad absoluta serd:
V= ¥, + v, = 2Rw(—senfi + cos0f)
Asimismo hubiéramos podido obtener este resultado directamente haciendo la
derivada total respecto al tiempo del vector posicién absoluta, 1
-
dt
= —2Rwsen i+ 2Rwcos 0§ = 2Rw (—sen i + cos )

3° Para 6 =30°, son: v, = — Rwol y v,= Rw./3j, velocidades que han sido
representadas en la Figura 6.5,
4.° La aceleraci6n relativa, derivada de la velocidad relativa respecto al tiempo,
supuesto fijo el sistema de referencia mévil, es a. = —2Rw’cos i
La aceleracién de arrastre es:
a,=wXx(®xr)=okx 2Rwcos 0f = —2Rw" cos 01

También hubiéramios podido calcularla como derivada respecto al tiempo del
vector posicién absoluta, supuesto fijo A en el sistema mévil, es decir:

d'.
%" ( dt )m.: = OAwdj/dt=2Rwcosflo Xj = —2Re? cos 61
La aceleracién complementaria es
a.=2wxv.=2okx (—2Rwsenfi) = —4Rw’sen 0]

7 di
- s Er{mc‘“ 0i) = —2Rwsen0i + 2Rcos 0 o

0=

ol
I

o

[0}

=

Figura 6.4.

Figura 6.5.
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Figura 6.6.

Figura 6.7.

La aceleracién absoluta se obtiene simplemente sumando:
a, = —4Rw’(cos 01 + sen 6f)

Hubiéramos podido calcular la aceleracién absoluta directamente como derivada
mespecto al tiempo del vector velocidad absoluta, de la siguiente forma:

a, = dv,/dt= 2Rw(—cosf wi— sen fwj — sen f di/dt + cos 0 dj/dh) =
= 2Rw(—cosfwi—senfwj —senfwj — cosfwd =
= —4Rw” (cos 01+ sen 0f)

5.° Para ## = 30° son:

a=-Ro* /31 , a,= —Ro* /31 , a.= —2Rw’

a, = —2R’(\ /31— J)

que han sido representadas en la Figura 6.6.

EJEMPLO 6.4

Una plataforma circular y horizontal gira alrededor del eje vertical que pasa por
su centro, con aceleracién angular constante A. Sobre ella, un cilindro circular
recto de radio ry altura A, gira alrededor de su eje, normal a la plataforma y sepa-
rado una distancia d del eje de giro de ésta, con aceleracién angular constante o
(Figura 6.7). Determinese para el punto P superior de la generafriz y mas alejado
del centro de la plataforma:

a) La velocidad relativa, de arrastre v absoluta.

b) La aceleracién relativa, de arrastre, complementaria y absoluta.
Solucién:

a) La velocidad angular de la plataforma verifica:

daQ)
E—A—Ak

de donde:
Q= Atk

Andlogamente, para la velocidad angular del cilindro respecto a la plataforma es:

de donde:
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El movimiento relativo es un movimiento circular de velocidad angular w. La ve-
locidad relativa del punto Pes v, = @ X O'P, siendo OP = ri+ hk
ij k
v.=|[0 0 waf|=arij
r 0 h

H movimiento de arrastre es otro movimiento circular de velocidad angular Q.
La velocidad de arrastre del punto Pes v,=Q X OP, siendo OP=(d+ i+ hk

i j k
Va=| 0 0 At|=Ad+ Dij
a+r 0 h

La velocidad absoluta ser4:
vy = [or+ A(d+ D]ij

b) Tanto las aceleraciones relativa como de arrastre son las correspondientes a
sendos movimientos circulares, y tendrdn sus respectivas componentes tangencial

y radial:
i jK | §j k
a=ax0P+wxv.=(0 0 a|+[0 0 at|=
r 0 h 0 art 0
= —orfi+arj

i j k| |i J k
a=AxP+Qxv,=| 0 0 A|+]|0 0 At|=
d+r 0 h| [0 Md+Dt 0

= —AXd+ Dfi+ Ad+ D]
La aceleracién complementaria es:
i j k
a=20xv.=|20 0 Atl=—2uAPri
0 art O

con todo ello, la aceleracién absoluta resulta:

a,= — [arf(2A + 1) + A2A(d + DR + [ar+ A(d+ D

Movimiento de arrastre rectilineo uniforme.
Transformaciones de Galileo

Al ser el movimiento rectilineo uniforme, es w = 0 y ¥, = cte, por tanto, todos los
puntos del sistema mévil S describen en el fijo S, trayectorias rectilineas (Figu-
ra 6.8). Las velocidades estéin dadas por la Ecuacién [6.6], que en este caso par-
ticular es:

'1="0+'
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de Galileo

Figura 6.9.

y cuya integracion da:

r=r+tv,t

suponiendo que en el instante inicial, ¢ = 0, O coincide con O,.

Esta transformaci6n, que hace corresponder, en cada instante, a cada punto del
sistema .S uno del Sy, se denomina fransformacién de Galileo o transformacién ga-
lileana,

Al serm = 0 y & = 0, serdn nulas las aceleraciones de arrastre y de Coriolis, y
la composicién de aceleraciones se reduce a:

La aceleracidn de una particula es la misma en todos los sistemas de referen-
da con movimiento relative de traslacidn uniforme. Este principio de relatividad
de Galileo fue generalizado por Einstein al postular que fodas las leyes de la nafu-
raleza son las mismas para todos los observ adores en movimiento relativo de tras-
lacién uniforme, lo que constituir4 la base de la Fisica relativista.

m Movimiento de arrastre de rotacién uniforme

Por ser el movimiento de arrastre de rotacién uniforme, es @ = cte y o = 0. Al no
haber traslacién del punto O, es ¥, = 0 y @, = 0. Con ello, la velocidad de arrastre
se expresa:

V;=wXr
y la velocidad absoluta:

w=v,texXr
La aceleracién de arrastre, dada por [6.11], serd, en este caso:
a=oX(oxr)
lo que permite escribir la aceleracién absoluta, dada por la [6.13], asi:
a=atoX(oxr)+ 2o Xy, [6.15]

Apliquemos esta ecuacién al estudio del movimiento de un punto M, fijo sobre
una superficie esférica que gira alrededor de uno de sus diimetros con velocidad
angular constante (Figura 6.9).

Tomemos el sistema que supondremos fijo con origen O en el centro de la es-
fera y con el eje O)Z; coincidente con el de rotacién. La esfera girard respecto a
este sistema con movimiento de rotacién definido por el vector o = wk. Fl siste-
ma mévil de referencia ligado a la esfera tendré su origen en el centro de la misma
y su eje OZ coincidente con el de rotacién, Por ser el punto M fijo sobre la esfera,
v,=0y a =0, con lo que la aceleracién absoluta, dada por la [6.15], es en este
caso:

a=oX{wxn [6.16]

lo que pone de manifiesto que el punto M estd sometido a una aceleracién normal,
por estar a dirigida segiin el radio del paralelo que pasa por M.
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EJEMPLO 6.5

Una persona inmévil sobre la superficie de la Tierra en un punto de latitud 4, est4
sometida a una velocidad y unas aceleraciones por el hecho de estar la Tierra gi-
mndo alrededor de su eje polar. Veamos su determinacién (Figura 6.10),

Solucién:
La velocidad relativa es nula y la absoluta coincide con la de arrastre:

w=v.,=oXR

En los ejes méviles se expresan @ = wk y R = Rcos i+ sen 1K), con lo
cual es:
v, = Rwcosj

Por tanto, la velocidad est4 dirigida segiin la tangente al paralelo del lugar,
Las aceleraciones relativa y complementaria son nulas y la aceleracién abso-
luta coincide con la de arrastre, la cual se expresa:

ay=a,=oX(@XR) =0 x Rwcosij= —Ro’cos ii

poniéndose de manifiesto que la aceleracidn est4 dirigida hacia el eje de rotacién
yes normal a €L,

Tomando para la velocidad de rotacién de la Tierra alrededor de su eje
® =727 x 10~ * rad/s, y para su radio, suponiendo a aquélla esférica, & = 6375
km, resulta:

v,=46346cos jmis y a,= —336937 x 10 “cos i

En un lugar de latitud 40°, los valores son:

vy=355jm/s y ay= —0026im/s

m Velocidad y aceleracién en polares planas

Vamos a deducir las expresiones de la velocidad y aceleracién de una particula, en
coordenadas polares planas, por aplicacién de los conceptos de movimiento relativo,
Consideremos un sistema de referencia como fijo en el plano del movimiento,
cuyos vectores de base son i, §; y k;, y un sistema .S mévil, ligado a la particula,
como se indica en la Figura 6.11, cuyos vectores de base son w, uy y k.
En el sistema de referencia .S, la posici6n de la particula estd dada por r = ra.
La velocidad relativa o velocidad respecto al sistema mévil S, serd:

v,.=Ia,

H movimiento de arrastre o movimiento que tiene la particula por pertenecer a
un sistema mévil, serd un movimiento circular de radio r y velocidad angular
w = #. En consecuencia, la velocidad de arrastre es:

v,=eoxr=0kxra=riw

Aplicando la ley de composicién de velocidades, para la velocidad absoluta de
la particula resulta la expresi6n:

V4=V, +V,=in + riw [6.17]

Figura 6.10.

Figura 6.11.
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vg = 900 km/h

2 km

ag=10

Figura 6.12.

720 km'h
1 mis?

Analicemos ahora las aceleraciones de la particula. La aceleraci6n relativa, o
aceleracién respecio al sistema mévil S, es & = rm,. La aceleracién de arrasire se-
i la correspondiente a un movimiento circular ya definido, la cual tendré dos com-
ponentes, una sobre la tangente y otra sobre la normal, es decir:

a=axr+wexv,=0kxra + 0k xriu,
con lo que la aceleracién de arrastre se expresa:
a,=riw — ri’a,

La aceleraci6n complementaria es:

F

a=2uxv.=2

"1':’-'

w,
0 o|=2wory
0 0

En definitiva, al aplicar la ley de composicién de aceleracién, para la acelera-
cién absoluta resulta la expresi6'n:

a = (F— rP)m,+ (rf + 20 Hm, [6.18]

La componente de la aceleracién sobre w, 3; = ré + 21‘5‘, es facil comprobar
que también puede expresarse de la forma:

W= [6.19]

EJEMPLO 6.6

Un avién A vuela horizontalmente en linea recta con una aceleracién constante de
1 m/s”, En un cierto instante inicial, en el cual su velocidad es de 720 km/h, loca-
liza en su radar otro avién B volando en su mismo sentido y siguiendo una
trayectoria paralela a la suya 2 km por encima de él, siendo @ = 30° y
vy = cte = 900 km/h (Figura 6.12). Calculemos:

1.° La velocidad relativa de Brespecto de A.

2,° Los valores de r'y 0 en el instante inicial,

3° La aceleracion relativa de B respecto de A.

4° Los valores de r'y 6 en el instante inicial.

Solucidon:

1. Tomemos como vector unitario W el indicado en la Figura 6.12. La veloci-

dad de B se expresa wz=250m La velocidad inicial de A se expresa

v,(0) = 200j y su aceleracién, a, = dv,/df = w. La integracién de ésta nos da:
vy = fa+ vy (0)= (f{+200)m

La velocidad relativa de B respecto de A es:
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En la base de polares planas el vector m es m = cos fm,. — sen fm, v, con ello,
la velocidad relativa de B respecto de A es:

2° Lavelocidad relativa de Brespecto de A en el instante inicial { =0, § = 30°
(Figura 6.13), es:

vg40) = 50{1}2\/5-,—%-6) =25./3m,— 25w,
Por tanto, deben ser fy, = 25 ﬁ y ryfy = —25.
Puesto que es ry = 2 000/sen30 = 4000, resulta:
6, = —25/4 000 = — 1/160
3.° La aceleracién relativa de B respecto de A es:
g =az— A, = —a,= —w= —cosfm + senfwmy

4° En el instante inicial, =0 y 6, = 30 (Figura 6.14), la aceleracién rela-
tiva es:

az0) = —1f2ﬁ-r+%-.s
Por tanto, en el instante inicial deben verificarse
iy — oy = _Lﬂﬁ y oo+ 2750 = 1/2
De la primera se despeja:
iy =6 —1/2./3 = 4000/160* — 1/2,/3 = —071 m/s?
De la segunda se obtiene f, = (1/2 — 24 )y ' = 0,00026 m/s’,

m Velocidad y aceleracién en coordenadas esféricas

Fa ity

(g = 30

Fo
h=2000m

Figura 6.13.

rafly + 2y

rl‘\
L
i B
T
.
.

Aplicando los conceptos de movimiento relativo, vamos a deducir las expresiones
de la velocidad y aceleracién en coordenadas esféricas,

Consideremos un sistema de referencia como fijo S;, cuyos vectores de base
son i, j,, k, y un sistema de referencia mévil, ligado a la particula como se indica
en la Figura 6.15, cuyos vectores de base son g, W, W,

H movimiento de la particula se descompone en dos: uno de arrastre, por estar
la particula en el plano mévil AQ,Z;, que es un movimiento de rotacién definido
por el vector & = ¢k, y otro relativo, que se realiza dentro del citado plano mévil
¥ que serd un movimiento en polares planas.

La velocidad relativa serd, segiin lo visto en polares planas:

'_,-=.FB..E+ .E:E.!g

La velocidad de arrastre, por ser un movimiento circular, es v, = o X R, lo
cual, al ser @ = ¢(cos fmp — sen fmy) y R = Rwg, se expresa:

u; u, u,
v.,=¢@|cos) —senfl 0 |=¢@Rsenfm,
r 0 0

Figura 6.14.
Z)
up
(0] u,
R
k L0
o h )™
i ¥,
P
X
A
Figura 6.15.
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Velocidad en esféricas

Aceleracion en esféricas

oon lo cual la velocidad absoluta se escribe:
v, = Rup + Riw; + Rpsenfu, [6.20]

Analicemos ahora las aceleraciones de la particula. La aceleracidn relativa,
puesto que el movimiento relativo es un movimiento en polares planas, ser4, segin
lo visto:

a. = (R — RPug + (RO + 20w,
La aceleracién de amrastre serd la comespondiente al movimiento circular ya

definido, cuya expresién vectorial es @&, = a X R + o X (» X R). Hallando los
productos vectoriales en el triedro mévil:

u; w o u
aXxR=|cosf —senfl 0[¢p=FRpsenfim,
R 0 0
w, W u,
OXVy=o X (0 X k) =|cosf —senl 0
0 0 Egpsenf

= — R¢*sen’ 0w, — Rj*sen B cos f m,
se expresa:
a, = — Rp’sen’ fmg — Ry’ sen fcos my + Rpsenfm,

La aceleracién de Coriolis, a. = 2w X ¥, expresada también en el triedro mé-
vil, es:

u un, o ) )
a.=2|cos) —senfl 0 |¢=2¢(Ricost + Esenbf)m,
R B o0

En consecuencia, teniendo en cuenta la ley de composicién de aceleraciones, la
aceleracion absoluta en coordenadas esféricas se expresa:

a, = (R — R — R’ sen’ f)m, + (RY + 2RH — Ry’ sen Bcos ) my +
+ (Ppsenf + Zqut';‘oosH +21iqbscn6‘).m [6.21]

EJEMPLO 6.7

Un satélite describe una érbita circumpolar de radio X + 4, con velocidad angular
constante ), respecto a un sistema fijo de referencia con origen en el centro de la
Tierra. La Tierra gira respecto a dichos ejes con velocidad @ = wk Determine-
mos la velocidad y la aceleracidn relativas del satélite respecto al punto O de la
superficie de la Tierra, que en un instante se encuentra en su misma vertical.

Solucion:
En el sistema de referencia (g, Wy, W) son:

0=0u, v o=on(senlu;— cosim)
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La velocidad absoluta del satélite es:
Vis=Q X (R+ hHhup= Q(R+ huy
La velocidad absoluta de O es:

" w5 o,
Vio= X Rup=|senl —cosd 0|w=Kocosim,
R 0 0

La velocidad relativa del satélite respecto a O es:

La aceleracién absoluta del satélite es la correspondiente a un movimiento
crcular uniforme:

A =0Q X Vo= 0m, x QR+ hmy= —Q¥R+ hu,

La aceleracién absoluta de O, que es la comrespondiente a otro movimiento
drcular:

L P iy u,
ao=wXVo=|senl —cosi 0 |Ro’=
0 0 cos A

= — Rw*(cos® Lmy + sen A cos Lmy)

La aceleracion relativa de S respecto a O, cuando ambos estéin en la misma
vertical serd

850 = A5 — Ao = [Fw’cos® 1 — (R + B wg + Rw’sen icos iy

Figura 6.15.
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Nicolds Copémico nacié en Toru (Polonia), el 19 de
febrero de 1473. Su padre murié cuando €l tenfa 10
afios y fue adoptado por su tio materno Lucas Watzel-
rode, sacerdote catélico, que fue obispo de Ermland, el
cual se ocupé de darle una sélida formacién. Copérni-
co estudié en la Facultad de Artes Liberadas de la uni-
versidad de Cracovia, recibiendo una sélida formacién
matemética.

En 1497 comenzé a estudiar derecho canénico en
la universidad de Bolonia, alojdndose en casa de Do-
ménico Marfa de Novara, gran matemético y muy cri-
tico con las teorfas cosmolégicas de Tolomeo, lo cual
ejercidé una influencia decisiva sobre Copérnico. Pare-
ce ser que juntos observaron el eclipse de la estrella
Aldebaran causado por la Luna el 9 de marzo de 1497.

Después de una corta estancia en Roma, donde si-
guid estudiando astronomfa volvié a Polonia en 1503,
residiendo en el castillo de Lidzbark sede del obispo
de Warmia, donde escribié su primer tratado de astro-
nomia con el titulo Nicolai Copernici de hipothesibus
motum coelestium a se constitiitls commentariolus, co-
nocido simplemente con el nombre de Comentariolus,
donde expone por primera vez su Teoria Heliocéntrica,
segiin la cual el Sol estd inmGvil en el centro del mun-
do y la Tierra y los planetas giran alrededor de él. La
Tierra gira sobre si misma una vez al dfa y da una
vuelta completa alrededor del Sol una vez al afio; ade-
més sefialé que el efe de la Tlerra va inclinado como
el de un trompo.

Ya hubo sabios de la antigua Grecia que habfan
apuntado alguna de estas ideas, como Filolao, que ad-
mit{a un movimiento de traslacién de la Tierra; Hers-
cdides de Ponto, que fue el primero en admitir el movi-
miento de rotacién de la Tierra alrededor de su eje,
pero no alrededor del Sol, y fundamentalmente Aris-
tarco de Samos, que en el siglo 1 a.C, defendi6 la idea
de que no era la Tierra, sino el Sol, el centro del mun-
do. Arquimedes cita a Aristarco, diciendo que este su-
ponia que las estrellas y el Sol eran inamovibles y la
Tlerra, en cambio, giraba en un circulo alrededor del
Sol. Aristarco también es citado por Copérnico, lo que
indudablemente indica que conocia sus teorfas.

Estas ideas fueron desapareciendo dominadas por
el prestigio de Arstételes y Tolomeo, que habfan esta-
blecido un sistema cosmol6gico geocéntrico, segin el

cual la Tierra estd inmévil en el centro del universo y
la Luna, los planetas y el Sol giran alrededor de ella en
esferas concéntricas.

En el siglo XI Jabir de Sevilla y Averroes de Cor-
doba criticaron el sistema geocéntrico, pero sus ideas
no tuvieron eco alguno. Alfonso X, el Sabio, en el si-
glo XI1I, reunié a los sesenta mejores astrénomos, en
general judfos y drabes, para recopilar y reelaborar to-
dos los datos astronémicos conocidos hasta entonces,
lo que dio lugar a las Tablas Alfonsinas, que propor-
conaron infinidad de datos muy acordes con las obser-
vaciones, pero que no explicaban su obtencién ni las
mzones por las cuales se habfan eliminado ciertos pa-
rAmefros y se habfan sustituido por otros. En 1377, Ni-
colds de Oresme, obispo de Lesieux, en su obra Del
delo y del mundo, admitfa como cierto el movimiento
diario de rotacién de la Tierra. También Leonardo da
Vinci (1452-1519) escribfa el Sol estd inmdvil en el
centro del unierso y con su luz ilumina todos los
auerpos celestes.

En el siglo XVI, el error del calendario juliano, de-
bido a la deficiente estimacién de la duracién del afio,
llegé a ser de unos diez dias. La necesidad de reformar
el calendario era notoria y fue abordada en el Concilio
e Letran, encargdndose de ello una comisién presidi-
da por el obispo Pablo de Middelburgo, que en 1516
publicé un documento en el que figuraban los sabios
que habfan intervenido, entre los cuales se encontraba
Copémico.

Hacia 1520 parece ser que Copernico comenzé a
escribir la obra cumbre de su vida, cuyo manuscrito
tardé en finalizar unos diez afios y que no fue publica-
da hasta el afio 1543 con el titulo: Nicolai Copémico
Thoruniensi de revolutionibus orbium coelestium libri
VI (Seis libros de Nicolds Copémico de Thorun sobre
las revoluciones de las esferas celestes), conocido sim-
plemente por De Revalutionibus. En este desarrolla de-
talladamente su teorfa heliocéntrica y, mediante ella,
explica los cambios diarios del Sol y las estrellas, los
movimientos de Marte, Jipiter y Satumo, y el porqué
Venus y Mercurio estdn siempre a una distancia fija
del Sol.

Copernico fallecié en Frombork, solamente dos
meses después de la publicacién de su obra que revo-
lucionaria la concepcién del universo,



Cinematica del solido

7/4" Movimientos elementales de un sélido

El sélido al que hacemos referencia es el sélido rigido o indeformable, es decir,
aquél que conserva invariable la distancia entre dos cualesquiera de sus puntos y,
en consecuencia, su volumen y su forma,

Para el estudio del movimiento de un sélido, ligaremos a éste un sistema tri-
mectangular de referencia. La posicién del sélido en el espacio quedard determina-
da por la posicién del triedro que lleva ligado, ya que cualquier punto del sélido
estd determinado por sus coordenadas respecto al triedro. Serd, por tanto, sindnimo
hablar de movimiento de sélido o de triedros,

Estudiaremos a continuacién los movimientos elementales del sélido, que son:
traslacion, rotacién alrededor de un eje y rotacién alrededor de un eje con desliza-
miento a lo largo de él, para finalmente estudiar el movimiento general del sdlido.

m Traslacion

Se dice que un s6lido se mueve con movimiento de traslacién cuando toda recta
que une dos cualesquiera de sus puntos conserva su direccién. Concretamente, el
triedro ligado al sélido se conservard paralelo a sf mismo (Figura 7.1).

Las trayectorias de los diferentes puntos del sélido serdn paralelas entre sf. En
cada instante, los diferentes puntos del sélido tendrdn velocidades y aceleraciones
iguales. En efecto: siempre se verificar4 la igualdad r; = r, + ryz Al derivar ésta
respecto al tiempo, puesto que el vector ¥,z es constante por ser el s6lido rigido y
el movimiento de traslacién, resulta ¥; = ¥, y una segunda derivada da a; = a,.
Al vector libre, igual en cada instante a la velocidad de los distintos puntos del s6-
lido, se le denomina vector velocidad de traslacidn. Si este vector es constante, el
movimiento del sélido es de fraslacion uniforme, y cada punto del sélido estard
animado de un movimiento rectilineo uniforme.

Es muy interesante observar cémo en una traslacién, y para un instante dado,
la distribucién de velocidades es idéntica a la de los momentos de un par, lo que

7.1.

7.2.
7.3.
7.4.

7.5.

1.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Movimientos elementales
de un soélido

Traslacion

Rotacién alrededor de un eje
Rotacién alrededor

de un eje y deslizamiento

a lo largo de él

Movimiento general

de un solido.

Vector rotacidn instantanea.
Torsor cinematico

Eje instantaneo de rotacién
y deslizamiento. Axoides
Movimiento de un sélido
con un punto fijo.
ﬁngulns de Euler
Movimiento de un sélido
sobre la superficie de otro.
Deslizamiento. Rodadura.
Pivotaje

Movimiento de un sélido
paralelamente a un plano
fijo o movimiento de una
figura plana en su plano

z. Z) p
Z
A
g WV o' y
T4
0, X
Figura 7.1.
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permite representar una traslacién por un par que, en general, serd funci6n del
fiempo:

Vo= Myu, —w)
En cada instante, el momento del par coincide con la velocidad de los diferen-

tes puntos del sélido, Si el par es independiente del tiempo, la traslacién es uni-
forme.

EJEMPLO 7.1

Un sélido estd sometido a una traslacién definida por el par (P; w) = (0, 1, 0; 0,
—L1)y(P,; —wm)=(1,0,0;0, 1, —1). Calculemos el vector velocidad de tras-
lacién,

Solucién:
H vector velocidad de traslacién es:

v=Mun w=0P,xXu+O0P,x —u=PP xu=

i j Kk
=l-1 1 o|=i+j+k
0 -1 1

Todos los puntos del sélido siguen lineas paralelas a la trisectriz del triedro y

llevan velocidad constante de médulo v = ﬁ, por tanto, se trata de una trasla-
dén uniforme.

m Rotacion alrededor de un eje

Se dice que un sélido se mueve con movimiento de rotacién alrededor de un eje
cuando todos sus puntos describen circunferencias situadas en planos perpendicu-
lares al eje, con centro en €L, y en cada instante todos los puntos del sélido tienen
la misma velocidad angular w.

Una rotacién, por tanto, queda definida dando un vector deslizante o, cuya rec-
ta soporte es el eje de rotacién y tal que la velocidad de cada punto P del sélido es
el momento de w respecto a éL:

M{w)=vo=wXr [7.1]

expresién que da el campo de velocidades, momento de w, definido en el espacio
ocupado por el sélido.

Todo lo visto para el movimiento circular de un punto es aplicable a cada
uno de los puntos del sélido en rotacién, Asi, la aceleracién de un punto P estd
dada por:

aAr=aXr+wxv

Cuando el vector w es constante, el movimiento de rotacién del sélido se dice
uniforme,
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Una estacién espacial tiene forma de toroide de radio medio ® = 500 m (Figu-
m 7.4). Calculemos:

1.° El nimero de revoluciones por minuto que debe dar alrededor de su eje de
simetrfa normal para que la aceleracién en Oseaigual a g

2° El médulo de la velocidad de O.

Solucion:

1.° La velocidad de Oserd v = XR = ok x M = Roj.
La aceleracién en Oseri a= o X (0w XR) = okXx Roj = — Ro’L
Para que la aceleraci6n sea igual a g, debe ser Ro® = g de donde:

o = /g/R=/9,8/500 = 0,14 rad/s = 1,334 rpm
2,°  El médulo de la velocidad del centro O es:
ve = 500 x 0,14 = 70 m/s = 252 km/h

Rotacion alrededor de un eje y deslizamiento
a lo largo de él

Si el vector posicién del punto mévil depende de varios pardmetros:
r= r‘:qlp ‘?2; (L) ":,Tm)

que, en general serdn, funcién del tiempo q; = g({), el vector velocidad, derivada
del anterior respecto al tiempo, es:

& a,  or

v= E}z+---+:—r§rm=v.+ﬁ+---+vm [7.2]

@2 " 2, a

Es decir, la velocidad es la suma vectorial de las velocidades que tendrfa el mdvil,
si cada pardmetro variara aislada y tinicamente,

En el caso que nos ocupa, para fijar la posicién de un punto del sélido se hacen
necesarios dos pardmetros, uno que fije el desplazamiento a lo largo del eje de ro-
tacién y otro que determine el dngulo girado (Figura 7.5). Por tanto, la velocidad
de un punto P cualquiera del sélido ser4 la suma de dos velocidades, una como si
lnicamente se desplazara a lo largo del eje de giro y ofra, como si linicamente gira
alrededor de él. Es decir:

Vo=V, t@Xr [7.3]

En definitiva, la velocidad del punto P es el momento resultante en este punto
del sistema de vectores formado por el vector rotacién @ y el par que define la
traslacidn:

Vp = MPW! _Fr (ll]

Si el desplazamiento a lo largo del eje es proporcional al dngulo girado, las
trayectorias de los diferentes puntos del sélido son hélices cilindricas, por defini-
cién de éstas, y el movimiento se denomina helicoidal, siendo ¥, = nw. Si ademds
¥, Y @ son constantes, el movimiento es helicoidal uniforme.

X
Figura 7.4.
Z=Z,
L]
¥,
O*_n Y
.r".
/ ¥ 4
X
o, 1
X
Figura 7.5.

Movimiento helicoidal
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Figura 7.6.

La velocidad de un punto del s6lido puede también obtenerse por aplicacién de
la [6.4]. Tomemos el eje de rotacién como uno de los ejes del sistema de referencia
fijo y el sistema de referencia mévil con un eje coincidente con él, a lo largo del
cual se desplaza paralelamente a si mismo, En esta situaci6n la velocidad de arras-
tre es ¥, y la velocidad relativa ¥, = @ X r, con lo cual la velocidad de un punto P
esta dada por la [7.2].

La aceleracién de arrastre serd &, = @&,, la aceleracién complementaria serd
nula, pues el sistema de referencia mévil no gira respecto al fijo, y la aceleracién
rlativa es:

a=axXxr+tox(oxr
con lo que la aceleracién absoluta del punto Pes:

ar=ataxr+ox(exr)

Un avién sigue una trayectoria recta definida por el vectorm= —i+ 2j— 2k y
se dirige a un objetivo O, que tomaremos como origen del sistema de referencia
fijo, con velocidad de médulo vy = 900 km/h (Figura 7.6). El piloto hace girar el
avidn alrededor de su eje longitudinal con velocidad angular @ = 3 rad/s. La lon-
gitud del ala desde el eje es de 6 m, Calculemos:

1.° El médulo de la velocidad del extremo del ala.
2,° El valor de la aceleracién del extremo del ala compardndolo con g

Solucion:

1. La velocidad del extremo del ala, expresada en el sistema de referencia mé-
vil ligado al avidn, es:

v=¥,+toXxXr=250i+3ix6j=250i+ 18k

aryo modulo vale v = 250,65 m/s,
27 La aceleracion sélo serd debida a la rotacion;

a=wxv=3ix(250i+ 18k = —54j m/s’

aiyo modulo es a=54=355 g.

EJEMPLO 7.4

Una tuerca es obligada a desplazarse a lo largo del eje del tomillo con velocidad
constante ¥, Si la rosca de ambos tiene de paso p, determinemos:

1.° La velocidad angular de rotacién de la tuerca alrededor del eje del tornillo.
2% La velocidad de un punto P de la tuerca que diste del eje de giro la distancia d
Solucién:

1.° El paso de rosca es lo que se avanza a lo largo del eje cuando el giro es de
una vuelta completa. Si la velocidad que se imprime a la tuerca a lo largo del eje
es Vg (Figura 7.7), en un tiempo £, ésta avanza z = yl,
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Si la velocidad angular es @ ad/s, el tiempo que tarda en dar una vuelta serd
t= 2n/w, y en ese tiempo lo avanzado es z= p. Por tanto:
2r ZTC‘UQ
= — = n=—
P=t - P

2° Deacuerdo con [7.3], la velocidad del punto Pes:

Vv, =% +POxow =y k+ (dnx ok =

=pk+ a

siendo mel vector unitario normal al plano determinado por el eje de rotacién y el
punto P, y cuyo sentido es el de giro.

El movimiento es helicoidal uniforme, ya que la velocidad es constante y el
angulo girado:

2mv,
0=wt=""
P
es proporcional al desplazamiento a lo largo del eje z= v, &:
2
0="2
p

Movimiento general de un sélido. Vector rotacién
m instantanea. Torsor cinematico

Sea S(OXYZ) el sistema ligado invariablemente al sélido y que se mueve respecto
al sistema fijo S;(O X, ¥, 2).

La velocidad relativa de los puntos del sélido es nula por estar éstos invariable-
mente ligados al sistema mévil. La velocidad absoluta de los mismos serd tinica-
mente su velocidad de arrastre, dada por la [6.5], que es:

Vo=V, +@Xr [7.4]

Lo que nos indica que la velocidad de un punto cualquiera P del sélido es igual a
la velocidad de otro punto cualquiera O del mismo, més una rotacién alrededor de
un eje que pasa por O, La Expresi6n [7.4] nos define en cada instante un campo de
velocidades, definido en el espacio ocupado por los puntos del sélido. Al vector @
se le denomina vecior rotacién instantdnea.

Definamos en el punto O un torsor 1, tal que su resultante sea @ y su momento
en O, ¥

R)=0 ; M=y, [7.5]
Hallemos el campo de momentos de este torsor:
MA:)=My(:) +tPOXR(z)=v, +toxr

expresion que coincide con el campo de velocidades de los puntos del sélido, dado
por [7.4]. En consecuencia, la velocidad de un punto cualquiera P del sélido es

Figura 7.7.

k& Iy

[ ¥

Figura 7.8.

Rotacion instantdnea
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igual al momento resultante en P del torsor 7, ¥» = M(1). De aqui que se denomi-
Torsor cinemidtico  ne a t torsor cinemdtico, el cual define el movimiento del sistema S, o sélido liga-
do al mismo, respecto al S,

H punto A(l, 2, 0) de un cierto sélido tiene, en un instante, la velocidad
v, = —i+ 3j + ky, en ese mismo instante, otro punto 0, 2, 1) tiene la veloci-
dad vg = j + 2k Determinemos:

1.° El torsor cinemético en O correspondiente al movimiento del sélido, con la
condicién de que la rotacién en ese instante se realice alrededor de la trisectriz
del triedro de referencia.

2° La velocidad que en ese instante lleva el punto A2, 1, 2) del sélido.

Solucion:

1.° De acuerdo con [7.4] podemos escribir;
Vi=V%+tox0A v vz3=v,+ 0 x0B

La condici6n de giro alrededor de la trisectriz del primer octante es w, = @, =
=w;=w ﬁ;’;&, con lo que las expresiones anteriores se escriben:

i j k ﬁ
vy=—1+3j+k=vod+ v Jtvek+|o 0o o 7
1 2 0

*[&

k
®
1

b 5 e

i
vp=J+2k= v 0+ vy j + v,k + |@
0

Cada ecuacién vectorial se desdobla en tres escalares:

A
_1=vm_2(a?
3=uay+w§>
1=v.:,;,+<:»::-§‘l
¥
A
3
0=UM_WT
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De ambos sistemas se deduce @ = ﬁ, Vox = 1, gy =2 ¥ o, = 0y, en con-
secuencia, el torsor en Oes:

R(x)=it+j+tk=0 y Myr)=i+2j=v,
2° La velocidad del punto P ser4:

A+2§—k

[ —
[
Il

i
vo=V,toXO0P=1i+2j+]1
2

Eje instantaneo de rotacion y deslizamiento.
U Axoides

El gie central, de cualquiera de los sistemas de vectores equivalentes al torsor cine-
miético, es el lugar de puntos P del espacio en los que el momento resultante es pa-
ralelo a la resultante (Figura 7.9):

M. (7)//R(1) o V/@
Por tanto, en un punto P del eje central, el torsor equivalente:

Ro)=w ; M1 =ve [7.6]

define un movimiento helicoidal, puesto que la velocidad de un punto cualquiera P
del sélido es la suma vectorial de la debida a una traslacién en direccion del eje
central, ¥ més la debida a una rotacién alrededor de él. Esto, unido a que el torsor
cinemético [7.6] es funcién del tiempo, hace que al citado eje central se le denomi-
ne efe instantdneo de rotacién y deslizamiento, Al vector deslizante w, situado so-
bre el eje central, se le denomina rotacion instantdnea y al vector vp fraslacion
Instantanea, Concluyendo, en un movimiento cualquiera de un sélido definido por
un torsor [7.5] la distribucién de velocidades en cada instante es la misma que
tendrfa el sGlido sometido a un movimiento helicoidal uniforme definido por el tor-
sor [7.6], diciéndose entonces que en cada instante hay un movimiento helicoidal
uniforme tangente al movimiento dado.

El gje instantdneo de rotacién tendrd como lugar geométrico, tanto en el siste-
ma OXYZ como en el O\X|Y,Z, sendas superficies regladas, que se denominan
axoides y que nos facilitardn el estudio del movimiento continuo del s6lido.

Movimiento de un sélido con un punto fijo.
1.1 Angulos de Euler

Sea Cel punto fijo del sélido v, por tanto, ¥, = 0. La Ecuacién [7.4], que nos da el
campo de velocidades de los diferentes puntos de un sélido en su movimiento mas
general es, en este caso particular:

Vy=wXr [7.7]

es decir, el sélido estd sometido en cada instante a una rotacién alrededor de un eje
que pasa por el punto fijo O.

Los origenes de los sistemas X, ¥;Z, y XYZlos tomaremos coincidentes entre si
y con el punto fijo O, (Figura 7.10). Al moverse el sistema XYZligado al s6lido, su

Z (]
\\
\
okg
i "'{ﬁ
h
¥,
X .
Figura 7.9.
Z| =Z
b
P
4] P
}'.'
X,
P /X
Figura 7.10.
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Z 8 2
i
0
]
LR A
Figura 7.11.

Figura 7.12.

posicién y, por tanto, la del sélido, queda determinada respecto al sistema X] Y12,
mediante tres 4ngulos, que son los denominados dngulos de Euler, ¢, 6 y ¢.

Supongamos coincidentes los dos sistemas de referencia y analizemos cuéles
son los 4dngulos girados y alrededor de qué ejes se producen los giros, para que el
sistema OXYZ pase a una posicién genérica. Giremos el sistema OXYZun 4ngulo ¢
alrededor del eje 07 (Figura 7.10), pasando a la posicién OX'Y' 2, y siguiendo el
plano X' OY coincidente con el X, OY,. El dngulo girado ¢ se denomina dngulo de
precesion y el vector que define la rotacién ¢, que tendré la direccién OZ), simple-
mente precesion,

Giremos ahora alrededor de OX un éngulo @ (Figura 7.11), que se denomi-
na dngulo de nutacion y cuyo vector rotacién @ se denomina nufacion, el sistema
pasard a la posicién X' V"' Z Finalmente, giremos alrededor de OZ un 4ngulo ¢, pa-
sando el sistema a la posicién final OXYZ (Figura 7.12); este 4ngulo se denomina
dngulo de rotacién propia y al vector ¢ rotacién propia, cuya direccién es la del
eje OZ,

La linea ON = OX es la interseccién de los planos X{OY, y XOZ en su posi-
cién final; se denomina linea nodal o linea de los nodos y su direccién es la del
vector nutacién,

H vector unitario en direccién de la linea de los nodos es:

_kxk
Tk x K|

Los dngulos de Euler estdn determinados por las expresiones:
cosp=1H-my; , cosf=kk y cosp=imy

Segiin hemos visto, la velocidad de un punto sélido es la suma vectorial de las
velocidades correspondientes a la variacién aislada y tnica de cada parimetro, es
decir;

Vvo=0Xr+0xr+exr=(p+0+¢)xr

De lo que se deduce, al compararlo con la [6.10], que el vector rotacién w es la
suma de los vectores precisidn, nutacién y rotacién propia:

o=(@+0+¢)

EJEMPLO 7.6

Un sistema de referencia OXYZ se mueve respecto a otro, que supondremos fijo,
0, Y,Z,, manteniéndose fijo su origen 0= O,. En un instante del movimiento
son:

1 4 2
i=—4+—j,+—
shitgh sk

2 1 2
]‘—511 _E.II"“EI‘I

Determinemos para este instante:

1.° La posicién del eje OY.
2° La linea de los nodos.
3.° Los dngulos de precesi6n, nutacién y rotacién propia,
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Solucion:

1.° La posicién del eje OY estd dada por el vector j, cuya expresiénes j = kX i:
ll Jl k‘l ) ) 11
/3 14715 2/15

2.° Lalinea de los nodos es perpendicular a ky ki, su direcci6n es la del vector
kxk

273 —1U3 213

cuyo médulo es [k x K = JEB, con lo cual el unitario de la direccién ON es:

uy =, + 2.]1)"ﬁ
3.° El dngulo de precesién verifica cos ¢ = 1,-my = \/Ejs, de donde ¢ = 63°
%! 5”,8.
El dngulo de nutacién verifica cos 0 = k+k, = 2/3, de donde 0 = 48° 11’
22",87.

Finalmente, el 4ngulo de rotacién propia estd dado por:

cosp = emy = 13 /5/5 + 14/15 .2, /5/5 = 11, /525
de donde ¢ = 10° 18’ 17 45,

Movimiento de un sélido sobre la superficie
de otro. Deslizamiento. Rodadura. Pivotaje

Sean Sy S; dos s6lidos que se mueven permaneciendo siempre con un punto de
contacto y sea P uno de esos puntos (Figura 7.13). El torsor cinemético que nos de-
fine el movimiento de S respecto a 5, estard formado en P por un vector rotacién
instantdnea o (resultante del torsor) y un vector velocidad de traslacién del punto
P, v (momento resultante en P del torsor). La velocidad v,, velocidad del punto P
como perteneciente a S mespecto de S, es la velocidad de arrastre por definicién de
ésta,

El punto de contacto de ambos sélidos describe sendas trayectorias sobre las
superficies de los mismos, Supuesto .5; fijo, la trayectoria C, ser4 la absoluta y la
velocidad absoluta del punto P serd tangente a ella. La velocidad relativa ser4 tan-
gente en P ala trayectoria C; por tanto, ambas estdn contenidas en el plano tangen-
te comiin a las dos superficies en el punto Py la velocidad de arrastre, v, estard en
este mismo plano. De aquf que el movimiento de arrastre hace que el sélido S se
deslice sobre la superficie del S;, por tanto, es un moyimiento de deslizamiento, y a
la velocidad de arrastre se le denomina velocidad de deslizamiento,

La rotacidn instantdnea o tiene, en general, dos componentes, una o, sobre el
plano tangente, y otra, w,, sobre la normal al mismo. El vector w, imprime al s6li-
do S una rotacién alrededor de un eje que, en cada instante, estd contenido en el
plano tangente comiin a las dos superficies, lo que obliga a rodar a .S sobre 5;; el Figura 7.13.
movimiento determinado por w,se denomina de rodadura. El vector m, hace que
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o, Fig

\

L

Figura 7.14.

0,

Figura 7.15.

Figura 7.16.

el s6lido S gire en cada instante alrededor de la normal comiin a las dos superficies
en ese instante, denomindndose a este movimiento pivotaje,

Si el deslizamiento es nulo, v =0, el torsor cineméitico que define el movi-
miento de S mespecto a S; se reduce linicamente a su resultante w, Es evidente que
si las dos superficies tuvieran dos puntos en comiin y el deslizamiento fuese nulo,
la rotacién instantinea tendria por lfnea soporte la que une los dos puntos comu-
nes, pues para que sea el momento nulo en los dos puntos la linea que los une debe
tener la direccién de la resultante, Si hay varios puntos de contacto, el deslizamien-
0 no podrd ser nulo, salvo que todos los puntos estén alineados,

Movimiento de un sélido paralelamente a un plano
fijo o movimiento de una figura plana en su plano

Es un caso particular del movimiento general del sélido, puesto que aquf el vector
mtacién w fiene direccién fija, normal al plano fijo respecto al cual el sélido se
mueve paralelamente, 0 bien normal al plano en el cual se mueve la figura plana,
por lo que el campo de momentos es perpendicular a @, Tomaremos esta direccién
como direccién comiin de los ejes 0,7, y OZ; el plano X, 0Y; seré fijo y el plano
XOY mévil respecto a él (Figura 7.14). El vector @ se expresa de la forma
o = @ ky la velocidad de un punto cualquiera del plano mévil es, segin [7.3]:

vo=v,t okxr [7.8]

La velocidad de un punto P es igual a la velocidad de otro punto cualquiera O,
mds la debida a una rotacién de centro O.

El torsor que define el movimiento, R(7) = o, M{7) = v, verifica R-M, = 0.
En los puntos del eje central M{7) = 0 y el movimiento se reduce a una rotacién
alrededor de este eje, ya que el sistema se reduce a la resultante w aplicada en él
En consecuencia, para el punto / de corte del eje central con el plano del movi-
miento la velocidad es nula, verificAndose:

0='u+ kar_; [_J"L)]
Restando las expresiones [7.8] y [7.9] resulta;
vo=okX{r—1r)=0kxIP [7.10]

es decir, en cada instante la velocidad de un punto P del plano mévil es la debida a
una rotacién de centro [y velocidad angular @, motivo por el cual el centro {se
denomina centro instantdneo de rotacion (c.ir.), y no es més que la interseccién
con el plano del movimiento del eje instantdneo de rotacién,

La velocidad ¥ es normal al vector IP, de aquf que, conocidas para un mismo
instante las direcciones de las velocidades de dos puntos de la figura mévil, se de-
termine el c.i.r. como interseccién de las normales a ambas (Figura 7.15).

Cada punto del plano mévil engendra una trayectoria al moverse sobre el plano
fijo, el vector ¥p serd tangente a la trayectoria y el c.ir, puede determinarse como
interseccién de las normales a la trayectoria de dos puntos para un mismo instante
(Figura 7.16).

Si se conoce la velocidad de un punto v,y el c.i.r., puede determinarse la velo-
ddad de cualquier otro punto ¢ de la figura mévil en ese instante, puesto que la
direccién de v, serd normal a /G), el sentido serd el correspondiente al giro de la
figura alrededor de [ determinado por vp, y el médulo sera:

Up IQ

w=— UQ=IQ-Q=E vp

vp=IP-w ; P
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Analiticamente, las coordenadas del c.i.r. en el sistema mdvil se calculan con la
Ecuaci6n [7.9], que se desdobla en las dos escalares:

vg—@wy=0 ; vf+awx,=0

siendo:
¥ X
Uy Uy
n=——" ¢ p=— 7.11
: w i w [ ]

Estas ecuaciones son funcién del tiempo y nos dan, para cada instante, la posi-
cién del c.ir. en el plano XOY. El lugar geométrico de las posiciones del c.i.r. en el
plano mévil, para los diferentes instantes, es una curva denominada nileta, que no
es més que la interseccién del axoide mévil con el plano del movimiento. Las
ecuaciones [7.11] son las ecuaciones paramétricas de la ruleta con parimetro el
tiempo. Si eliminamos éste entre ambas, obtendremos la ecuacién cartesiana de la
ruleta,

En el plano fijo, la Ecuacién [7.9] se escribe:

{] = 'U'a + (Olll X (l'u— l"m)
desdoblindose en las dos escalares:
ve' — o(Vir— Yi)=0 ; v + @ (X — X0) =0

que nos dan para las coordenadas del c.i.r. en el plano fijo las expresiones:

o o j
Xl|=xm_a H J"l_r=.}'ln+; [7.12]

El lugar geométrico de los puntos ocupados por el c.i.r. en el plano fijo se de-
nomina base, que es la interseccién del axoide fijo con el plano del movimiento,
curva cuyas ecuaciones paramétricas con pardmetro el tiempo son las [7.12]. La
ecuacién cartesiana de la base se obtiene eliminando el tiempo entre las [7.12].

EJEMPLO 7.7

Una semirrecta se mueve conservdndose tangente a una circunferencia fija de ra-
dio £y con su extremo sobre una tangente fija de la citada circunferencia. Halle-
mos las ecuaciones de la base y la ruleta del movimiento,

Solucion:

Tomaremos en A el origen del sistema fijo de referencia; el eje O, X serdel ABy
d eje 0,1, el AO (Figura 7.17).

La trayectoria del punto B es O,X), luego el c.ir. estd en la normal a la
trayectoria. La trayectoria del punto de contacto T'es la propia circunferencia, por
tanto, el ¢.ir, esta en la normal a la circunferencia en T, El c.ir, es la interseccién
de ambas normales {x;, ;).

En el tridngulo rectingulo OAB se deduce:

[

X = Rotg -

Ruleta

Base

'::‘“

. & ‘\EL&'
"B

Figura 7.17.
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y en el trifngulo rectdngulo OHI se verifica:
h—R=xictige

Eliminando entre ambas ¢ se obtiene la ecuacién de la base, lo que se hace asf:

i E=ﬁ=msqp:‘2= 1+ cosg =
E27 % sen /2 Il —cosg

l+cosep x X—F
== —_— = — = ==
l-—cosgp K L Y

Ademis es:
— 1 — 2 _L'R
seng = cos ﬁﬂ—ﬁ+-ﬁz
Por tanto:
; _cosp X F
SRS seng  2Rx
y la ecuacién de la base es:
£ — R 2 R

=14 (Base)

Bk~ B ety

que es una pardbola de eje O, 1] y vértice (0, £2).

El origen del sistema mévil serd el punto B, tomaremos la recta BT como eje
OY y la normal a ella por B como eje OX En este sistema, las coordenadas del
cir. f(x, y) son:

J= Rcts% ; X=yelge

Ahora es ctg /2 = /Ry anilogamente a los célculos anteriores:

IR
con lo cual es:
_y-F _V R
¥= 2R = X_ZR 2 (Ruleta)

que es una pardbola de eje OX y vértice (— £/2, 0).
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La Dindmica es la parte de la Mecénica y, por tanto, de
la Fisica, que trata de relacionar los movimientos con
las causas que los producen. Todo movimiento tiene su
origen en fuerzas y los problemas planteados son la de-
terminacién del movimiento que provocarin sobre un
cierto cuerpo un conjunto concreto de fuerzas, o de por
qué un cuerpo se mueve tal y como lo esta haciendo.

Aristételes (384-222 a,C,) estudié el movimiento
de los cuerpos, pero su andlisis se hizo siempre en fun-
cién de las velocidades, no consiguié intuir el concep-
to de aceleracién y, en consecuencia, no fue capaz de
iniciar el estudio de las causas del movimiento, Tam-
poco sospechd la accién a distancia y defendfa que
el motor debe acompanar siempre al cuerpo que se
mileve,

Ya en el siglo XII surge la idea del conocimiento
macional y de la demostracién formal, lo que se hizo
utilizando la l6gica de Aristdteles y la matematica de-
sarrollada por los griegos. Arstételes ya distinguié en-
tre el conocimiento del hecho como experiencia y el
conocimiento racional del hecho o causas profundas
que lo han originado, San Agustin indicé que los senti-
dbs son engariosos y solo la razén puede alcanzar la
verdad,

Durante los siglos XVI y XVII, se vuelve a la idea
griega de la explicacion tedrica de la ciencia, se revita-
liza la Geometrfa euclidea y se inienta expresar la
dencia en términos de los avances de la Matemética,
Quizi fue Leonardo da Vinci (1452-1519) quien dio
los primeros impulsos en este sentido, pero hay que
llegar a Galileo (1564-1642) para encontrar una apli-
cacién sistemética de los métodos experimentales y de
mzonamientos abstractos mateméticos, que dieron ori-
gen a una gran revolucién, primero en la Dindmica y
luego en las demis ciencias. Galileo escribié: «La filo-
sofia estd escrita en este gran libro, que continua-
mente estd ablerfo ante nuestros ofos, me reflero al
universo, pero no puede ser entendido a menos que
uno aprenda primero el lenguafje y a interpretar las
aracteristicas en que estd escrito, Fstd escrito en el
lenguaje de las matematicas...»

En contra de la teorfa aristotélica, Galileo estable-
cié que todos los cuerpos caen con la misma acelera-
ddn, e intuyd la ley de la inercia, que no llegé a enun-
dar como tal, si bien establecié que w1 cuerpo sobre el

que no actiian fuerzas tiene velocidad constante, lo
que es una forma de enunciar la primera ley de Newton,

Para Arist6teles la gravedad era /a fendencia de to-
dbs los cuerpos a dirigirse al centro del universo, en
contra de lo cual Copérnico y Galileo consideraron a
la gravedad como /a fendencia de las cuerpas a unirse
entre si, y Kepler consideré que no era una tendencia
sino una atraccién real que se ejercen los cuerpos de
forma andloga a la encontrada por Gilbert para los
imanes; asf, en su libro Asfronomia Nova, puede leer-
se: si dos pledras fiieran colocadas una cerca de otra
en cualguier lugar del universo.., se comportarian co-
mo dos cuerpos magnéticos y se reunirian en yn punto
Intermedio... Sin embargo, y aunque desarrollé una
teorfa de la gravitacién para el sistema Tierra-Luna, no
llegd a darse cuenta de que esa fuerza era inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia que se-
para a los cuerpos.

Los trabajos de Copérnico (1473-1543) sobre el
sistema solar, publicados en su libro De Repolutioni-
bus Orbium Coelestium, apoyados firmemente por Ga-
lileo; los datos experimentales, minuciosos y muy pre-
csos, de Tycho Brahe (1546-1601) sobre Grbitas de
planetas y satélites; y las leyes de Kepler (1571-1630)
del movimiento de los planetas alrededor del Sol, asi
como de su teorfa de la gravitacion, aplicada dnica-
mente al sistema Tierra-Luna, dejaron preparado el te-
meno para la sintesis newtoniana,

Newton (1643-1727) publica su primer libro a los
45 aiios, con el titulo Philosophiae Naturalis Principia
Mathemdtica, en el cual enuncia las tres leyes funda-
mentales de la Dindmica: ley de la inercia, ley del mo-
vimiento, y ley de la accién y la reaccién. Asimismo,
establece la ley de la gravitacion universal, «que man-
tiene a los planetas en su drbita alrededor del Sol, a
los satélites en sus drbitas alrededor de los planetas,
produce las mareas y hace que los cuerpas caigan tal
y como o hacen»,

Los desamrollos posteriores de la Dindmica cldsica
han consistido en nuevas formulaciones que verifican
los mismos principios y han sido desarrollados, funda-
mentalmente, por Lagrange y Hamilton, dando lugar a
la Dindmica analitica, de planteamiento muy general y
f4cil aplicacién a la Mecénica cuéntica, la Mecénica
estadistica y la Electrodindmica.
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de la Dinamica

m Conceptos de masa

En principio podemos definir la masa como una magnitud caracterfstica de la can-
tidad y naturaleza de la materia constitutiva de las particulas materiales, y que de-
termina el comportamiento de éstas cuando interactian. La masa asf definida es
una propiedad intrinseca de la materia,

La igualdad de masas se establece utilizando la balanza de brazos simétricos, vy
diremos que dos cuerpos tienen igual masa cuando, colocados uno en cada platillo
de la balanza, ésta permanece en equilibrio.

Postularemos que la masa de un cuerpo compuesto es igual a la suma de las
masas de sus componentes, cualquiera que sea la disposicién del conjunto.

Todo ello nos permite, tomando la masa de un cuerpo patrén como masa uni-
dad, medir la masa de los diferentes cuerpos, cuyo valor siempre serd positivo. En
el sistema internacional de unidades (SI), como ya indicamos, se toma como uni-
dad de masa el kilogramo (kg), que es la masa de un bloque cilindrico de platino
Iridiado, cuya altura y didmetro son iguales, y que se conserva en la Oficina Inter-
nacional de Pesas y Medidas en Sévres (Francia). Masa que préicticamente coinci-
de con la de un dm® de agua destilada a la temperatura de 4 °C.

La escala internacional de masas atémicas toma como elemento de referencia
el carbono, asignando el valor de 12 unidades de masa atémica (uma) a la masa de
su is6topo natural mds abundante. Asf pues, la unidad de masa atémica es la do-
ceava parte de la masa del 4tomo de carbono '*C:

1
uma = — masa dtomo ’C

Un kilomol de '*C contiene una masa de 12 kilogramos y un niimero de 4tomos
igual al nimero de Avogadro N, = 6,022 14199 x 10 &omos/kmol, Por tanto,
la masa de uno de los 4tomos serd:

_ E _ 12
TN, 602214199 x 10%

m = 1,992 646 5 x 10~ kglatomo
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Densidad media

Densidad puntual

con ello, la uma expresada en kilogramos es:

m
uma == 16605387 x 107 kg

m Concepto de densidad

Se define la densidad media, o masa especifica media de un cuerpo, como la masa
de éste por unidad de volumen. Asf, un cuerpo de masa my volumen V; tiene una
densidad media < p >, dada por:

m

v [8.1]

<p>=

Si el cuerpo es homogéneo, todos sus puntos tienen la misma densidad, que
wincide con la media, Las dimensiones de la densidad serdn las de una masa divi-
dida por la longitud al cubo:

[p]l= ML

La unidad de densidad en el SIes el kg-m >y en el CGS, el g-cm ™2, La den-
sidad del agua a 4°C es, muy aproximadamente, 10> kg-m ™, en el SI, o
1g-cm™?, en el CGS.

Si el cuerpo no es homogéneo, podemos considerar que sf lo es cualquier volu-
men elemental del mismo, dV/, cuya masa serd también elemental, dm, y aplican-
do a este elemento homogéneo la [8.1] obtenemos la expresién de la densidad
puntual:

=— [8.2]

Tabla 8.1. Densidad de algunas sustancias
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Si las densidades de dos cuerpos, en las mismas condiciones de presién y tem- Densidad relativa
peratura, son p; y p,, se define la densidad relativa del cuerpo 2 respecto al 1, p,;,
en esas condiciones de presién y temperatura, como:

-2 i
o mfl

P21 [8.3]

que es un nimero sin dimensiones. Evidentemente, la densidad absoluta del cuer-
po 2, ps, es igual al producto de su densidad relativa respecto al cuerpo 1, psy, por
la densidad absoluta de éste, p,.

Se denomina volumen especifico al volumen por unidad de masa:

vV
VE=—=
m

W~

que es la inversa de la densidad.

E Concepto de fuerza

Definiremos la filerza como toda causa capaz de modificar el estado de reposo o
movimiento de los ctierpos, o de producir en ellos estados de tensiones o deforma-
clones, Se tiene un concepto intuitivo de fuerza a partir de la sensacién de esfuer-
zo muscular, Para precisar un poco este concepto intuitivo, apliquemos nuestro
esfuerzo muscular a un punto de un cuerpo mediante una varilla ideal, rigida e in-
deformable, articulada al punto. Observaremos que los efectos producidos sobre el
cuerpo son distintos segiin la direccion en la que cologuemos la varilla; también
depender4 de si tiramos de ésta 0 empujamos con ella, es decir del senfido de nues-
tro esfuerzo. Todo lo cual pone claramente de manifiesto el cardcter vectorial de
las fuerzas,

Si el cuerpo sobre el que actian las fuerzas es deformable, ya vimos como los
efectos de éstas son distintos segiin su punto de aplicacién, aun dentro de la misma
linea de accidn, lo que exige, en esos casos, considerar las fuerzas como vectores
localizados.

Si el cuerpo sobre el que actiian las fuerzas es rigido, podemos considerar éstas
como vectores deslizantes, pues su efecto no cambia al variar el punto de aplica-
cién, siempre que se mantenga la misma linea de aplicacién y el mismo sentido.

m Leyes de Newton

El desarrollo de la Dindmica cldsica, o Dinimica newtoniana, estd basado en tres
leyes fundamentales enunciadas por Newton y publicadas en 1687, en su famoso
libro Philosophiae Naturalis Principia Matemética, Estas leyes son:

Primera ley o ley de la inercia: Toda particiila sobre la que no actiia filerza
neta alguna no toma aceleracién, conservando el estado de reposo o movimiento
rectilineo uniforme en que se encuentre,

Si la resultante de las fuerzas que actdan sobre una particula es nula, F = 0,
ésta no toma aceleracién, a = 0y, por tanto, su velocidad debe permanecer cons-
tante v = cte. Si inicialmente estaba en reposo, ¥, = 0, seguird en reposo, y si esta-
ba moviéndose con una cierta velocidad, v = W, seguird con ésta, es decir, con
movimiento rectilineo uniforme,
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Sistema de referencia inercial

Ley fundamental de la Dindmica

Masa inercial

Hemos visto c6mo el movimiento depende del sistema de referencia elegido y
como estdn relacionadas las velocidades y aceleraciones en dos sistemas de refe-
rencia, uno de los cuales se mueve respecto al otro, La ley de la inercia se verifica-
rd inicamente en un sistema de referencia no acelerado pues, de lo contrario, toda
partfcula de él llevarfa la aceleracién de arrastre correspondiente, aunque la resul-
tante de las fuerzas aplicadas sea nula. A estos sistemas, en los cuales se verifica la
ley de la inercia, se les denomina inerciales.

Asimismo, hemos visto ¢6mo una particula tiene la misma aceleracién respecto
aun sistema de referencia, que respecto a cualquier otro que se mueva respecto al
primero, con movimiento rectilineo uniforme. Por tanto, todo sistema de referencia
que se mueva con movimiento de traslacién rectilineo uniforme respecto a uno
inercial, también ser inercial.

Los sistemas de referencia ligados a la superficie de la Tierra no son iner-
ciales, pues la Tiera gira alrededor de su eje polar con velocidad angular
@ = 7,272- 107 rad/s, Sin embargo, en muchos casos, los efectos debidos a la ro-
tacién de la Tierra pueden despreciarse y considerarse como inerciales los sistemas
de referencia ligados a nuestros laboratorios.

H sistema de referencia Tierra-estrellas, cuyo origen coincide con el centro de
la Tierra; uno de sus ejes, con el ¢je polar de rotacién, y otro eje dirigido a un pun-
o fijo muy lejano (punto Aries) tampoco es inercial, pues la Tierra gira alrededor
del Sol con velocidad angular Q = 2. 107 rad/s. No obstante, si el tiempo que du-
@ nuesira experiencia es muy pequefio frente al empleado por la Tierra en recorrer
su 6rbita, podemos admitir que estos ejes son inerciales.

H sistema de referencia de Copérnico, o heliocéntrico, cuyo origen se sitiia en
el centro de masas del sistema solar, pricticamente el centro del Sol, tampoco es
inercial, ya que el Sol sigue una trayectoria curva alrededor del centro de nuestra
galaxia (Via Lictea), cuyo radio medio aproximado es de 310 m, que tarda
en completar unos 2 - 10® afios. Estas cifras son tan enormes, que siempre nos van
a permitir considerar el sistema de referencia de Copérnico inercial sin error apre-
cable.

Segymda ley o ley ded movimdento: 7oda particula sobre la que actia una
filerza neta, toma una aceleracion, que tiene la misma direccidn y sentido de aqué-
lla, y cuyo mddulo es igual al médulo de Ia fuerza dividido por la masa de la parti-
aila,

Lo que se expresa:

5l

a= ma=F [8.4]

Esta ley, denominada fey findamental de la Dindmica, contiene como caso
particular la ley de la inercia, pues si es F = 0, deberd ser a = 0, y la particula per-
manecerd en reposo o con movimiento rectilineo uniforme, lo que exige que el sis-
tema de referencia usado deba ser inercial.

Como consecuencia de las verificaciones de la Mecénica celeste, admitimos
que la ley fundamental de la Dindmica se cumple en el sistema de referencia de
Copérnico. También se cumplird en todos los inerciales con éste, afirmacion que
constituye el principio de relatividad newtoniano,

La Ecuacién [8.4] relaciona tres magnitudes fisicas y puede servir para definir
una de ellas. La aceleracién estd definida, y si consideramos que las fuerzas tienen
un origen independiente y que también pueden ser medidas, esta relacién nos per-
mite definir 1a masa como una propiedad intrinseca de las particulas materiales,
que determina la aceleracién que adquieren al actuar sobre ellas fuerzas y que de-
nominaremos masa inercial
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No obstante, puesto que las masas son proporcionales a los pesos, la balanza de
brazos iguales, como ya hemos indicado, nos permite medir masas tomando una de
ellas como patrén. Esto permite que el S.I. de unidades tome como magnitud fun-
damental la masa v de la Ecuacién [8.4] podemos establecer la ecuacién de dimen-
siones de la fuerza como magnitud derivada:

[Fl1= MLT?

La unidad de fuerza en el S.I. se denomina newton (N) y, de acuerdo con su  Unidad de fuerza newton
ecuacién de dimensiones, se expresa N = kg -m-s ™2, F newton es la fuerza que
hay que aplicar a una particula de masa inercial un kilo, para imprimir una acele-
racidn de un metro por segundo cada segundo.
En el sistema de unidades C.G.S,, la unidad de fuerza se llama dina y es la
filerza necesaria para imprimir a una particula de masa inercial un gramo, una
aceleracion de un centimetro por segundo cada segundo, Su equivalencia con el
newton es:

newton = kg:-m:s 2= 10g.10 2 cm.s 2 = 10° dinas

Tercera ley o ley de ignaldad entre accién y reacciéne Al inferactuar dos
cuerpos se ejercen sendas filerzas que son iguales y de sentido contrario.
Si la accién del cuerpo A sobre el B es F,jz, la reaccién del B sobre el Aes Accion de contacto
Fz, = —F,; Estas acciones que se ejercen los cuerpos pueden ser por contacto
directo o por acciones a distancia (Figura 8.1). Entre las primeras, estdn las fuerzas
de ligadura v, entre las segundas, las gravitacionales, y tanto unas como otras las
estudiaremos posteriormente,

Lumna

B

Accion de contacto Accion a distancia

Figura 8.1.

La segunda ley de Newton establece que si en un cierto instante son conocidas
la velocidad y la posicién de una particula, respecto a un sistema de referencia
inercial, y las fuerzas que actian sobre ella pueden expresarse analiticamente en
ese sistema, quedan determinadas la posicion y velocidad de la particula en el
tiempo, es decir, las situaciones en un instante predeterminan las futuras, lo que
constituye el determinismo de la Mecénica clésica.

Ya a finales del siglo XX la Mecinica cldsica entrd en conflicto con el Electro-  Limites de validez
magnetismo, cuyo desarrollo habfa sido completado por Maxwell, Fue Einstein el
que dié la razén a éste y desarrollé una nueva Mecénica, la Mecénica relativista,
que englobaba la cldsica como caso particular, vélida dnicamente o con error des-
preciable parma pequeiias velocidades comparadas con la de la luz en el vacfo. Tam-
bién la Mecdnica cldsica se encontr con limitaciones al intentar su aplicacién al
mundo atémico y fue necesario desarrollar las mecdnicas ondulatoria y cudntica
para poder explicar los fenémenos fisicos del universo de lo muy pequefio.
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Caos

u

v

Figura B.2.

Constante de la gravitacién
universal

Aceleracién de la gravedad

Figura B.3.

En el dltimo cuarto del siglo XX, la aplicacién de las ecuaciones de Newton a
dertos sistemas ha permitido comprobar que, segiin sean las condiciones inicia-
les, éstas pueden dar lugar a resultados no deterministas, es decir, los estados
futuros del sistema no pueden ser determinados con precisién, lo que cuestiona
cdaramente el determinismo de la Mecénica y ha dado lugar a un nuevo campo en
la ciencia, en el que convergen la Fisica y las Matemdticas, y que se ha denomi-
nado caos.

m Ley de la gravitacion universal

También debida a Newton es la célebre ley de la gravitacion universal, segin la
cual dos masas puntuales se ejercen enire s una fierza de atraccién mutua, aiyo

mddulo es proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al
auadrado de la distancia, r, que las separa (Figura 8.2):
mm,
= — 5
F G 2 [8.5]

Férmula en la que G es la constante de la gravitacion universal, cuya ecuacién de
dimensiones se deduce de la misma, siendo [G] = [FII*M 2= M '"I’T % y su
valor méis reciente, expresado en el 5.1, es:

G=667259 x 107" N.m? kg2 +0,010. 107!

La fuerza de la gravitacién expresada analiticamente y aplicando la ley de la
dindmica de Newton, permite estudiar el movimiento de los cuerpos dentro de los
campos gravitacionales, tanto de la Tierra, como del Sol y los planetas. En la esca-
la del sistema solar, cualquier planeta y el mismo Sol pueden ser considerados
puntuales, asf, en 1845, Le Verrier y Adams la aplicaron al estudio de la 6rbita de
Urano y comprobaron que sus resultados no concordaban con la realidad de aqué-
lla, lo que les hizo suponer la existencia de otro planeta, y en 1846, el astrénomo
Galle vio Neptuno por primera vez.,

Esta ley puede aplicarse a los cuerpos reales que posean simetria esférica, sin
mds que considerar toda la masa concenirada en el centro de simetria, pues la fuer-
7a gravitacional que ejerce sobre una masa puntual exterior es la misma que ejer-
cerfa toda su masa concentrada en su centro,

Supuesta la Tierra con simetria esférica, es decir, su densidad es solamente
funcién de r, con radio B y masa M, un pequefio cuerpo de masa m situado sobre
su superficie (Figura 8.3) se verd atrafdo con una fuerza, cuyo médulo es:

M

F=GEQ

y, de acuerdo con la segunda ley de Newton, dicha masa m estard sometida a la
aceleracidn:

&= G%{ﬂ_ﬂ 9,815 m/s 2

en la que hemos usado los valores M = 5976 x 10 kg y R = 6,374 x 10° m.
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Ahora bien, g, variard con la altitud 5, pues depende de la distancia del punto
considerado al centro de la Tierra (Figura 8.4), y su expresién en funcién de 4 es:
GM
Ein= R+ IP
y, en funcién de g;:
B 1
bin= 8 Ry~ & (1 + ‘ﬁ)z

B

expresidn que nos da la aceleracién de la gravedad en un punto situado a una altura
B sobre el nivel del mar, en funcién del valor g; de la misma en el punto de la linea
que une al primero con el centro de la Tierra, situado al nivel medio del mar, Asf,
en la cima del Everest, i = 8848 km, la aceleracién de la gravedad es aproxima-
damente g= 9,788 m/s>,

La Tierra, ni es esférica ni homogénea, pero los valores de g hallados de la for-
ma teérica indicada son una importante referencia para muchas aplicaciones, Asf,
en Geologfa, las variaciones de g en las medidas experimentales sobre el terreno,
respecto a los valores tedricos, nos pueden indicar la presencia de yacimientos mi-
nerales en la zona.

B R S Masa del Sol

Podemos estimar la masa M del Sol admitiendo que la Tierra describe alrededor
de é1 una trayectoria circular de radio = 150 x 10° km con velocidad angular
Q=2 x 1077 mdss.

Solucion:

La atraccién gravitacional del Sol provoca sobre la Tierra la aceleracion:

M
G = R

de donde;

PP 15 x 10" x4 x 107"
TG 6673x107 "

Orbita circular

Un satélite se mueve en érbita circular a una altura de 160 km sobre la superficie
de la Tierra, Calculemos la velocidad que debe llevar en esa 6rbita y el periodo
de circunvalacién,

M =2 x 10¥kg

Solucién:

Hl satélite describe una frayectoria circular con movimiento uniforme, su acelera-
cén tangencial serd nula y su aceleraci6n normal serd debida dnicamente a la
atraccién de la Tierra, verificindose:

c Mm m?
(R+h* R+h

Variacion de g con la altitud

Figura 8.4.
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de donde:

GM g
e N
cuyo valor para = 6374 x 10° m, g, = 9815 m/s* y h=16 x 10* m, es
v ="7812,1 m/s = 28 123,55 km/h,

La trayectoria recorrida es 2n(£ + 1) y seré igual a la velocidad v por el tiem-
po T empleado en recorrerla:

2n(R+ B =oT
de donde:
_2(R+hH (R+4h
= = .
que, con los datos anteriores, resulta 7= 52522255, 5s=1h27 m 3223 s,

A B B8 Satélite geoestacionario

Se dice que un satélite es geoestacionario cuando su posicién respecto a la Tierra
permanece fija. Para ello, su velocidad angular de rotacién alrededor del eje polar
terrestre debe ser igual a la de la Tierra, de aquf que también se le denomine geo-
sincrono, todo lo cual sélo es posible si el satélite permanece en el plano ecuato-
ral terrestre,

T

Solucion:

Calculemos el radio de la 6rbita circular de este tipo de satélite y su velocidad li-
neal. Puesto que el movimiento sera circular uniforme y la tinica fuerza la debida
ala atracci6n terrestre, la ecuacién del movimiento se expresa;

2
v Mm
m?— G?
de donde:
M
v=G—
r

Por otra parte, la velocidad lineal del satélite serd v = nw, siendo w la veloci-
dad angular de rotacién del satélite, igual a la de la Tierra. Con ello, es:

M
ro*= G—
i
de donde:
M 5976 x 10%
rP= G; = 5,673 x 10711 h = 75,409 14 x 10*!

y r=42 2482 km,
La wvelocidad lineal del satélite es:

v=rm=422482 x 10° x 7,272 x 107° = 3072,3 m/s
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m Concepto de peso

Consideremos un punto material de masa m, suspendido del extremo de un hilo
e inmdvil respecto a la superficie terrestre. Se define el peso del punto material
como la fiierza que éste eferce sobre el hilo que lo soporta, lo designaremos me-
diante IP,

Tomemos como sistema de referencia absoluto el sistema Tierra-estrellas, uno
de cuyos ejes lo haremos coincidir con el de rotacién de la Tierra, El sistema mévil
ligado a la Tierra tendr4 su origen en el centro de ésta y uno de sus ejes coinciden-
te con el de rotacién (Figura 8.5),

Sobre el punto de masa m actiian dos fuerzas, una dirigida hacia el centro de la
Tierra, debida a la atraccién de ésta, cuyo valor es mg, y ofra ejercida por el hilo
sobre el punto, que en virtud de la tercera ley de Newton es igual y opuesta al peso
P, es decir, es igual a —P. Por tanto, la resultante de las fuerzas que actiian sobre
la masa m es:

F=mg — P
y la segunda ley de Newton se escribe:
mg, — P = ma, [8.6]

Al ser O fijo y el movimiento de rotacién uniforme, de acuerdo con la [6.16],
esa,=a,=mX(wXr),y el peso P, despejando de [8.6], es:

P=mg —moX(wxXxP)=mnlg — aoX(exR)]
en consecuencia, la aceleracion de la gravedades g=g, — @ X (0 XR) y
P=mg [8.7]

Por tanto, la masa y el peso resultan ser proporcionales, lo que justifica el uso de la
balanza de brazos iguales para medir masas,

Definida la vertical de un lugar como la direccién de la plomada en el mismo,
aquélla tendrd la direccién de g y no pasaré por el centro de la Tierra. La variacién
del peso en funcién de la latitud y altitud del lugar, serd la misma sufrida por la
aceleracién de la gravedad.

Para estudiar la variacidn de la aceleracién de la gravedad con la latitud, debe-
mos expresar los vectores en el sistema de referencia utilizado, que se ha indicado
en la Figura 8.5, siendo:

w=wk y R=PRcosM +senlk
en la que 4 es la latitud del lugar. Con ello:

i j k
oXR=| 0 0 o |R=LRocosij
cosd 0 seni

I §j K
@X(nx =0 0 ®| =w’Reos A1
0 Rwcosi 0

¥

Figura 8.5.

Variacién de g con la latitud
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Kilogramo-fuerza

Unidad técnica de masa

H vector g, en el mismo sistema de referencia, se expresa:
g = —glcosii+senik
y, con ello, el vector ges:
g=(—g + o Rcos i — gsenik
siendo su norma:
g = g — w’Reos” (28, — w’R)

H valor de g ya ha sido calculado y para los valores @ = 7,272 % 10° md/s y
R=6374km, es 2 g, > Rw’, lo que nos indica que g aumenta al aumentar la lati-
tud, resultando ser:

£ = 96,334225 — 0,660 5cos> /.

cuyo valor méximo estard en los polos (4 = 90), g= 9,815 m/s’, y su valor mini-
mo estard en puntos del ecuador (4 = 0), g = 9,78 m/s”,

Ademss de ser la masa una magnitud escalar y el peso una magnitud vecto-
nal, encontramos otra distincién clara entre el peso y la masa, esta iltima es una
propiedad intrinseca de la materia independiente del entorno, mientras que el peso
varia de un lugar a otro en funcién de la latitud y altitud del mismo. A pesar de
este grave inconveniente, el sistema técnico de unidades toma como magnitud fun-
damental la fuerza en lugar de la masa, definiendo su unidad como la filerza con
que la Tierra atrae el kilogramo-masa, en un lugar de aceleracién normal
& = 9,806 65, que denomina kilogramo-filerza (kgf) o kilopondio (kp). Su equiva-
lencia con el newton se deduce utilizando la Ecuacién [8.7], asf:

Lkp =1 (kg)- g(m/s>) = g, N

En el Sistema Técnico de unidades, la masa es una magnitud derivada que se
denomina unidad técnica de masa (u.t.m.) y es la masa que al actuar sobre kilo-
gramo-filerza toma una aceleracion de unm-s >

2 2

lkp=utm ms " =g N=g kg -ms™

por tanto, la u,t.m, equivale a g, kg masa,

m Masa inercial y masa gravitacional

Nosotros hemos utilizado el concepto de masa en dos situaciones realmente dife-
entes. En la segunda ley de Newton, la masa es una propiedad intrinseca de las
particulas que condiciona su aceleracién cuando sobre ella actian fuerzas, siendo
la aceleracién inversamente proporcional a la masa de la partfcula; ésta es la deno-
minada masa inercial, Por otra parte, en la ley de la gravitacién universal, las par-
ticulas se atraen con una fuerza proporcional al producto de sus masas; ésta es la
denominada masa gravitacional, En principio no parece haber razén para pensar
que ambas masas sean idénticas, pues una interviene en la aceleracién que adquie-
e la particula cuando sobre ella actian fuerzas y ofra en la afraccién con otras par-
ticulas, fendmenos que en su esencia nada tienen que ver, Pero ello no es asf, la
masa inercial y la masa gravitacional son la misma propiedad intrinseca de las par-
ticulas materiales, su masa.
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Estudiemos el caso de una particula material de masa inercial m, que cae atrai-
da por la Tierra, la ecuacién fundamental de la Dinfimica es:

ma=F

La dinica fuerza que se ejerce sobre esta particula es debida a la atraccién terrestre,
que, siendo m, su masa gravitacional, es:

F=mg
Con lo que resulta ser:

i 9

m; a

Determinaciones experimentales muy precisas comprobaron que la aceleracién
de caida de cualquier cuerpo es independiente de la masa de éste e igual a la acele-
racién de la gravedad, lo que hizo que a todos los efectos se consideraran iguales
ambos tipos de masa. Modemos experimentos han podido confirmar la igualdad de
ambas masas con una precision de una parte en un billén. Einstein, en 1916,
admitié esta igualdad como principio, estableciendo el principio de equivalencia, Principio de equivalencia
segin el cual un campo graviatorio homogéneo es equivalente a un sistema de
referencia uniformemente acelerado,

Otros tipos de fuerzas

Ademds de la fuerza gravitacional, que ya hemos analizado y que da lugar al peso
de los cuerpos, tal ¥ como éste ha sido definido, en la naturaleza se presentan otros
tipos de fuerzas mecénicas que tienen lugar por acciones de contacto, como son:
las fuerzas por contacto directo, con o sin rozamiento; las fuerzas elésticas, y las
tensiones en hilos o barras.

Ligaduras. Fuerzas de contacto

Se denomina ligadura a todo elemento o condicién que limite las posibilidades de
movimiento de un sistema material. La ligadura establece unas restricciones al mo-
vimiento, que se expresan mediante ecuaciones que debe verificar la partfcula o
sélido mévil. En general, serdn superficies o lineas sobre las cuales deben perma-
necer las particulas o puntos del s6lido mévil, denominéndose Agaduras unilatera-
les a aquéllas que pueden ser abandonadas por una de sus caras; como ejemplo po-
demos pensar en particulas o s6lidos apoyados sobre superficies, éstas no pueden
ser penetradas, pero si abandonadas. Las ligaduras se denominan bilaferales cuan-
do no pueden ser abandonadas por ninguno de sus lados; cabe pensar, como ejem-
plo, en una particula esférica ensartada en una curva. Las ligaduras pueden o no
ofrecer resistencia al movimiento. En cualquier caso, el sistema material mdvil
ejerce sobre la ligadura una acci6n y ésta, de acuerdo con la tercera ley, ejercerd
sobre el sistema una reaccitn igual y opuesta, que se denomina filerza de contacto.

Fuerzas de contacto sin rozamiento

Cuando un cuerpo se sitiia sobre la superficie horizontal de otro, por ejemplo un
libro sobre una mesa horizontal (Figura 8.6), el peso del cuerpo, mg aprieta al
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Rozamiento dindmico

Coeficiente de rozamiento

primero sobre la segunda y esa accion, normal a la superficie de contacto, provoca
una reaccién, N, de la mesa que, de acuerdo con la tercera ley de Newton, serd
igual y opuesta (Figura 8.6):

N=—mg= mgj

Si 1a superficie de la mesa se inclina, el peso del libro tendr4 ahora dos componen-
fes: una en direccién normal a la mesa y otra paralela a su superficie (Figura 8.7):

mg = mglsen @i — cos @f)
La componente en direccién normal provoca una reaccion opuesta:
N = mgcos ¢j

y la componente paralela a la superficie provoca el deslizamiento del cuerpo sobre
ella, ya que no existe fuerza de rozamiento:

F = mgsen ¢i

Fuerzas de rozamiento

El rozamiento es una fuerza de contacto que se opone al movimiento de un cuerpo
sobre la superficie de otro o al movimiento de los cuerpos en el interior de los
fluidos.

Al rozamiento de un cuerpo sobre la superficie de otro en ausencia de movi-
miento le denominamos mzamiento estatico, Asi, si la inclinacién de nuestra mesa
es pequeiia, el libro no se desliza sobre ella, lo que indica que el rozamiento estd
neutralizando a la fuerza F, es decir, se verifica F + £ = 0, Al ir inclinando la me-
sa aumenta la fuerza F y también aumenta la fuerza £ hasta un valor miximo a
partir del cual el libro se desliza. A partir de este momento sigue actuando una
fuerza de rozamiento que se opone al movimiento y que ahora se llama de roza-
miento dindmico,

El rozamiento ya fue objeto de estudio por Themistius, hacia el afio 350 a.C.,
pero fue Leonardo da Vinci (1452-1519) quien descubrié sus leyes fundamentales:

a) La fuerza de rozamiento no depende del valor del 4rea en contacto entre los
cuerpos que rozan,

b) La fuerza de rozamiento es proporcional a la accidn que se ejercen los cuerpos
en direccién normal a las superficies en contacto. Al coeficiente de proporcio-
nalidad se le denomina coeficiente de rozamiento,

¢) La fuerza de rozamiento estético es variable, 0 < f, < u, N

d) La fuerza de rozamiento dinimico es constante para cada pareja de superficies
homogéneas, f= uN.

¢) H coeficiente de rozamiento estitico es siempre mayor que el dindmico,
He > H

Al ir inclinando progresivamente la superficie de nuestra mesa, un instante antes
de que comience a deslizarse el libro aiin se verifica F + £, = 0. La fuerza de roza-
miento estdtico entre el libro y la mesa se expresa f,= u, Ni = — p.mgcos @i
Con lo cual, es mgsenpd— u,mgcos p A =0, de donde se obtiene el valor del
coeficiente de rozamiento estéitico:

He=tang,

En general, el coeficiente de rozamiento dindmico es inferior al estético, siendo
aproximadamente un 75 % de éste, para las mismas condiciones, y la fuerza de



Principios fundamentales de la Dindmica = 107

rozamiento dindmico es pricticamente independiente de la velocidad relativa entre
las superficies que rozan. En la Tabla 8.2 se dan algunos valores de los coeficien-
tes de rozamiento,

Tabla 8.2. Coeficientes de rozamiento

Caucho sobre hormigén 0,9 0,8

Rodamientos lubricados 0,01 0,01

Articulaciones humanas 0,01 0,01
Rozamiento en fluidos <

- - - - \\-—____—.—/

Los fluidos se oponen a que los sélidos se muevan en su interior y la fuerza de ro- o
zamiento depende de la forma del s6lido, de las caracteristicas del fluido y de la
velocidad relativa del sélido respecto al fluido. i

En el caso mis sencillo, la fuerza de rozamiento es proporcional a la velocidad  Coeficiente
relativa del sélido respecto al fluido y de sentido opuesto: £ = — ¢, donde cesel de rozamiento
coeficiente de rozamiento o de amortiguamiento, Ello hace que la cafda de sélidos i T e
en el interior de fluidos presente una velocidad limite (Figura 8.8), va que la ecua- -
cidn del movimiento de caida es, en este caso:

Figura B.8.

ma= mg— cv=—mgj+ cof = — (mg— )

La velocidad ir4d aumentando mientras sea a > 0, es decir, mg > cv, pero llegard Velocidad limite
un momento en el que serd mg = cv y, por tanto, a = 0, a partir de cuyo instante el
cuerpo cae con velocidad constante que se denomina velocidad Iimite v; = mgfc.

Para altas velocidades aparecen turbulencias en el fluido, y la fuerza de roza-
miento es proporcional al cuadrado de la velocidad y opuesta a esta:

f=—bwv
Experimentalmente, se ha encontrado que el coeficiente b es de la forma:
b=1pAC

donde p es la densidad del medio; A, el 4rea de la seccién transversal mayor del
s6lido normal a la direccién del movimiento, y Ces un coeficiente que depende de
la forma del s6lido. En este caso (Figura 8.9), la ecuacién del movimiento de cafda
dentro del fluido es:

ma= mg— bov = — (mg — b
y la velocidad de cafda limite serd:

_JEg_ [2mg
“I=\b T\ pAC

Figura 8.9.
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Figura 8.11.
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Figura B.12.

Fuerzas elasticas

Los cuerpos se oponen a su deformacién con unas fuerzas internas que radican en
su estructura atémica y que denominamos filerzas eldsticas. Mientras las fuerzas
exteriores que actdan sobre el cuerpo no sobrepasen un cierto valor, limite eldstico,
distinto para cada cuerpo, la deformacién es proporcional a la fuerza aplicada y, al
cesar ésta, el cuerpo recupera su forma inicial. El ejemplo clésico es el de un mue-
lle éste ejerce una fuerza que se opone a su deformacién, siendo proporcional a su
alargamiento o acortamiento desde su posicién natural, La constante de proporcio-
malidad se llama constante eldstica del muelle, Para el muelle de la Figura 8.10, la
fuerza que ejerce se expresa:

F.=—kxi

Para alargarle la longitud x hemos tenido que ejercer la fuerza F, que en la posi-
dén de equilibrio debe verificar F + F,= 0, F = kxi

Si el muelle estd situado en posicién vertical, admitiendo que su masa sea des-
preciable, al colgar de €l una masa m se alargard una distancia /(Figura 8.11), que
deberi verificar k — mg= 0, y tanto la masa como el peso serdn proporcionales a
[ 1o que permite usar un muelle calibrado para determinar pesos o masas m= kl/g.

Tension

En muchas ocasiones, las fuerzas se transmiten o actian a través de cables, cuerdas
o hilos, lo que ocasiona en estos elementos tensiones, que siempre seréin de trac-
¢én, pues con esos elementos (inicamente se puede tirar, no es posible empujar,
En general, estos elementos serdn ideales, es decir, flexibles, inextensibles y de
masa despreciable.

H valor de la tensién no es conocido de inicio vy debe ser obtenido de las ecua-
ciones fundamentales de la Dindmica. Para un cuerpo de masa m colgado de un ca-
ble, la tensi6n de éste serd T + mg= 0, T = —mg y para un cuerpo apoyado so-
bre un plano inclinado un 4ngulo @ y sujeto con un cable, como se indica en la
Figura 8.12, serd T= mgsen ¢.

m Fuerzas fundamentales

Un tipo de fuerzas se considera fundamental cuando no puede ser explicado
mediante interacciones més elementales. Asf lo es, por ejemplo, la fuerza gra-
vitacional, pero no las fuerzas de rozamiento, que pueden ser explicadas mediante
interacciones electromagnéticas,

Hasta épocas muy recientes se consideraba la existencia de cuatro fuerzas fun-
damentales: la gravifacional, la electromagnética, la miclear filerte y la miclear
débil La gravitacional ya ha sido estudiada y tenemos experiencia diaria de ella; la
eectromagnética, que estudiaremos posteriormente, es la que aparece entre cargas
yentre corrientes; la nuclear fuerte es la que mantiene a los protones dentro del ni-
deo, haciendo a éste estable frente a la fuerza de repulsién electromagnética, y la
nuclear débil, actia entre particulas elementales, regula algunas desintegraciones
mdiactivas, en particular la desintegracién f, y controla la velocidad de algunas
racciones nucleares.

El alcance de las fuerzas gravitacionales y electromagnéticas es infinito y su
médulo varfa inversamente proporcional al cuadrado de la distancia. La nuclear
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fuerte s6lo estd presente dentro del micleo y su alcance es del tamafio de éste,
aproximadamente 10~ " m, la nuclear débil tiene un alcance atin menor, de unos
107 '® m (Tabla 8.3).

Tabla 8.3. Caracterfsticas de las fuerzas elementales,

Alcance Infinito Infinito 10 %m 107 % m
Intensidad 107 ® 1072 1 1073
relativa

En cuanto a su intensidad, la de mayor valor es la fuerza nuclear fuerte v, to-
méndola como referencia, la electromagnética tendria un valor 10~ del de aquél;
la nuclear débil, 107, y la gravitacional, 10~**, La gravitacional, a pesar de ser la
de menor intensidad, es la que presenta efectos macroscépicos més intensos, por-
que las fuerzas nucleares tienen alcances muy pequefios y porque los cuerpos en la
naturaleza son eléctricamente neutros,

Los diferentes tipos de fuerzas que han ido conociéndose, han seguido un pro-
ceso de unificacién, Newton, con su ley de la gravitacion universal, unificé la ley
de la gravitacién terrestre, por la cual la Tierra atrae los cuerpos materiales hacia
ella con la fuerza gravitacional celeste, por la cual se atraen los diferentes astros y
planetas. El desarrollo del electromagnetismo unificé las fuerzas eléctricas y las
magnéticas. En 1970, al parecer de forma independiente, Weinberg y Salam,
demostraron que tanto la fuerza electromagnética como la nuclear débil podian ser
explicadas en base a otra fuerza més elemental, que llamaron electrodébil lo que
fue confirmado experimentalmente en 1980,

Los esfuerzos investigadores se dirigen a conseguir la unificacién total de to-
dos los tipos de fuerzas en una (inica fuerza elemental, lo que exigird la unificacién
de la fuerza electrodébil, la nuclear fuerte y la gravitacional.

m Concepto de trabajo

Consideremos una fuerza F cuyo punto de aplicacién se desplaza siguiendo una
curva definida por el vector posicién r. Durante un tiempo elemental df, el punto
de aplicacién de la fuerza realiza un desplazamiento elemental sobre la curva, dr,
definiéndose el frabajo elemental, realizado por la fuerza F en ese desplazamiento
elemental, mediante la expresién:

diW = F.dr [8.8]

El trabajo total realizado por la fuerza al desplazar su punto de aplicacién desde
una posicién 1, hasta otra 2, serd:

2
w=<jS Fede
1

Si el 4ngulo que forman las direcciones del desplazamiento y de la fuerza es 0,
el trabajo elemental se expresa:

dW= Fcos 0 dr = Fydr

Figura 8.13.
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Unidad de trabajo: julio

Ergio

Kilogrimetro

es decir, es igual al desplazamiento elemental por la componente de la fuerza en la
direccitn del desplazamiento. Si la fuerza es normal al desplazamiento, evidente-
mente, el trabajo realizado serd nulo,

En funcién de las componentes de la fuerza, B(F,, F), F), y del desplazamien-
o elemental, dr(dx, dy, dz), la [8.8] se escribe:

dW= F,dx + F,dy+ F,dz 8.9]

El trabajo fotal realizado por la fuerza al desplazar su punto de aplicacién a lo
largo de la curva C, desde la posicién 1 a la 2, es:

2 2
w=9€ F-dr=(jg F-T¢=j{5dx+ Edy+ Edj) 8.10)
1

1

En el caso méds general, la fuerza I puede ser funcién de la posicién del punto
M, de su velocidad y del tiempo. Si se conoce la ley del movimiento de M, pode-
mos expresar en funcién de ! su posicién y su velocidad, y F sera Ginicamente fun-
cién del tiempo, lo que permite, teniendo en cuenta que son dx = Xdt, dy= ydt y
dz = Zzdt, expresar la [8.9] como integral simple definida:

h 4y 1y
W= j F(h)-w(h) a?=j [E(hk + F(by + F(dA dt = j &) dt
o to i

Un caso particular es aquél en el cual la fuerza es funcién del arco y, expresando,
también la curva en funcién de éste, el trabajo total desde una posicién 1 a otra 2, es:

w=35“lr(s)-'r(s)cﬁs=55“ @(s) ds

£

lo que nos indica que el trabajo depende tinicamente del camino seguido para pasar
dela2,

Definiremos la unidad de trabajo como el trabajo realizado por la unidad de
filerza que, manteniéndose constante, desplaza su punto de aplicacion, la unidad
de longitud, en su propia direccidn y sentido, En el sistema internacional el trabajo
se expresard en newtons por metro, unidad que se denomina jifio (I). Las dimen-
siones de un trabajo serdn las de una fuerza multiplicadas por una longitud:

[W = [FAL=L2MT?

En el sistema C.G.S. la unidad de trabajo es la dina por centimetro y se deno-
mina ergio, Recordando la equivalencia entre el newton y la dina, obtenemos f4cil-
mente la equivalencia entre el julio y el ergio:

1J=1N-m=10°din. 10> cm = 107 erg

El sistema técnico emplea como unidad de trabajo el kilogrdmetro (kgm) o

kilopondimetro (kpm), que es el frabajo realizado por un kilogramo-filerza que,

permaneciendo constante, desplaza su punto de aplicacién un meiro en su propia
direccidn y sentido. Su equivalencia con el julio se deduce asf:

lkgm =kgf-m= g Nm=g]
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EJEMPLO 8.4

Calculemos el trabajo que debe realizar un excursionista, que transporta una mo- Fy &
chila de m = 12 kg, con velocidad constante, para elevarla # = 100 m siguiendo V¥ F A
una rampa que forma con el plano horizontal un dngulo @ (Figura 8.14). F ’
Solucion: a
Las fuerzas que actiian sobre la mochila son mgy la realizada por el excursionis- ; b
ta I, Como la velocidad es constante, debe verificarse: A
¥
ma=mg+¥F=0 0
Figura 8.14.

de donde F= —mg=mgjy F= mg=12kg x 9,8 m/s* = 117,6 N.
El trabajo realizado por el excursionista es:

I I
W=J.F-lr=J. F j- (cos fi+sen 6f) -:ﬂ=J. Fsen @ dl= Fsenfl I= Fh=11 760

o 0

Hay que hacer notar que el trabajo s6lo depende de la altura £y no del d4ngulo @
que forme la rampa, ni del camino seguido.

El trabajo realizado por las fuerzas de la gravedad serd igual y de signo con-
trario, ya que es mg= —F:

wg= J.ﬂg-i'= J-—F.‘r= —w

En definitiva, el trabajo total realizado sobre la mochila por todas las fuerzas que
actiian sobre ella es nulo,

EJEMPLO 8.5

Un bloque de masa m se desplaza sobre una rampa que forma un éngulo 6 con el
plano horizontal, ejerciéndose sobre €l una fuerza F paralela al plano de la ram-
pa. El coeficiente de rozamiento al deslizamiento entre el blogue v el plano de la
mmpa es i. Sabiendo que el desplazamiento se ha realizado a velocidad constan-
te a lo largo de una distancia /, calculemos el valor de 1a fuerza F y el trabajo rea-
lizado por ésta.

Solucion:

Las fuerzas que actian sobre el bloque se han indicado en la Figura 8,15, La
ecuacién fundamental de la Dindmica se expresa:

ma= (F— f— mgsen i + (N — mgcos6)j

Puesto que la velocidad es constante, la aceleracién debe ser nula:

F—f- =0y N=
mgsen @ y mgcos 6 Figura 8.15.

La fuerza de rozamiento serd f= uN= umgcos y, con ello, la fuerza F se
expresa:

F = mg(senf + ucos )i
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Hl trabajo realizado por esta fuerza es:

W= J.F-i'= J.mg(senﬁ' + pcos @) dx = mglisenf + pcos

EJEMPLO 8.6

Una particula cuyo vector posicién es:
nt Fids
r=3cos—1i+3sen—
cos — sen—_ J

estd atraida por el eje OY con una fuerza proporcional a su distancia a este eje,
siendo la constante de proporcionalidad K = 6. Calculemos el trabajo realizado
por la fuerza desde los instantes { =0 a = 3, sabiendo que todas las unidades
estdn en el S.I. (Figura 8.16).

Solucién:
La fuerza sobre la particula se expresa

I3 f f
F=—-Bcosn 1 y dr=vd=(—sena_1+cosn_jal2ct
H trabajo elemental realizado serd
n t
W—F-va?—gisenngdr

que integrado entre 0 y 3 da:

EJEMPLO 8.7
2

s
Una particula describe la curva r = R(ms Rl + sen 7 j). Sobre ella actiia una

fuerza proporcional al arco recorrido y siempre tangente a la trayectoria, siendo
la constante de proporcionalidad C = 4, Calculemos el trabajo realizado por esta
fuerza desde la posicién s = 0 hasta s = n /)2 (Figura 8.17).

Solucién:

La expresién de la fuerza es F = 4sT y la del desplazamiento, dr = dsT, con lo
cual el trabajo elemental realizado es:

diW = 4sds
y, al integrar para todo el recorrido, resulta:

niyf2 ol ks
W=J. 4Sd§=4|:5j| = g2 K2

0 [i]
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m Trabajo de rotacién

Consideremos un cuerpo rigido que puede girar alrededor de un eje fijo, que toma-
remos como eje de las zetas, y sea w = wk el vector que define la rotacién. Si en
el punto A del sélido actiia una fuerza F(F,, F,, F)), veamos cuél es el trabajo pro-
ducido por ésta al realizar un giro infinitesimal el cuerpo (Figura 8.18),

El desplazamiento del punto A serd: dr = vdf = (w X r) df y el trabajo elemen-
tal realizado por esta fuerza es:

dW=F-d&r=F-(@ XD d=w-xFd=k@®xFdl =
=Mo-&0 = M,do

H trabajo elemental realizado por una filerza cuyo punto de aplicacién gira
alrededor de un efe es igual al producio del momento axial de esa filerza respecto
al efe de giro por el dngulo elemental descrito.

Si sobre el cuerpo actian una serie de fuerzas F,, F,, ..., F,, en los puntos
cuyos vectores de posicién son, respectivamente, 1y, I, ..., Iy, el trabajo elemental
producido en un giro infinitesimal es:

dW=Y dW,= Y M,E)-d0 = M, 0 = M, db

es decir, es igual al momento resultante en un punto del eje de rotacién multiplica-
do escalarmente por el vector desplazamiento elemental angular,
En una rotacion finita, el trabajo estd dado por la integral:

[8.11]

2z
W= Jw M. do 8.12]
ﬂl
definida entre las dos posiciones o los dos instantes considerados.

m Potencia

Se define la potencia como la derivada del trabajo respecto al tiempo, o bien, co-
mo el trabajo producido o consumido en la unidad de tiempo:

P= dWdt [8.13]
Esta expresion puede transformarse asi:
dV F &
P—E—?—F-V [b_lfH

y la potencia se expresa como el producto escalar de la fuerza por la velocidad de
su punto de aplicacién.

Las dimensiones de la potencia son: [P] = MI2T 3,

La unidad de potencia, de acuerdo con [8.13], se define como la pofencia de
una filerza que realiza la unidad de trabajo en la unidad de tiempo, En el 8.1, 1a
unidad se denomina vatio (W) y es la potencia de una maquina que realiza, o con-
sume, un trabajo de un julio cada segundo. En el sistema C.G.S. la unidad es el er-
gio por segundo, que no tiene nombre especifico,

En el sistema técnico la unidad es el kilogrimetro por segundo o kilopondime-
tro por segundo. Usualmente suele emplearse el caballo de vapor (C. V.), cuyo va-
lor es de 75 kpm/s y cuya equivalencia con el vatio es:

1CV.=75kpm/s =75 go Vs =75 gg W = 735498 75 W

Figura 8.18.

Unidad de potencia: vatio

Caballo de vapor (CV)
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Horsepower (hp)

Kilovatio-hora

Figura 8.19.

H sistema inglés usa como unidad de potencia el Horsepower (hp), cuya equi-
valencia es:
1 hp = 550 fi. Ib/s <> 746 w

Esta unidad fue establecida por Watt (1736-1819) para medir la potencia de su
nuevo ingenio, la miquina de vapor, y lo hizo por comparacién con el trabajo rea-
lizado por un buen caballo durante un dia. Parece ser que obtuvo para éste la po-
tencia de 360 ft.1b/s y establecié que su ingenio desarrollaba una potencia de 1,5 de
la correspondiente al caballo.

Hay que hacer notar que el kilowatio-hora no es unidad de potencia, sino de
trabajo; es el trabajo realizado por una maquina de 1 kW de potencia funcionando
dirante una hora. Su valor en julios es:

1kW-h=10"W.3600s=36%x10°J

En un movimiento de rotacién, utilizando la Expresién [8.11] del trabajo, po-
demos obtener la potencia aplicando la [8.13]:

dW  Mgdd
P=—=——-= 8.15
= 5 Mrw (8.15)
es decir, es el producto del momento axial de la fuerza respecto al eje de giro por
la velocidad angular de rotacién.

A4 BB E 8 Potencia de un coche

Un coche sube una rampa recta de pendiente 8° y longitud 600 metros (Figu-
= 8.19). El peso del coche es de 1 400 kg. Despreciando las fuerzas de rozamien-
io, calculemos la potencia que debe desarrollar el motor en los siguientes casos:

1.° Para subir la rampa con velocidad constante en un tiempo de 27 segundos,

2.° Para subir la rampa con aceleracién constante, sabiendo que al comienzo
de ella la velocidad era de 60 km/h y ha tardado 21 segundos.

3. La potencia que estd dando al llegar al final de la rampa y la velocidad
con la que llega,

Solucion:

1.° Las fuerzas que actiian sobre el coche son la gravedad, mg la reaccién nor-
mal del suelo, N, y la fuerza que ejerce el motor, F. La ecuacién de la Dindmi-
ca es:

mai=F + mg+ N = Fi — mgsen 81+ (N — mgcos8°)j

Puesto que el coche no se mueve en la direccion OY debe ser
N= mgcos 8 = 13 586,48 N y la ecuaci6n del movimiento:

ma= F— mgsen8 = F— 1909455 (1)

Al subir el coche con velocidad constante es a=0y F'=1909455 N, La
velocidad constante del coche es v = G00/27 = 200/9 m/s y la potencia que desa-
molla es;

P=TF.v= 1909455 x 200/9 = 4243233 W = 57,69 CV




Principios fundamentales de la Dindmica = 115

2. Al ser ahora el movimiento uniformemente acelerado es:
v=at+v, y e=1/2af+ .t
Particularizando la dltima ecuacién para las condiciones del problema,
600 = %441 a+ 50/3 de donde la aceleracion es a = 1,134 m/s”,
La potencia instantdnea es

P=F.v=ma+ 1,3639) - (at + 50/3) =
= 1400 (1,134 + 1,3639) - (1,134 t+ 50/3) =
= 3965,66f+ 58 284,25 W = 5392 {+ 79,24 CV

3,° Al final de la rampa llega en el instante ¢ = 21 s, luego la potencia que estd
dando en ese momento es:

Pe=5392 x 21 + 9,24 = 19247 CV
La velocidad con la que llega al final de la rampa es:
v = 1,134 x 21 + 50/3 = 40,48 m/s = 145,73 km/h

m Potencial. Funciéon de fuerzas

Cuando en una regi6én del espacio existen fuerzas funcién univoca del punto se di-
ce que en esa region existe un campo de fuerzas, Para cada punto (x, J, 2) existird
una tinica fuerza F = F(x, y, 2).

Si en un campo de fuerzas el trabajo realizado por la fuerza F, al desplazarse
desde una posicién 1 a otra 2, es independiente del camino seguido, es decir, de-
pende tinicamente de la posicién inicial y final, se dice que el campo de fuerzas
tiene potencial o que deriva de un potencial. Para que esto suceda debe existir una
funcién U, que denominaremos potencial, tal que verifique:

dU= — (F,dx+ F,dy + F,d) = —dW 8.16]

ya que, asi, de la ecuacién [8.10] se obtiene:
2
W=—J. dU= U1) — U2) [8.17]
1

Fl trabajo efectuado por las fuerzas del campo, para desplazarse desde una
posicién inicial 1 hasta otra final 2, es igual a la diferencia entre el valor del po-
tencial en la pasicidn inicial y en la final. Evidentemente, a lo largo de cualquier
trayectoria cerrada el trabajo serd nulo. El signo negativo de la ecuacién [8.16] es
debido al convenio de signos adoptado, segiin el cual, el trabajo producido por las
fuerzas del campo se considerard positivo y el trabajo realizado en contra de las
fuerzas del campo, negativo.

H potencial serd funcién univoca de la posicién, U = Ulx, ¥, 2); en cada punto
el potencial toma un valor dinico y su diferencial total es:

ou alJ ou
dU—E{if*i"a—ydy*i"Edz
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Superficies equipotenciales

Figura 8.20.

Figura 8.21.

Vector nabla

que al identificarse con [8.16] da:

ou ouU U
FF=—-—— F=-— E=-—— 8.18
% ox & dy % 0z =
lo que permite escribir F en funcién del potencial:
F=FEi+ Ej+ Fk [8.19]

Definiendo un nuevo ente, que denominaremos gradiente de una funcidn, me-
diante la expresion:

eF. abl. .l
gadlU=—i+—j+—k 8.20
ox By'l 0z [8.20]
la fuerza del campo en un punto resulta ser igual y opuesta al gradiente del poten-
cial en ese punto:
F=—gadlU [8.21]

En muchos casos, se utiliza la funcién V= — U a la que se denomina fimcién de
filerzas y en funcién de la cual es F = grad V.

Se llama superficie equipotencial al lugar geométrico de los puntos en los que
el potencial toma un mismo valor:

Ux, 2= a [8.22]

Esta familia de superficies de pardmetro a no puede tener puntos comunes, pues
ello supondria que en un mismo punto del espacio el potencial toma valores dis-
tintos.

Segiin [8.17], el trabajo realizado en un desplazamiento cualquiera sobre una
superficie equipotencial es nulo, puesto que el potencial es el mismo en todos sus
puntos. En consecuencia, la fiterza del campo en cada punto debe ser normal a
la superficle equipotencial que pasa por ese punto. De lo que se deduce que el
gradiente de una funcién en un punto es normal a la fiuncién en ese punto.

Si hacemos el desplazamiento elemental siguiendo la normal comiin a dos su-
perficies equipotenciales I/ y U+ dU el trabajo es positivo si vamos de la de
mayor potencial a la de menor y negativo, en el caso contrario (Figura 8.20):

War= UB — YA =U+dU—- U=dU
W= UA - UB=U—(U+dlh= —dU

lo que nos indica que el sentido de la filerza del campo es el de los potenciales
decrecientes y el gradiente del potencial seguird el sentido de los potenciales cre-
centes,

Al pasar de un punto A de la superficie equipotencial de potencial U a otro
cualquiera B de la superficie equipotencial de potencial U+ dU (Figura 8.21), la
variacién de potencial es siempre la misma, dU Esta variaci6n serd tanto més rpi-
da cuanto menor sea el camino recorrido desde A a B, es decir, la variacién més
rdpida se obtiene cuando B pertenece a la normal a la superficie Uen A, y esta di-
reccién es la del gradiente de U, Por tanto, ef gradiente de una funcién en un punto
tiene la direccién de 1a maxima variacion de la fiincidn a partir de ese puno.

Simbélicamente, la [8.20] puede escribirse como grad I/ = V [ siendo:

0 d d
El+5fl+a_zk [8.23]

vecior simmbwilico que se denomina mahbla

V=
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Si el campo deriva de un potencial serd F = —V Uy el producto vectorial de
nabla por F, que denominaremos rofacional de F, es nulo:

VxEF=Vx{(-VU)=0

lo que constituye la condicién necesaria para que el campo tenga potencial, y se
desdobla en las tres escalares:

0F, _0F, O _OF, _ 0F,_0F,

oy o0z ' 0z ox ' dx oy
Estas condiciones son suficientes puesto que, si se verifican, hacen que sea
V x F =0, lo que exige que sea F = VI/y el campo potencial.

Si en una regién del espacio estin definidos dos campos potenciales, el campo
resultante en un punto de esta regién es la suma de ambos:

F=F +F,

Veamos cémo el campo resultante también es potencial y su potencial es la suma
de los potenciales de los dos campos. Teniendo en cuenta el cardcter lineal del
operador V, se expresa:

F=F+F=-VU -VlU=-V(U+hH)=-VU
siendo:
U=U+ L,
Se definen las ffneas del campo como aquellas Iineas que en cada punto son
entes al vector campo en ese punto. En estas lineas el vector diferencial de
arco dr(dx, dy, d2) en cada punto debe ser paralelo al vector campo en ese punto,
lo que se expresa:
dx dy dz
F, F, F,
que son las ecuaciones diferenciales de las lineas del campo.
Si el campo tiene potencial, se expresan:

d _dy dz
U™ 0™ U
dx dy oz

A e BCH-H Potencial de las fuerzas elésticas

Un ejemplo tipico de fuerzas eldsticas son las ejercidas por un muelle, las cuales,
dentro del limite eléstico, son proporcionales a los alargamientos o acortamientos,
expresindose como ya hemos indicado, que para el muelle de 1a Figura 8.23 es:

F=—kxd

sendo £ la constante elistica del muelle. Obviamente, para esta fuerza es

V x F = 0y existird potencial, el cual deber4 verificar:
oUu au oUu

—_ h . —_ 0 . —_—

FrRa E—ﬂ

Baperposicién

Lineas del campo

de cam-

Linea del
campa

Superficie
equipotencial

Figura 822.

Figura 8.23.
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Figura 8.24.

es decir, el potencial no depende ni de y ni de z tinicamente de X, por fanto, es:
1

Cuando el muelle esti en su estado natural, ni alargado ni acortado, x = 0, no al-
macena energfa potencial eldstica, por lo que debe ser L, =0, y el pofencial
e las fuerzas eldsticas seré:

1
Etivri ki [8.24]

Las superficies equipotenciales tienen por ecuacién:

_ 24
*=Jx

por tanto, son planos normales al eje del muelle,

LB BB [ Potencial gravitacional

Consideremos una masa m a la distancia x del centro de la Tierra (Figura 8.24).
La fuerza de atraccién sobre ella es:

Mm Mm
F= —GTI,,-— —G?l

en la que hemos elegido el origen O en el centro de la Tierra y el eje OX, que
pasa por la masa, Como ficilmente se puede comprobar, V X F = 0 y existe fun-
dén potencial, que debe verificar:

oU Mm ou oUu
F,——E——G7 M F_‘?——a—y—ﬂ 5 E——E—ﬂ
H potencial tinicamente serd funcién de x y verificar:
du Mm
PPk

cuya integracidn es:
(4 x
J dU = GMm j =z
U, R s
L]* 1 1
U-U-= GMmI:——] = GM’IJ(———) [8.25]
x | B x
En funcién de la aceleracién de la gravedad en la superficie terrestre,
8% = GM, se expresa:

1 1 x— R h h
U—Us=mg1R‘z(§—;)=mg,R : mg;RR+h=mg,—h
1+
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férmula en la que /7 es la distancia de la masa a la superficie de la Tierra, Para
puntos préximos a la superficie terrestre, 1 << Res #/R << 1 y puede expresar-
se:

U- U, = mgh

Si tomamos como potencial nulo el correspondiente a la superficie de la Tierra,
debemos hacer en las expresiones anteriores U =0,
Las superficies equipotenciales tiene por ecuacién:

__mgR
X_mgiR— Ul—cte.

lo que indica que son superficies esféricas de centro el de la Tierra y radio de va-
lor x funcién del potencial.

EJEMPLO 8.11

Sea el campo de fuerzas:

F=—-2xi—yj— 28k
Veamos si el campo es o no potencial:
J
L |
0

%‘lmn

VxF= dy

_X__
2 Y T3;

Por tanto, el campo es potencial y deben verificarse las relaciones [8.18], las cua-
les nos van a permitir calcular el potencial:
oU aUu eU =z
— 2X — . —

R A T

De la primera se deduce que el potencial es de la forma U= x* + f(y, 2). Para
que cumpla la segunda, debe ser:

of _
ﬂy_y
y, por tanto, la funcién £ es de la forma:
1
fmz it 4o

Con esto, el potencial se expresa:

U=f+%y"+g(z;




120 = Fisica general

Obligaremos ahora a que cumpla la tercera relacion, lo que da:
6y _dg_ %
oz dz 32

de donde g= Z/16 + cte. y, con ello, el potencial resulta:

1

Z + de.
= de

1
U=f+5f+
Si se toma como origen de potenciales el punto (0, 0, 0), resulta:
Us2+op+— 2
G 16

La ecuacién de las superficies equipotenciales es:

y 7
XZ+E+E—3
que escrito de la forma:
P'e
a 2a l6a

pone de manifiesto que es un elipsoide cuyos ejes son los del sistema de referen-

dia, siendo el valor de sus semiejes \/E, J2ay 4\/5.
Las ecuaciones diferenciales de las lineas del campo son;

de_dy_sar

2 y i
La integracién de la primera da 1/2Inx=Iny+InC, =InC y, de donde
x= Cy?, que son paraboloides de eje paralelo a OZ.
La integracién de la segunda da Iny= 8Ilnz+ In(;=1n C,#, de donde
¥= C2, que son superficies regladas de generatriz paralela a OX La intersec-
c6n de ambas superficies nos da las ecuaciénes de las lineas del campo.
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Galileo naci6é en 1564, en Pisa (Toscana). A los 17
afios comenzd sus estudios de Medicina, pero su ver-
dadera vocacion fueron las Mateméticas y la Filosofia
natural, Estudié matemdticas, primero de forma parti-
cular, siendo su tutor Ricci, y luego en la Universidad
de Pisa, A los 20 afios ya escribié algunos trabajos,
ampliando los de Arquimedes sobre centros de grave-
dad, v a los 22 publicé La Bilancetta, donde describe
una balanza hidrosttica y su uso para conocer la pro-
porcién de oro o plata en los cuerpos, A los 25 afios
era profesor de Matemdticas en Pisa. Aquf conocid la
teorfa aristotélica del movimiento, a la que se opuso,
manteniendo que todos los cuerpos, independiente-
mente de su densidad, caen con la misma velocidad en
é vacfo, Realizé miiltiples experiencias para su com-
probacion, siendo decisiva su experiencia en la que
cuerpos de diferente densidad cafan rodando por un
plano inclinado, para la que estableci: «en tiempos
iguales ocupan posiciones iguales»; también concluyé
que «en el vacio todos los cuerpos, independientemente
de su peso y forma, son uniformemente acelerados de
la misma manera y su distancia recorrida es proporcio-
nal al cuadrado del tiempo empleado», todo lo cual
publicé en su libro De Motu (Sobre el movimiento).

En 1592 fue nombrado profesor de la Universidad
de Padua (Repiiblica de Venecia), donde reinaba un
espiritu fuertemente euclideo y geocéntrico. Sin em-
bargo, en una carta a Kepler, en 1598, ya manifiesta a
éste su inclinacién hacia el sistema de Copérnico.

En 1599 se unié a Marina Gamba y tuvo tres hijos:
dos hijas, Virginia y Livia, y un hijo, Vincenzio. Las
dos hijas profesaron como monjas en el convento de
San Mateo, préximo a Arcetrio, con los nombres de Sor
Maria Celeste y Sor Arcédngela, respectivamente. Su hija
Marfa Celeste manfuvo siempre gran contacto con su pa-
dre a través de mas de 120 cartas que alin se conservan,

En 1602, descubre que el periodo de un péndulo no
depende del arco descrito y explica el isocronismo en
una carta dirigida a su amigo Santorio, médico en Ve-
necia, el cual comenz6 a usar un péndulo pulsilogium,
para medir el pulso de sus pacientes,

En 1603 construye el primer termémetro basado en
la dilatacién del aire y, en 1609, parece que conoce la
existencia de un catalejo que ha construido Dutch en
Venecia y se dedica a la construccién de telescopios al
cbjeto de observar el firmamento.

En 1610, la familia Medici le lleva a su corte de
Venecia, Haciendo uso de sus telescopios realiza una
serie de descubrimientos astrondmicos que publicé con

d titulo Sidereus Nuncius (Mensafes de las estrellas),
que caus6 enorme sensacién y en el cual dice haber vis-
to montafias en la Luna, que la Via Lictea estd formada
por infinidad de estrellas y que Jipiter tiene cuatro saté-
lites. En 1613 observa que Venus tiene fases andlogas a
las de la Luna, pero que su érbita se realiza alrededor
del Sol. Aungue un astrénomo tan famoso como Tycho
Brahe defendiera que si bien Venus y otros planetas
pueden girar alrededor del Sol, todo el conjunto puede a
su vez girar alrededor de la Tierra, Galileo cada vez es
més partidario de la teorfa de Copérnico.

En 1616, parece ser que, de forma particular, se le
recomienda que no defienda la teorfa copemicana,
contraria a la interpretacion que algunos religiosos ha-
cen de las Sagradas Escrituras, Galileo, en una carta
dirigida a Castelli, indica a éste que «las Escrituras no
se han escrito para conocer cémo se mueve el cielo, si-
no para llevarnos al Cielo» y sigue buscando pruebas
que demuestren su teorfa. Asf, en su Dialogo sobre las
mareas, mantiene que la Tierra no puede tener sola-
mente el movimiento de rotacién alrededor de su eje
polar, pues este tinico movimiento no serfa capaz de
provocar las mareas. Para su explicacién, defendi6 la
necesidad de que la Tierra girara alrededor del Sol, ya
que esto harfa moverse las particulas de agua respecto
a la Tierra, pues cuando estin en la posicién més aleja-
da del Sol, las velocidades lineales debidas a las dos
mtaciones se suman y, cuando estin en la posicién
mis proxima, se restan. Razonamiento plausible pero
erréneo, ya que Galileo no conocia la existencia de la
gravitacién universal.

En 1624 obtiene la confianza del Papa Urbano
VIII, que le permiti6 desarrollar sus trabajos sobre el
sistema de Copérnico en todo lo que se refiriera a su
estudio matemético. Pero, en 1632, publicé, en Floren-
da, su Didlogo acerca de los dos grandes sistemas
mundiales, el de Ptolomeo y el de Copérnico, en el
cual defendfa con todo tipo de argumentos el sistema
heliocéntrico, mofindose de algiin religioso que man-
fenfa opinién contraria a la suya, tachdndole de igno-
mnte y vanidoso, Ese mismo afio fue denunciado ante
el Tribunal de la Inquisicién y considerado sospechoso
de herejfa, por lo cual fue confinado en su villa de Ar-
cetri (Florencia) con prohibicién de publicar, Allf, si-
guié trabajando rodeado de discipulos y amanuenses y,
en 1638, publicé en Leiden (Pafses Bajos) su Discurso
sobre Ias das nuevas clencias, en el cual desarrolla su
teorfa sobre el movimiento y sobre la resistencia de los
materiales. Muri6é en su villa de Arcetri, en 1642,



122 w Fisica general

Isaac Newton, nacié en Woolsthorpe, villa préxima a
Grantham, en Lincolnshire. Como fecha de nacimiento
se suele dar la del 25 de diciembre de 1642, pero se
debe tener en cuenta que el Calendario Gregoriano no
fue aceptado en Inglaterra hasta 1752 y, en consecuen-
da, su fecha de nacimiento referida a este calendario,
que es el actualmente vigente, es la del 4 de enero de
1643. No conocid a su padre, que murié tres meses an-
tes de su nacimiento, Su madre se casé de nuevo cuan-
do €l tenia dos afios y fue criado en casa de su abuela
materna, asistiendo a la escuela en Grantham, Ense-
guida demostré su gran talento y su tio William, her-
mano de su madre, decidié prepararle para su ingreso
en la Universidad. El 5 de junio de 1661 fue admitido
en el Trinity College de la Universidad de Cambridge.
Su madre se desentendié de su financiacién y Newton
fue becario, actuando como sirviente de otros residen-
tes, siendo, por ofra parte, el mejor estudiante de la
dase.

Por aquel tiempo, en el Trinity se impartia la filo-
soffa de Arnstételes y Descartes, y la mecénica y astro-
nomia de Copémico, lo que ejercié una enorme in-
fluencia en la formacién de Newton. Su talento
matemético comienza a destacar con la llegada de Ba-
mow como profesor de Mateméticas, pero en el verano
de 1665, debido a la peste, se cierra la Universidad de
Cambridge y Newton debe volverse a Lincolnshire,
Aqui, se dedica al estudio de métodos analiticos que
unifican formas de resolver problemas diversos, como
hallar tangentes a curvas, dreas limitadas por curvas,
longitudes de arcos, y miximos y mfnimos de funcio-
nes, lo que parece ser precursor del posterior cilculo
diferencial e integral de Leibniz, Al reabrirse la Uni-
versidad, en 1667, Newton se incorpora vy, en 1669, es
nombrado profesor de Mateméticas, Sin embargo, sus
primeros trabajos fueron sobre Gptica, al comprobar
que un haz de luz solar, al atravesar un prisma, se des-
compone en una serie de haces coloreados. Newton ar-
gumenta que la luz solar es una mezcla de diferentes
tipos de luces que son refractadas de diferente manera
por el prisma y observa que esto es la causa de las abe-
maciones cromaticas que se producen en los telesco-

pios que usan lentes de refraccién, por lo cual propuso
y construyd un telescopio por reflexién, que doné a la
Royal Society, de la cual fue nombrado miembro, en
1672, No intuyd la naturaleza ondulatoria de la luz a la
que supuso corpuscular,

Parece ser que fue en los afios 1665 y 1666, duran-
te su estancia en Lincolnshire, cuando consideré que la
misma fuerza que hacfa caer la manzana era la que
mantenfa a la Luna alrededor de la Tierra, equilibran-
do a la fuerza centrifuga. En 1678, Newton sufrid su
primera crisis nerviosa, Hooke, entre 1679 y 1680, se-
gin se deduce de sus cartas, le indujo a estudiar el pro-
blema del movimiento de un cuerpo bajo la accién de
fuerzas centrales inversamente proporcionales al cua-
drado de la distancia. Asf, cuando Halley, en 1684 le
pregunté como serfa la trayectoria de un planeta, si la
fuerza ejercida por el Sol fuera inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia, Newton le contestd
inmediatamente: «una elipse». Halley quedé sorpren-
dido y le pregunté cémo podifa saberlo, a lo que New-
ton le replicG: «lo he calculado». Posteriormente,
Newton le enviaria a Halley la solucién matemética
del problema,

Newton, temeroso de cometer errores, quizis por
las fuertes criticas que habfan tenido sus trabajos sobre
dptica, tuvo que ser convencido por Halley para acabar
sus trabajos sobre mecénica y publicarlos y, en 1687,
se edit6 su obra cumbre: Philaosophiae Naturalis Prin-
dpia Matemdtica, En esta obra se establecen los prin-
dpios de la Mecénica clésica, se identifica la gravita-
¢ién como una fuerza universal y se aplica al estudio
del movimiento de los seis planetas conocidos, de las
mareas y sus variaciones, a la precesién de los ejes te-
mwestres, v a la perturbacién que ejerce el Sol en el mo-
vimiento de la Luna. En 1693, sufrirfa una segunda
crisis nerviosa.

En 1701, la Universidad de Cambridge le eligié
como uno de sus dos representantes en el Parlamen-
to. En 1703 fue elegido Presidente de la Royal Society.
En 1705 fue nombrado caballero. Newton nunca se ca-
88, vivié modestamente y murié en 1727, siendo ente-
mado en la Abadia de Westminster.



Estatica

m Estado de equilibrio

Se dice que un sistema material estd en equilibrio bajo la accién de un sistema de
fuerzas cuando éstas no modifican el estado de reposo o movimiento en que se en-
cuentre, es decir, no le imprimen aceleracién alguna, a = 0.

Llamaremos sisfema material a la porcién de universo objeto de nuestro estu-
dio, diciendo que es rigido, cuando la distancia entre dos cualesquiera de sus pun-
tos permanece constante, y deformable, en caso contrario.

De acuerdo con su definicién cabe distinguir dos tipos de equilibrio: el estdtico
y el cinemdtico, Se dice que un sistema material estd en equilibrio estdtico bajo la
accidn de un sistema de fuerzas cuando éstas, si el sistema estaba inicialmente en
reposo, lo mantienen en él, a= 0 y v = 0. Un sistema material estd en equilibrio
cinemdtico bajo la accién de un sistema de fuerzas cuando éstas conservan su esta-
do de movimiento, a = 0 y v = cte. Posteriormente, estudiaremos un nuevo tipo de
equilibrio, el equilibrio dindmico, en el cual tendremos en cuenta como una fuerza
més a las lamadas fllerzas de inercia, — ma. En este capitulo nos referiremos tini-
camente al equilibrio est4tico.

m Tipos de fuerzas o acciones

Las fuerzas que actiian sobre un sistema material pueden tener naturaleza muy dis-
tinta. Una primera clasificacién puede hacerse en dos grupos: acciones de contacto
y acclones a distancia, Las primeras son aquéllas en las cuales el agente, para pro-
ducir su accién sobre el sistema, debe estar en contacto con éste, ejerciéndose la
accién sobre los mismos puntos de contacto, Asf, por ejemplo, si un sistema recibe
un impacto, la accién se ejerce (inicamente durante el tiempo que estidn en contacto
el sistema v el cuerpo que impacta, Las fuerzas de rozamiento estudiadas en el ca-
pitulo anterior son un ejemplo muy importante de acciones de contacto. Dentro
de este apartado también debemos incluir las acciones ejercidas mediante barras,
cables o muelles.

8:1.
9.2.
9.3.

9.4.

B
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9.7.

9.8.
99.
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Poligono de fuerzas cerrado £ = Q.
Punto de equilibrio

Figura 9.1.

Las acciones a distancia son las que se ejercen sin necesidad de que el sistema
yel cuerpo que las provoca estén en contacto. Asf, tenemos la accidn gravitacional
(planeta-satélite), accidn eléctrica (Ambar frotado-papelitos), accidn magnética
(imén-trozo de acero) y accidn elecfromagnética (hilo conductor recorrido por una
corriente-aguja imantada).

Atendiendo a la localizacién respecto al sistema de los cuerpos que producen
las acciones, éstas se clasifican en acciones interiores y acciones exteriores, segin
que la causa de la accidn pertenezca al sistema o sea exterior a él.

ET Equilibrio del punto material libre

H sistema material méds sencillo es el punto material, que puede definirse como la
particula de dimensiones suficlentemente pequenas para que pueda representarse
por un pinto geométrico.

Si la particula estd en equilibrio es a= 0 v, de acuerdo con la segunda ley de
Newton, debe ser F = 0. Es decir, la condicién necesaria para el equilibrio del
punto material es que /a resultante de las fuerzas que actian sobre él sea nula.

Reciprocamente, si la resultante de las fuerzas que actiian sobre el punto es nu-
la, F =0, segiin la segunda ley de Newton, debe ser a= 0 y el punto estard en
equilibrio si inicialmente lo estaba, es decir, si inicialmente era v = 0,

Por tanto, la condicién de equilibrio F = 0 es necesaria pero no suficiente,
pues ademis hace falta que sea v= 0,

La condicién vectorial de equilibrio para el punto material libre, F = 0, se des-
dobla en las tres escalares:

F,b=0 ; F,=0 ; E,=0 [9.1]

Si las fuerzas dependen de la posicién, las [9.1] forman un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas, que nos permite hallar las tres coordenadas de la
posicién de equilibrio o, si ésta es conocida, tres incégnitas cualesquiera.

En el caso de fuerzas coplanarias, el método gréfico puede dar una solucién
sencilla de los problemas de equilibrio del punto. Para ello, hallaremos la suma
geométrica de las fuerzas que actdan sobre el punto, denomindndose poligono de
fiierzas al formado disponiendo a éstas para su suma (Figura 9.1).

Si el poligono de fuerzas es cemrado, es decir, la resultante de las fuerzas que
actian es nula, el sistema estd en equilibrio si inicialmente lo estaba. Si el poligono
de fuerzas es abierto, el punto material no estar4 en equilibrio y para conseguir este
equilibrio serd necesario aplicar, ademds de las fuerzas que actdan, una igual y
opuesta a la resultante (Figura 9.2),

Poligono de fuerzas abierto. Para
conseguir el equilibrio debemos
anadir la fuerza F,; = —R

Figura 9.2.

Un caso singularmente importante, por ser base de los métodos de andlisis gré-
fico de estructuras reticuladas, es el que se presenta cuando son conocidas todas las
fuerzas que actiian sobre el punto salvo dos, de las que se conoce su direccidn,
La condicién de equilibrio nos determinard el sentido y médulo de las dos fuerzas
desconocidas; para ello, a partir de un origen O, dispongamos vectores equipolentes



a las fuerzas conocidas como si fueran a ser sumados geométricamente, tomando
como origen de cada uno de ellos el extremo del anterior, con lo que se forma la
poligonal OABC (Figura 9.3). Por el extremo C, tracemos una paralela a una de las
direcciones de las fuerzas desconocidas y por el origen O, una paralela a la direc-
cién de la otra fuerza desconocida, ambas rectas se cortaréin en el punto D, quedan-
do completamente determinadas las dos fuerzas desconocidas: F, equipolente a
CD y F; equipolente a DO.

Principio de aislamiento. Equilibrio de un punto
con ligaduras

El principio de aislamiento establece que fodo sistema material sometido a enla-
ces puede considerarse como libre y suprimir los enlaces, sin mas que considerar
ademds de las filerzas directamente aplicadas, las acciones que los enlaces efercen
sobre él. En consecuencia, el equilibrio de un punto sometido a enlaces se reduce
al estudio del equilibrio del punto libre, sin més que suprimir los enlaces y consi-
derar las acciones que éstos ejercian sobre el sistema.

Sea como ejemplo un punto material de peso P, sujeto a dos puntos fijos O, v
0, mediante sendos cables, que forman con la vertical d4ngulos de 30° y 45°, res-
pectivamente (Figura 9.4). Los enlaces impiden el movimiento del punto y éste es-
tard en equilibrio siempre que los cables sean capaces de resistir las tensiones que
se ven obligados a soportar,

ol
45 309

Ty T %

Figura 9.4.

Aplicando el principio de aislamiento, suprimiremos los cables y colocaremos
en su lugar las acciones que ejercen sobre el punto, sean éstas T, y T, respectiva-
mente. Ahora podemos considerar el punto como libre bajo la accién de B, T, y
T.,. La condicién de equilibrio es:

P + Tl + T2 =0
y, tomando como eje de las equis la horizontal y como eje de las ies la vertical, se
desdobla en:

T,%—T2¥=U : —P+Tl§+?2¥=ﬂ
sistema que resuelto da:
n=—22_ y -2
1+./3 1+./3

Figura 9.3.
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R, C Ty 1 i}
_I'I
= 1, !
_T4 T,
o I 4

R, T, T
H?g
m

Figura 9.5.

También indicamos en la Figura 9.4 la construccién grifica que nos permite
hallar las tensiones T, y T.

EJEMPLO 9.1

En la estructura de la Figura 9.5, que debe soportar la masa m, analicemos analiti-
ca y grificamente:

1.> Las tensiones en cada barra.
2.° Las reacciones de la pared en los apoyos.

Solucion analitica:

1.° En el diagrama de fuerzas se han representado las acciones que ejercen las
barras sobre los nudos de la estructura,
El equilibrio del nudo A nos da:

T,—TecosB=0 y Tsenfl—mg=0
de donde:
Ty=mgsenf y T,= T cosf=mgctgl
H equilibrio del nudo B nos da:
—T+ Tycos@+ Tjcos@=0 y Tysen@— Tisenff=0
de donde:
Ta=Ti=mgctgl y To=2T cost=2mgcigh
2.° El equilibrio del punto C nos da:
R-T:=0 , R =T,=—2mgcigfi
El equilibrio del punto O nos da:
R,-T,-T,=0

R, = Li+ Ty(cosOi+ sen0f) = 2mgctg 0 + mgj
Solucién gréfica:

1.° Tomemos un vector AM proporcional al mg (Figura 9.6). Por el extremo M
de éste trazamos una paralela a la barra OA y por el origen A, una paralela a la
barra AB, las cuales se cortan en el punto D). El vector MID es proporcional a T, y
el DA proporcional a T,, con la misma constante de proporcionalidad que lo es

AM a mg
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Para analizar el equilibrio en un punto 5tomemos un vector B = —DA; por
FPtrazamos una paralela a la barra BCy por 5 una paralela a la barra B0, ambas
se cortan en el punto E El equilibrio exige que PE sea proporcional a T, y que
EB sea proporcional a T,
2.° Elequilibrio en Cexige que R, sea igual a T, Para analizar un equilibrio en
un punto O tomemos un vector @Q igual a —T,; en el extremo §) colocamos el
vector QH = —T,, el equilibrio exige que el vector HO sea proporcional a R,
con la misma constante de proporcionalidad que habfa entre AM y mg

m Equilibrio de los sistemas materiales

Si un sistema material estd en equilibrio, evidentemente estarin en equilibrio todos
los puntos que pertenecen a él. Podremos considerar éstos como puntos libres su-
primiendo todos los demds del sistema, pero teniendo en cuenta las acciones que
gjercian los puntos suprimidos sobre el considerado. Denominaremos F, a la resul-
tante de las fuerzas exteriores sobre el punto considerado y F;a la resultante de las
fuerzas interiores, acciones de los demis puntos sobre el considerado. La condi-
cién necesaria de equilibrio de este punto es:

F,+F=0

y, como esto se verificard para todos y cada uno de los puntos del sistema, suman-
do las correspondientes ecuaciones para cada punto resulta:

SE+YF=F=0 [9.2]

pues en virtud de la tercera ley de Newton, debe ser ) F,= 0.

Consideremos ahora los momentos que, respecto a un punto cualquiera o, dan
las fuerzas que actiian sobre un punto material genérico del sistema. Debido a que
el sistema de fuerzas que actda sobre un punto es concurrente, el momento resul-
tante coincidird con el momento de la resultante, considerada como vector desli-
zante cuya lfnea de accidn pasa por el punto de concurrencia.

Sean MAF,) y M(F ) los momentos respecto a un punto cualquiera o de la re-
sultante de las fuerzas exteriores y de la resultante de las fuerzas interiores, respec-
tivamente. Si el sistema estd en equilibrio, seré:

R=F +F =0
Yy, por ser un sistema de vectores concurrentes, es:
M,R) = MF,) + MF) =0

Igualdad que se verificard para todos los puntos del sistema. Al sumar todas las
ecuaciones cormrespondientes a cada punto del sistema, tendremos:

Y MyF,) + Y M) =Y MyF,) =0

ya que las acciones interiores forman un conjunto de infinitos sistemas de dos vec-
tores directamente opuestos.

Equilibrio del punto A

Equilibrio del punto O

=T

T,=R,

Equilibrio en el punto O

o _TZ ]

_TJ.

R,
Figura 9.6.
I
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Figura 9.7.

En consecuencia, para que un sistema material esté en equilibrio estdtico si ini-
cdalmente lo estaba, deben verificarse:

YF,=0 y YMyF)=0 [9.3]

es decir, las fllerzas exteriores deben constituir un sistema de vectores deslizantes
nitlo, Condicién necesaria pero que, ademds, necesita que sea v =0,

EJEMPLO 9.2

Una gria cuyo brazo es de 10 m, supondremos de masa despreciable, lleva un
contrapeso de 8 000 kg y tiene que elevar una carga de 2 400 kg, Calculemos:

1.7 ;Qué esfuerzo vertical debe soportar?

27 ;A qué distancia del eje de la griia debe colocarse el contrapeso para que el
momento en la base de la griia sea nulo?

Solucion:

1.° En la Figura 9.7 se han representado la gria y el diagrama de fuerzas que
actiian. Puesto que la resultante debe ser nula, es:

N — 8000 gj — 2400 gj =0
por tanto:
N = 10 400 gj = 101 920 j newtons

2. El momento resultante en O debe ser nulo, también lo serd el momento re-
sultante en A:

—14x —8000 gj + 10d x —2400 gj = 0

de donde 1 = 3 m.

m Centros de gravedad y de masas

Consideremos un sistema formado por n puntos materiales y sea m, la masa del
punto genérico A, Cada uno de éstos, debido a la acci6én de la gravedad, tendrd un
peso P, todos los cuales serdn paralelos entre sf, constituyendo un sistema de vec-
ores localizados paralelos. Este sistema puede reducirse a un vector tinico,
P =3 P, situado en el centro del sistema de vectores que denominaremos cerntro
de gravedad del sistema material considerado. Por tanto, el vector posicién del
C.D.G. estd dado por la expresion:

Y Pr
=&/ 9.4
YR -
Y, puesto que en cuerpos de dimensiones normales podemos suponer sin error
apreciable que g es la misma en todos sus puntos, resulta:
" =Em1§rj=2—’ﬂ.irj=
“YImg Im

e

re {9‘-1]
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denominédndose al punto C, centro de masas (c.d.m.). Esta ecuaci6n se desdobla en
tres ecuaciones escalares:

1 1 1 :
XG=IJEJJH1XJ : J"c::ﬂzj‘,mj}i : %=szmj% [9.6]

en las que M es la masa total del sistema.

El c.d.m, gozard de todas las propiedades demostradas para el centro de siste-
mas de vectores paralelos, es decir, serd tinico, independiente del sistema de refe-
rencia elegido, fijo dentro del sistema material, e independiente de la posicién de
éste, puesto que no depende de la direccién de los vectores.

EJEMPLO 9.3

Sean las masas m, = 1 kg, m, = 3kg y m, = 2 kg, que estén situadas, respectiva-
mente, en los puntos ({0, 0, 0), A0, 4, 0) y K0, 0, 3). Determinemos la posicién
de su c.d.m.

Solucidn:

La primera [9.6] nos da x-= 0. La segunda [9.6] nos da y-=3 x 46 =2,
y la tercera [9.6] nos da z- = 2 % 3/6 = 1. Por tanto, el c.d.m. estd en el punto
Ao, 2, 1).

EJEMPLO 9.4

Una barra homogénea de masa m = 2 kg vy longitud L lleva en cada uno de sus
extremos sendas masas de valor m; =4 kg y m, = 2 kg (Figura 9.8). Determine-
mos el ¢.d.m. del conjunto.

Solucién:

Tomemos la situacién de la masa m, como origen de coordenadas y el eje OX o L

"y X

4g

Xe=(4%x0+2x L2 +2x[)=3L8

Si el sistema material es continuo, se puede considerar como formado por infi-
nitos elementos diferenciales de masa, dm, y la Ecuaci6n [9.5] se transforma en:

rc=%2%ﬂ=rm [9.7]

la cual se desdobla en las tres escalares:

siendo M la masa total del sistema.

coincidente con la barra. La primera [9.6] nos da la posicién del ¢.d.m.; in'zé_

..E;j......f..z.g

Figura 9.8.
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Figura 9.9.

Propiedades

Si un sistema tiene un plano de simetrfa, el c.d.m. estar4 en este plano, pues toman-
do el mismo como plano XY, cada elemento de masa dm en el punto (x, y, 2) tiene
otro correspondiente en el (x, y, — 2), lo que hace que sea nulo el numerador de la
tercera [9.8] vy, por tanto, z-= 0,

Si lo que tiene el sistema es un eje de simetrfa, el ¢.d.m, estard sobre él, pues
tomando ese eje como eje OZ a cada elemento de masa dm en el punto (x, y, 2) le
corresponde otro en el (—X, — ¥, 2, lo que hace que los numeradores de la primera
y segunda de las ecuaciones [9.8] se anulen y, con ello, xo=0e yo=0.

Si el sistema tiene centro de simetria, éste serd su c.d.m., pues tomando éste
como origen de nuestro sistema de referencia, cada elemento de masa dm(x, y, 2
tendrd siempre el simétrico dnm( —x, —y, — 2 y los numeradores de las ecuaciones
[9.8] se anulardn, con lo cual el c.d.m. coincide con el origen,

La distribucién de masa puede ocupar una linea, una superficie o un volumen,
Analicemos cada uno de los tres casos posibles:

Distribucién lineal

La masa elemental, dm, ser4 la correspondiente a una longitud elemental, d, y
siendo 4 la densidad lineal, o masa por unidad de longitud, debe verificarse:

dm=idl
con lo coal la [9.7] se escribe:
ridl

Si la lfnea es homogénea, es decir, si todos los elementos dl tienen la misma 4,
puede escribirse:

rc;=j%'irtr [9.10]

siendo L la longitud total de la linea.

Centro de masas de una semicircunferencia
EJEMPLO 9.5 homogénea

Por tener la semicircunferencia un eje de simetrfa, el c.d.m. estar sobre él. To-
memos el origen del sistema de referencia en el centro de la semicircunferencia,
como eje OX la semirrecta que la limita y como eje OY e de simetria (Figu-
a 9.9). Se verificara:

§ydl

Yc= L

Haciendo el cambio de variable y = Ksenf, y teniendo en cuenta que es
dl= Rdiy L = nR, se escribe:

ymﬂ=rfsenﬂdﬂ=F[—msﬂ§=2E
{i]
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de donde:

Ak

YYo=

Distribucién superficial

Si la masa est4 distribuida sobre una superficie, el elemento de masa, dm, ser4 la
masa correspondiente al elemento de superficie dA, y siendo o la densidad superfi-
cial, o masa por unidad de superficie, debe verificarse:

dm= g dA
con lo cual la [9.7] se escribe:
_[rodA
rc_jgdﬂ B.11]

Si la superficie es homogénea, es decir, si todos los elementos dA tienen la
misma ¢, puede escribirse:

1-C=*“‘M .12]
A

siendo A e 4rea total de la superficie.

=) BB ECE Centro de masas de un semicirculo homogéneo

H c.d.m. estar4 sobre el eje de simetrfa, el cual tomaremos como eje OY (Figu-
m 9.10). La expresion que nos da la posicién del c.d.m, es:

_JydA
.«VC_ A

Como elemento diferencial de drea tomaremos la limitada por la semicircun-
ferencia y las rectas de ordenadas y e y + dy, cuyo valor es dA = 2xdy. Con ello,
y puesto que A = 1/27/°, se escribe:

%TLRQJ’::': Jﬂxdy= 2 f}*\/ﬂoﬁm

__ 2 pape_2
= 3[{}32 P ,,_35?
Por tanto:

_4R
.]"C'_Bn

/ dv

78

a R X

Figura 9.10.
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Figura 9.12.

Centro de masas de un sector circular homogéneo
Sl 4| de radio A y dngulo o

H sector circular homogéneo es simétrico respecto de la bisectriz de su 4ngulo.
Tomando aquélla como eje OX (Figura 9.11) el ¢.d.m, viene dado por;

xdA
XC':j- A

El 4rea del sector puede obtenerse a partir de la del circulo; considerando a
éste como un sector de dngulo 27, es:

2g— nﬁ?} ol

x| AT

Tomaremos como elemento diferencial de drea el sefialado en la Figura 9.11,
caiyo valor es:

1
M=EF£

La abscisa de este elemento es la que corresponde a su ¢c.d.m., el cual estd a 2/3
del vértice, Por tanto, es x = 2/3Rcos . Con todo ello, se escribe:

of®

1
- = J.Zfaﬁmsﬂz—,}?dﬂ

B g

_EE " Bﬁ—gﬁ[ ﬂ] —_R E
mxc—s _mms =3 sen ™ a s;em2
de donde:
-
XC—Bmsetlz

Centro de gravedad de una semisuperficie
Sl osférica homogénea de radio R

H c.d.m. estari sobre el eje de simetrfa, que tomaremos como eje OZ (Figura
9,12), por tanto:

da=dAmsqo=%dA = zdA= Rda

En conscuencia es;
_dea_E_&cE_E
=T TAT w2
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Distribucién espacial

Si la masa estd distribuida ocupando un volumen, el elemento de masa, dm, serd la
masa correspondiente al elemento de volumen, dV'y, siendo p la densidad espacial
o masa por unidad de volumen, debe verificarse:

dm= pdV
Con lo cual, la [9.7] se escribe:
frpdVv
=2 3

Si la distribucién es homogénea, es decir, si todos los elementos dl/ tienen la
misma p, puede escribirse:

dv
.= ! "V .14]

siendo Vel volumen total de la distribucién,

Centro de masas de un cono homogéneo
e de radio Ry altura H

Tomemos el eje de simetria del cono como eje OZ (Figura 9.13), el ¢.d.m, estard
en un punto C(0, 0, 2), siendo:

1 1
zC=HJ.zdm=?J.de

H elemento de volumen es:

dV=nrdz
ycon ello:
zc=%,J.zrza‘z
La semejanza de los tridingulos OABy U AB’ permite expresar ren funcién de
z
r H—z R
- m g
Por tanto:
x [ 4 a2 [1 1 2 " aRH
zf-fff,,ﬁfH‘Mdz-ﬁ[ﬁhzz“sz’l-W

y, puesto que es V= 1/3n/°H, resulta:

Figura 9.13.
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Figura 9.14.

Centro de masas de una semiesfera homogénea

Tomemos el eje de simetrfa de la semiesfera como eje OZ (Figura 9.14). El
c.d.m. estard en el punto C(0, 0, z), siendo:

1
Ze= T,,J-zdlf
H elemento de volumen serd dVV= nr* dzy, con ello:
&
n

El tridngulo OO A permite expresar I'en funcién de z I* = B> — 2. Por tanto:

_a(? _a[BZ ATz R
ZC‘T/J.,,‘W_ZMZ‘F[T_E v

y, puesto que es V= 2/3zF", resulta:

ZG=E_E

Cuerpos compuestos

Si el sistema material puede fragmentarse en una serie de partes de c.d.g. conoci-
dos, el c.d.g. del sistema primitivo puede encontrarse facilmente en funcitn de és-
tos. La Ecuacién [9.7] puede escribirse:

PrG=Jrqp=Eerp, [9.15]
i

estando la integral J. rdp; extendida al espacio ocupado por la parte 1. Dentro de
esta parte, su c.d.g. verificard la [9.7]:

¥ = jrdﬁ

y, con esto, puede escribirse, al sustituir en [9.15]:
Pre= E Pi¥g

que nos dice que el c.d g del sistema es el c.dg. de los c.dg de cada una de las
partes en que lo hemos fragmentado, dotados de su masa respectiva.
H c¢.d.m., andlogamente, verificard:

Mro=% mr [9.16]

siendo M la masa total del cuerpo. La [9.16] se desdobla en las tres ecuaciones es-
calares:

Mxc=Y mxg 3 Myc=Y mys ; Mze=Y mzg  [9.17)
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Determinacién del centro de masas de un segmento

SR S circular homogéneo de radio R y angulo central «

Haremos el célculo considerando que el sector circular estd compuesto de un
tridngulo y un segmento circular, El 4rea del sector y su ¢.d.m, son conocidos:

ul” 48k «
—— Xcs':_wﬂ_

A= a2

Asimismo, son conocidos el drea y el ¢.d.m. del tridngulo:

o

1 2
AT—EEP‘sena : XCT—ERODSZ

El 4rea del segmento se obtiene por diferencia:
Agr= As— Ar= w5 (o — sena)

H c.d.m,, del segmento deberd cumplir la relacién:

Ag Xos= Ap Xor + Asgr Xesig

BB i B B
2 'zasenﬂ—z Sﬁl’lﬂ'3 DDSZ 2 o sen o "g’:ﬁﬁﬁ
4}333113;
Xﬂﬁt:B{a—senn:)

Cuerpos no homogéneos

En los cuerpos no homogéneos debemos aplicar las ecuaciones [9.9], [9.11] o
[9.13], segin que se trate de lineas, superficies o volimenes, respectivamente, ex-
presando la densidad como funcién de punto.

Centro de masas de un cilindro de radio R,
altura H y densidad en cada punto proporcional
a la distancia de éste a la base

La distribucién de masas es simétrica respecto al eje del cilindro, el cual tomare-
mos como eje OZ (Figura 9.16). La densidad es de 1a forma:

p=cz
El c.d.m. estard en el punto (0, 0, z.), siendo:

_ [ pzdV
fpdv

Figura 9.15.

Figura 9.16.
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Sistema isostético

Sistema hiperestético

Figura 9.17.

H elemento de volumen serd dV= ni® dzy, con ello:
= 1
J 2dz L
. 3 2
1 3
J. zdz =
o 2

Equilibrio del sélido con ligaduras

Las condiciones necesarias de equilibrio de un sélido libre, como sistema material
que es, serdn las [9.3]. Si el sélido estd sometido a ligaduras, podemos aplicar el
principio de aislamiento, suprimiendo éstas, situando en su lugar las acciones que
gercian sobre el sélido y considerando a éste como sélido libre bajo la accién de
las fuerzas exteriores y de las fuerzas de ligadura.

Las condiciones de equilibrio, en este caso, son:

YF+YF,=0 ; M F)+>MJF)=0 [9.18]

siendo F, las fuerzas debidas a las ligaduras que, en general, se denominan reac-
clones por oponerse a la accién del sélido sobre el enlace.

En general, las fuerzas exteriores son conocidas, siendo las incégnitas las reac-
dones, Cuando las ecuaciones de equilibrio son suficientes para resolver el proble-
ma, se dice que éste es [Sostdtico o que esté estiticamente determinado. Por el con-
frario, si el nimero de incdgnitas es superior al de ecuaciones de equilibrio, el
problema es estiticamente indeterminado o hiperestatico, cayendo éstos fuera del
campo de la Estética tedrica y siendo necesario para su resolucién el concurso de
la Teoria de la Elasticidad.

m Rozamiento sélido-sélido

De capital importancia en ingenierfa es la oposicién que presentan los cuerpos a
que otro se mueva sobre su superficie; este fenémeno se denomina rozamiento y la
fuerza que se opone al movimiento, flerza de rozamiento,

Segiin vimos, el movimiento més general de un sélido Ssobre la superficie de
otro .S; puede descomponerse en tres: un deslizamiento, una rodadura y un pivo-
taje. A cada uno de estos movimientos se opone S existiendo, por tanto, un
mzamiento al resbalamiento, un rozamiento a la rodadura y uno al pivotaje. Aqui,
estudiaremos tinicamente el rozamiento al resbalamiento, dejando para cursos de
Mecénica el estudio de los otros dos.

Consideremos un cuerpo de peso P, situado sobre un plano inclinado un dngu-
lo ¢, variable con respecto al plano horizontal,

Partiendo de su posicion horizontal, ¢ = 0, con el cuerpo en reposo, se va
aumentando progresivamente el dngulo de inclinacién hasta que se alcanza un
valor @ = ¢y, tal que si se sobrepasa el cuerpo empieza a deslizarse sobre el plano,

Si aislamos el cuerpo del resto del sistema, las fuerzas que sobre €l actian son:
e peso Py la reaccién R del plano sobre &l

En el instante antes de empezar el deslizamiento, la primera de las ecuaciones
[9.3] se escribe:

P+R=0 o P=-R
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que en el sistema de referencia elegido es:

PA— Pyj=—(—Fi+ Ry
de donde:
Pr=FRr=F. y Py=Ry [0.19]
siendo F . la fuerza de rozamiento, opuesta a la componente Pr, que tiende a produ-
cir el movimiento. Las condiciones [9.19] son las de equilibrio estricto del sistema

y se verifican iinicamente en el instante anterior al del comienzo del deslizamiento,
For otra parte, la segunda de las [9.3]:

Y MJF) =0
tomando momentos respecto al centro de masas del sistema, es:
h
F,. e Ryd
y, de ella, se deduce:
_hF B

d==T==

lo que nos indica que el punto de aplicacién de R debe ser A, punto en el cual el
peso corta al plano inclinado.

Como ya indicamos en el capftulo anterior, se debe a Leonardo Da Vinci las
leyes del rozamiento sélido-sélido, que fueron experimentalmente comprobadas
por Coulomb (1736-1806), verificando que el médulo de la fuerza P necesaria
para iniciarse el movimiento y, por tanto, la fuerza de rozamiento estitico estricto
es proporcional a la componente normal a la superficie en rozamiento, de la accidn
que mutuamente se ejercen los cuerpos que rozan, En nuestro caso:

Pr= Fr=puRy [9.20]

ecuacién que dnicamente es vélida en el equilibrio estricto y en la que y, es el coe-
ficlente estdtico de rozamiento al resbalamiento, que es adimensional, segiin se de-
duce de la [9.20], v cuyo valor es:

H=g =180

es decir, en las condiciones del equilibrio estricto, y, es la tangente del dngulo que
forma el plano inclinado con la horizontal, Para cualquier otro valor del dngulo
@ < @g el cuerpo estd en reposo y, aunque cumple las condiciones de equilibrio,
yvaque es F.= Py F.no es la fuerza de rozamiento méxima, sino sélo la necesaria
para neutralizar a Pp

Una vez iniciado el movimiento, ¢ > ¢, para mantenerlo con velocidad cons-
tante es necesaria una fuerza F) algo inferior a F|, pero también de m6dulo propor-
cional a la componente normal a la superficie en rozamiento, de la accién que mu-
tuamente se ejercen los cuerpos que rozan, siendo, en nuestro caso:

F, = uky ©.21]

en la que u es el coeficiente de rozamiento al deslizamiento.
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Figura 9.18.

El coeficiente de rozamiento depende de la naturaleza de las superficies en
contacto, de su estado de pulimentacién y de su estado de lubricacién, siendo inde-
pendiente de la velocidad relativa de las superficies y del 4rea en contacto, segiin
va hemos indicado. En el capftulo anterior presentamos una tabla de coeficientes
de rozamiento entre diferentes superficies,

EJEMPLO 9.13

Una escalera de longitud L y masa despreciable frente a la masa, m, del usuario,
se apoya sobre una pared, que no ofrece resistencia al deslizamiento, y en el sue-
lo, cuyo coeficiente estdtico de rozamiento al deslizamiento es .. Si la escalera
forma un dngulo @ con el suelo, determinemos:

1.° La altura méxima que puede alcanzar el usuario sin que la escalera resbale.

2° La aplicacién al caso L =3 m, u,= 0,5 y 6 = 60°. ;Cuéintos peldafios po-
dr4 subir, si la separacién entre éstos es de 30 cm?

Solucion:

1.7 Las fuerzas que actiian se han indicado en la Figura 9.18 y deben verificar:
Ny=mg y N,=f

El méiximo valor de fes f= u N, = pu,mg=N,,
Tomando momentos respecto a O resulta:

mghctg@ = N>Lsen = u,mgl.sen
de donde:
h= p,Lsen®ficos
2.° Particularizando la expresién anterior para los datos del enunciado es:
h=05 %300 % 3/4:1/2 =225 cm

Si los peldafios est4n separados 30 cm, cuando la escalera forma con el suelo
un dngulo de @ = 60°, la separacién entre peldafios segin la vertical es de:

H = 30sen60 = 15./3 = 2598 cm

Por tanto, sélo podri subir ocho peldafios, si sube al nimero nueve, la escalera
resbalar4.

Equilibrio de un sistema formado por
varios sélidos

Mediante la aplicacién del principio de aislamiento, este problema se reduce a es-
tudiar el equilibrio de cada uno de los sélidos que componen el sistema, conside-
mndo ademis de las fuerzas exteriores a él aplicadas, las acciones que los demds
silidos ejercen sobre él.
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EJEMPLO 9.14

Una persona estd sujetando con su mano un cuerpo de masa i y mantiene su an-
tebrazo en posicién horizontal. Si la masa de éste es n7 y su longitud L, calcule-
mos, sabiendo que el c.d.m. del antebrazo est4 a la distancia d del codo (Figu-
m 9.19):

1.° La fuerza que esti realizando el biceps.
2% La reaccién que debe soportar el codo.
3° La aplicacién al caso: m=35 kg y m' = 3 kg.

Solucién:

En las Figuras 9.19 se han representado la situaci6n indicada por el problema vy el
diagrama de fuerzas que estin actuando.

1.° Lacondicién ) M =0nosda Fd= mgd + mglL,de donde:
Fum'd + mL)g/d

2° Lacondicién ) F=0nosda R+ mg+ mg= F,de donde:
R=F—(m+ n)g

Y, teniendo en cuenta el valor de F hallado en el apartado anterior es:

E=[m(d — d + nL — d)lg/d
3. La aplicacién a los valores del enunciado da:
F=49g=4802N y B=4018N

m Principio de los trabajos virtuales

El principio de los trabajos virtuales es un postulado de la Mecénica que puede
enunciarse de la siguiente forma: /a condicién necesaria y suficiente para que un
sisterna material esté en equilibrio en una cierta posicidn es que para todo despla-
zamiento virtual a partir de esa posicion, la suma de los trabajos virtuales de las
filerzas directamente aplicadas sea nula.

Si es F, la resultante de las fuerzas directamente aplicadas sobre el punto 7 del
sistema y Or; el desplazamiento virtual de ese punto, la expresién analitica del
principio de los trabajos virtuales es:

Y Fpor=0 ©.22
b

denominada ecuacién general de la Estética.

EJEMPLO 9.15

Veamos un ejemplo de aplicacién del principio de los trabajos virtuales al célculo
de la posicién de equilibrio del mecanismo plano de la Figura 9.20. Esta repre-
senta dos varillas iguales, de longitud a y masa m, articuladas en O y A sin roza-
miento, Sobre el punto 4, actiia el soporte telescépico de masa M, de constante X,

ym's

mg

Figura 9.19.
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Figura 9.20.

alyo ceniro de gravedad estd sifuado a un tercio de CA, y que supondremos de
longitud despreciable cuando no se ejerce ninguna fuerza sobre él. Los puntos C
y B son deslizaderas sin rozamiento a lo largo del eje vertical y actia sobre Buna

fuerza vertical ascendente F,.
La posicién del sistema queda perfectamente determinada conociendo el va-

lor del dngulo 6, por 1o que lo elegimos como parémetro del movimiento, En fun-
c6n del mismo y respecto a los ejes que se dibujan en la Figura 9.20, las fuerzas

que actian sobre el sistema son;
y los correspondientes vectores de posicién de sus puntos de aplicacién son:

rn=2acosflj ; m = a(senfi+ cosflf)

I = ; (senfi+ cosff ; my= ;Sﬁﬂ 01 + acos 6
a
=3 (sen 0 + 3cos )

siendo los respectivos desplazamientos virtuales:

o, = X050 = (~225en 30 ; 5r2=%-6ﬂ=atcosﬂl—wﬂﬂlﬁﬂ

a0

5r3=%-5ﬂ=§(msﬁl—senﬂj)ﬁﬂ ; 51'4=(§°0591_3$e“5])59

ors = ;{cos 01 — 3sen 0f)d0

De acuerdo con la Expresion [9.21]:
. ory
EF}'&I'_1=U 0 bien ZEFJ'{S_(S%:{]
1 rf ]

que, en el caso de un solo pardmetro, se reduce a:

ﬂl‘l

EF}'E&B=U

para la que se verificar:

que, para los valores de nuestro ejemplo, es:

2aF, senf — k& sen flcos f§ — 2amgsen 6 — Mgasen f = 0
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una de cuyas soluciones es senfl = 0, es decir, 6 = 0, y la otra es:

_2F, — g2m+ M)
cosfl = e
es decir;
2F — A2m+
0 = arccos — & i

ka




142 = Fisica general

Pappus fue uno de los famosos matematicos de la anti-
gua Grecia, su vida discurri6 en tomo al afio 300 a.C,
Hl famoso teorema que lleva su nombre hace referen-
cia a propiedades proyectivas entre los puntos de dos
rectas, pero aqui nos vamos a referir a unos teoremas
enunciados por él, que permiten localizar el c.d.m. de
cuerpos homogéneos sin necesidad de célculo.

Pappus establece como obvio que, si un cuerpo ho-
mogéneo tiene centro de simetria, ese es su ¢.d.m,, pa-
ra luego enunciar dos teoremas, que son:

Primero S un cuerpo homogéneo tiene un eje de si-
meiria y estd formado por dos cuerpas cuyos centros
de masas son, respectivamente C, y G, , el c.dm. del
auerpo es el punto donde Ia linea C,C, corta al eje de
simetria, En la figura se ilustra un ejemplo de aplica-
cién de este teorema.

Segundo. Si un cuerpo homogéneo, que no tiene efe de
Simetria, estd formade por dos cuerpos cuyos centros

de masas son, respectivamente, C; y G, el c.d.m. del
aierpo estd sobre la linea C,C,. S el cuerpo inicial se
puede descomponer en otros dos cuerpos, cuyas cen-
tros de masas son, respectivamente, C\ y G, el c.d.m.
el cuerpo el el punto de Interseccién de las lineas
GiG y GG, En las figuras se ilustra un ejemplo de
aplicacién de este teorema,

C
L L
s

fre g m e

Guldin(1577-1643) fue un matemético suizo que
enuncié dos teoremas de gran utilidad para el célculo
de centros de masas de curvas y superficies, que son:

Primere, La superficie engendrada por una linea pla-
na al realizar una revolucién completa alrededor de
um efe coplanario con ella y que no la corta es igual al
producto de Ia longitud de esa Ifnea por Ia longitud de
la circunferencia que describe su c.d.m.

Demostracién: Tomemos el eje de revolucién
como eje OX. El elemento de longitud de curva, dl,
al girar engendra el 4rea dA = 2n y dl. Integrando para
toda la curva obtenemos el drea total engendrada
A= 2;{[)&1.{ El c.dm, de la curva verifica y, /=
= [ ydl sendo /1a longitud total de la curva, Con ello
puede expresarse A =2z y /= L.]

I
I
IJ'
i
|

¥

e —

C
Ye

I

]

o

X

Ejemplo. Calculemos el c.d.m. de una semicircun-
ferencia de radio k.
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Solucién: El drea descrita por la semicircunferen-
cia al girar alrededor de su didmetro es la de una esfera
A=4n K. La longitud de la semicircunferencia es
1= 7 R yla longitud de la circunferencia descrita por su
c.d.m. es L = 2my,, con todo lo cual el teorema de Gul-
din se expresa 4n i = n R-2ny,, de donde y. = 2R/n.

Segundo. 7 volumen engendrado por una superficie
plana al girar alrededor de una recta coplanaria y que
1o la corta, es igual al producto del drea de la citada
superficie por la longitud de la circunferencia que
describe su c.d.m,

Demostracién: Tomemos el eje de rotacién como
eje OX. El elemento de drea, dA, al girar engéndrale
volumen dl/'= 2z ydA y el volumen fotal engendrado
es V=2n[ydA El cdm. de la superficie verifica
YerA= [ydA, con lo cual el volumen engendrado
puede expresarse V= 2ny A= AL

a X

Ejemplo. Calculemos el c.d.m, de un semicirculo
de radio K.

Solucién: El volumen engendrado por el semicir-
aulo al girar alrededor de su didmetro es el de una es-

4; 1
fera V= ?ﬂ F®. El 4rea del semicirculo es A = 5 iy

la longitmd de la circunferencia engendrada por el
cdm. es L =2ny, con todo lo cual el teorema de
47 1

Guldin se expresa —- RB=5 7k 2ny. de donde

_4E
yf—3ﬂ







Dinamica de la particula

Ecuacion fundamental de la Dinamica.
Fuerzas de inercia

La segunda ley de Newton, que relaciona las fuerzas aplicadas a una particula de
masa m con la aceleracién que toma ésta, constituye la ecuacién fundamental de la
Dindmica y, como se vio en el Capftulo 8, se expresa:

F, = ma, [10.1]

ecuacién en la cual F, es la resultante de todas las fuerzas que actdan sobre la par-
ticula y & la aceleracién absoluta de ésta.

Si el sistema de referencia para el estudio de nuestro problema dindmico no es
inercial, la aceleracién a, se expresa:

a=atat+a
y la ecuacién fundamental de la Dindmica se escribe:

F, = ma,+a, +a)
que puede ponerse de la forma:

F, — ma,— ma.= ma, [10.2]
Esto pone de manifiesto que la ley fundamental de la Dindmica se verifica en siste-
mas de referencia no inerciales, siempre que tengamos en cuenta, ademés de las
fuerzas F, que actian sobre la particula, las fuerzas — ma, y — ma,, llamadas filer-
za de Inercia de arrastre y filerza de inercia complementaria, respectivamente,

Dependiendo de la naturaleza del problema y siempre que el error sea despre-
ciable, podremos considerar unos u otros sistemas de referencia como inerciales,
Asi, en general, para estudios de movimientos sobre la superficie terrestre puede
considerarse como inercial el sistema Tierra-estrellas, e incluso para casos especia-
les podré considerarse como inercial un sistema ligado a la superficie terrestre, Las
fuerzas de inercia adoptardn expresiones diferentes segiin el sistema que considere-
mos como fijo.

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.
10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

§inercial

Ecuacién fundamental
de la Dinamica.
Fuerzas de inercia

Sistema de referencia
ligado a la superficie
terrestre

Caida libre de un cuerpo
sobre la superficie
terrestre

Movimiento sobre la
superficie terrestre

Movimiento en un campo
de fuerzas constantes
Caida libre

Cantidad de movimiento.
Impulso

Momento cinético

o momento de la cantidad
de movimiento.

Ley de las areas
Dinamica del movimiento
circular

Energia cinética.
Teorema de la energia
cinética

Conservacion de la
energia mecéanica
Movimiento en campos
potenciales.

Caso unidimensional
Fuerzas centrales

Z

8 no inercial

0,

Figura 10.1.
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Figura 10.2.

En la plataforma de un camién se ha colocado una rampa que forma un dngulo de
30° con el suelo horizontal, Sobre ella se sitia una masa m, que se sujeta con un
cable como se indica en la Figura 10,2, Si el camién arranca con una aceleracién
a respecto al suelo, determine, expresando todas las ecuaciones en el sistema de
referencia no inercial XOY, ligado al camién:

1.° La ecuaci6n de la Dindmica para la masa m.

2 La reaccién de la rampa sobre la masa.

3.° La tensidn del cable.

4.° El valor de apara el cual la masa se despega de la rampa.

Solucion:

1. Las fuerzas que actian sobre la particula son: la gravitacional, mg la reac-
cén de la rampa, N, v la tensi6n del cable, T, con lo cual, la ecuacién fundamen-
fal de la Dindmica en sistemas no inerciales [10.2], se expresa:

ma.=mg+N+T— ma,— ma,
Admitiendo que el sistema de referencia ligado al suelo es inercial, son: @. =0 y
1 1
a=a= {5 ﬁl—ij),con lo cual se expresa:

1 1 1 1
ma, = (T— S Mg~ 5 maﬁ)l + (N— 5 mgﬁ .y ?ma)|
2.° Puesto que la aceleracién relativa de la masa es nula ser4:
1 1 1 1
N—Emgﬁ+5ma=ﬂ de donde: N=Emgﬁ+§ma
1
N= 5 m{gﬁ —aj

1 1
3 Porla misma razén del apartado anterior serd T'— - mg — > ma./3=0,de
donde:

1
T=Em{g+ aﬁ)l

4.° Enel instante de despegarse la masa de la rampa, deja de ejercer accidn so-
bre ésta y, en consecuencia, desaparece la reaccién de la rampa sobre la masa,
N = (0, es decir, a=gﬁ.

Sistema de referencia ligado a la superficie
terrestre

En las experiencias realizadas sobre la superficie terrestre, medimos aceleraciones
relativas a, respecto a ejes de referencia ligados al suelo. Estos ejes no son inercia-
les y, por tanto, la ley de la Mecénica debe escribirse de la forma [10.2],

En las fuerzas que actdan sobre la particula debemos distinguir las gravitacio-
nales mg debidas a la atraccién de la Tierra y los demds astros, de las restantes
fuerzas aplicadas F,.
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Como sistema de referencia absoluto elegimos el Tierra-estrellas, ya que en su
movimiento alrededor del Sol las aceleraciones son despreciables. Por tanto, la
aceleracién de arrastre serd la debida a una rotacién uniforme.

Con todo ello, 1a ecuacion fundamental de la Dindmica en el sistema mévil (Fi-
gura 10.3), se escribe:

F,+ mg — ma + o X(wXr)] — ma. = ma, [10.3]
siendo &, = ® X (@ X Ry), la aceleracién de arrastre de P se expresa:
oXexX(R+r]=nX(wxr)
y con ello:
F,+ mg — mw X (0 X1) — ma.= ma,
F,+ m[g —oXxX(ewxr)] — m.= m,

Fa+ﬂ%—m=ﬂnr [10.4]

ecuacién que constituye la ley de la Dindmica terrestre, y que pone de manifiesto
que ademés de las fuerzas aplicadas F, y el peso mg, es necesario considerar las
fuerzas complementarias de inercia, —ma.,.

En el caso de estar la particula material en equilibrio respecto al suelo, es
a.= 0y a.= 0, resultando:

F,+ mg=20

expresion que constituye la condicién necesaria de la Estética terrestre para la par-
ticula.

La fuerza de inercia complementaria es, en general, despreciable, ya que la
aceleraci6n complementaria, aun en el caso més favorable de altas velocidades re-
lativas y en direccién normal al eje de rotacidn, por ejemplo v, = 360 km/h = 100
m/s, tiene por médulo:

a,=2w v,<2 %73 x 1077 x 100 = 0,0146 m/s’

Sin embargo, como veremos a continuacion, los efectos de @, son de gran impor-
tancia, ya que al tener direccién distinta de a,, hace que la direccién del movimien-
to cambie,

En los casos en que sea despreciable &, la ecuacién fundamental de la Dindmi-
ca de la particula en la superficie terrestre puede escribirse:

F = ma, [10.5]

Expresion en la que en F, ademds de las diferentes fuerzas que puedan actuar, de-
bemos siempre considerar la accién de la gravedad, mg

Un ascensor arranca y para con aceleracién constante a En su interior se pesa
una masa . Cuél serd su peso en cada uno de los siguientes supuestos:

a) Cuando el ascensor esté arrancando hacia arriba,
b) Cuando esté arrancando hacia abajo.

Figura 10.3.

Ecuacion de la Dindmica terrestre

Condicién necesaria de equilibrio
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Figura 10.4.

¢) Cuando esté parando al subir,

d) Cuando esté parando al bajar.

e) Cuando se mueva uniformemente.
[) Si el ascensor cayera libremente.

Solucién:
La ecuaci6n de la Dindmica para la particula m en el sistema de referencia mévil
ligado al ascensor (Figura 10.4) se escribe:

ma,= —P+ mg— ma, — ma,

Consideramos como sistema inercial el ligado a la superficie terrestre, con el
eje O, Y, segiin la vertical ascendente, en cuyo caso son: a.= 0y a, = a, con lo
cual la ecuacién de la Dindmica para la masa m se escribe:

ma.= —P+ mg— ma
Puesto que la particula estd en reposo dentro del ascensor, es &.= 0 y el peso se
expresa:
P=mg-—a=-—mg+a
peso que en cada uno de los casos indicados adopta los siguientes valores:

a) Cuando arranca hacia arriba es a = aj y el peso es:

P=—mg+ aj

es decir:
P=m(g+ a)

b) Cuando arranca hacia abajo, es @ = — aj y el peso es:

P=-—-mg—aj
es decir:

P=m(g— a)

c) Si el ascensor estd parando al subir, es a= — aj y el peso es el mismo del
caso anterior,

d) Si el ascensor estd parando al bajar, es a = aj resultando el mismo peso del
apartado a).

¢) Siel movimiento es uniforme, seri a = Oy el peso es P= mg.

f)  Si el ascensor cae libremente, su aceleracion coincidird con la de la grave-
dad, a = gy, por tanto, el peso de la masa m serd nulo, P = 0, ella no ejercerd
accién alguna sobre el ascensor, ni éste sobre ella,

Caida libre de un cuerpo sobre la superficie
terrestre

Estudiemos la cafda libre de un cuerpo de masa m sobre la superficie terrestre, en
un lugar de latitud A. El sistema de referencia mévil tiene como eje de las zetas
la vertical del lugar, el origen de coordenadas es la interseccién de aquélla con la
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superficie del suelo, el plano XY es el horizontal que pasa por O, y el eje OYla tan-
gente al paralelo del lugar (Figura 10.5).

Por ser la caida libre, F, = 0, y la Ecuaci6n [10.4] se reduce a: %
a=g 2oXv, [10.6] “
En el sistema de referencia ligado a la superficie del suelo es: et
€=k o=o[—cos(i+ a)i+sen(l+ a)k] i £ 4 =
y, en el instante siguiente al comienzo de la caida, v, = —v K, resultando parala  ©
[10.6] la expresidn: fl A

a.=—gk+2ov,.cos(d+a)j o,

La componente de la aceleracién relativa sobre el plano horizontal tiene la di-
reccién de la tangente al paralelo y sentido hacia el este, haciendo que el cuerpo
que cae se desvie en el mismo sentido. Esta desviacin es realmente pequeiia, pues
para alturas de caida de 100 m se obtienen desviaciones de 1,6 cm, por tanto, en
la prictica puede despreciarse y suponerse que el cuerpo cae segiin la vertical.

Para 4 =90— o, la partfcula cae estrictamente segin la vertical. Para
90 — & < 4 < 90, la particula se desviar4 hacia el oeste.

m Movimiento sobre la superficie terrestre

La ecuacitn vectorial del movimiento serd la [10.4]:

ma.=F,+ mg— 2mw % v,)

Figura 10.5.

Suponemos que el movimiento se produce en el plano horizontal y que, por
fanto, en él estd contenida la velocidad relativa. Refiriendo el movimiento al siste-
ma ligado a la superficie terrestre, indicado en el epfgrafe anterior, la aceleracién
complementaria se escribe:

i J k
a=2mw xv,=2w|—cos(A+a) 0 sen{l+ao|=
Ure Ury 0

= 2w[—vysen(d + o) + vy sen(d + a)f — vycos (4 + o)k
y la fuerza de inercia complementaria es:
—ma, = 2molvsen(d + o — v, sen (4 + o)f + v, c0s (1 + w)k]

La fuerza de inercia complementaria modifica la trayectoria, y el sentido en el
cual el mévil es desviado depende de si es 4 + & =0, es decir, y puesto que o es
muy pequeiio, de si el movimiento se produce en el hemisferio norte o en el sur y
de si es v, =0y v, =0. De todas las combinaciones posibles se deduce que el
mévil siempre es desviado hacia la derecha de su trayectoria en el hemisferio norte
y hacia la izquierda en el hemisferio sur, Asimismo, hay una fuerza que trata de
despegar el mévil del suelo cuando es v, > 0 y que trata de apretarlo contra €l
cuando es vy, < 0.

La fuerza complementaria de inercia contribuye a producir varios fenémenos
observables en la naturaleza, como pueden ser un mayor desgaste del rafl derecho
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Centro de baja presion. Hemisferio norte

Figura 10.6.

Péndulo de Foucault

Figura 10.7.

Movimiento libre en el campo
gravitacional

de la vfa del tren, en el sentido de la marcha de éste, en el hemisferio norte y del
izquierdo en el sur; o una mayor erosién en la margen derecha del cauce de un rfo
en el hemisferio norte y de la margen izquierda en el sur,

Asimismo, si en la atmésfera se crea un centro de baja presién, las moléculas
de aire fluirdn hacia €l y debido a la componente horizontal de — ma,. serdn desvia-
das hacia la derecha en el hemisferio norte y hacia la izquierda en el sur, resultan-
do que la circulacién del aire en torno a un centro de baja presién se hace en senti-
do contrario a las agujas de un reloj en el hemisferio norte (Figura 10.6) ¥ en el
mismo sentido que las agujas del reloj en el sur.

Finalmente, consideremos un péndulo que oscila con una amplitud suficiente-
mente pequefia como para suponer que el movimiento se produce dentro del plano
horizontal. El punto de oscilacién del péndulo est4 situado en la vertical del lugar e
inicialmente la masa de él se sitda en un punto P de la direccién este. Si la Tierra
no girase, el péndulo oscilarfa sin salirse de 1a linea este-oeste, pero debido a la ro-
tacién de ésta, el plano de oscilacién se desvia constantemente hacia la derecha en
el hemisferio norte (Figura 10.7) y a la izquierda en el sur. Este efecto fue compro-
bado experimentalmente en 1851 por Foucault. Para ello, utilizé un péndulo de 67
m de longitud que colgé de la ciipula de la Basilica de los Invélidos, en Paris, La
masa del péndulo dejaba caer un reguero de arena, y se comprobé que el plano de
oscilacién giraba 11°15" por hora, lo que constituyé una nueva prueba de la rota-
cén de la Tierra.

m Movimiento en un campo de fuerzas constantes

Cuando la particula sea movida por un campo de fuerzas constantes F, la acelera-
dén que adquiera serd constante, a = F/m, y el movimiento uniformemente acele-
mdo.

De la definicién de aceleracién, a = dw/d, podemos expresar dv = adf, cuya
integracién, por ser @ constante, es:

v=alit+w [10.7]

Expresién que nos da la velocidad de la particula en funcién del tiempo y de la ve-
locidad inicial,
Una segunda integracién nos permite obtener la posicién de la particula:

1
r=5a!2+vﬂr+r0 [10.8]

La Ecuacién [10.7] nos expresa ¥ como combinacién lineal de los vectores a y
¥y, lo que nos indica que ¥ es coplanario con ellos, y como a y ¥, son dos vectores
constantes, el plano que determinan es fijo. En este plano estd siempre contenido ¥
y en él se realiza el movimiento, La Ecuacién [10.8], ecuacién vectorial de la
frayectoria del movimiento, es la de una paribola, situada en el plano que pasa por
el extremo de Ky, y que estd definido por los vectores ay v,

Fn el campo gravitacional terrestre es @ = @ pricticamente constante para en-
tomos no demasiado grandes. El movimiento se realizard en un plano vertical, ya
que debe contener a g plano vertical que pasa por el punto de lanzamiento y queda
determinado por la velocidad inicial, ¥, Tomando como plano vertical el XZy como
eje OZ, la vertical ascendente (Figura 10.8), son: a= —gk y v,=v,i+v,k
con lo que la [10.7] se escribe:

v= —gtk+ vod + vok = v d + (vo.— gH k



Dindmica de la particula = 151

Su integracién da:
|
r=p,tH+ (umr—i—,gtz)k
habiendo tomado como origen de coordenadas el punto de lanzamiento.,

La ecuacién de la trayectoria en paraméfricas es:

1

X=vgt ; Z= uuzr—agf'

y en cartesianas se obtiene eliminando el tiempo:

z=—x——-5 % obien: z=tghx— ———5—
G Dg, RARER 8 2 vacos>

La altura méxima alcanzada se obtiene en el instante en el cual se anula v

b= —gt+ =0 = t=-2
g
Con este valor del tiempo se obtiene la altura méxima:
_ 1w
= -

H tiempo de vuelo, en el caso de que el mdvil vuelva a la horizontal del punto

de lanzamiento, serd el tiempo que tarde en anularse z es decir:
— 20
4

que es el doble del tiempo que tarda en alcanzar la altura mdxima, lo que nos
indica que emplea el mismo tiempo en subir que en caer, cuando cae en el plano
horizontal que pasa por el punto de lanzamiento.,

H alcance méximo seré el valor de x particularizado para el tiempo de vuelo:

| ZUDX' ()
g

En funcién del médulo de la velocidad inicial v, y del 4ngulo de lanzamiento 6,
que forma la velocidad inicial con el eje horizontal, se expresan:

_vgsen’®  2v,senf _ vpsen20
2 g " g
Para una velocidad de lanzamiento de médulo constante vy, el mayor alcance
se consigue para sen2f = 1, es decir, § = n/4,

m Caida libre

Consideremos una masa m que se deja caer desde una altura / sobre la superfi-
cie terrestre. Tomando el eje OZ como la vertical ascendente (Figura 109) y

1
]

0

Altura maxima

Tiempo de vuelo

Alcance maximo

X
Figura 10.8.
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Figura 10.9.

h

L

m vy =10

despreciando el efecto de la aceleracién complementaria, la tnica fuerza que actia
sobre ella se expresa: F = mgk

La ecuacién general de la Dindmica da: a= —gk que integrada es:
v= —gitk yaquees v, = 0.

Una nueva integracién da: z= —1/2g% + h.

El tiempo de cafda, o tiempo que tarda la masa en tocar el suelo, es el tiempo

V2

que tarda en anularse z 0 = — 1/2 gt + h, de donde ¢, = B la velocidad en
el instante de tocar el suelo:
v.= —gi.k= —g./2hjgk= — ,/2ghk

m Cantidad de movimiento. Impulso

Definicion. Se denomina cantidad de movimiento de una particula al vector pro-
ducto de su masa por su vector velocidad; lo designaremos con la letra px

p=IN [10.9]

Sus dimensiones son MLT ! y su unidad, que no tiene nombre especial, en el
SLesel kg-m/s !,

Teorema. Si derivamos [10.9] respecto al tiempo, suponiendo la masa constan-
te, es:

p=mv=ma=F [10.10]

Io que nos dice que la derivada respecto al tiempo de la cantidad de movimiento es
fgual a la resultante de las filerzas que actiian sobre la particula movil,

Este teorema, denominado de la cantidad de movimiento, es de suma importan-
ca y de total validez en todos los campos de la Fisica, La segunda ley de Newton
es vilida ni para el mundo microscépico ni para altas velocidades, y es paradéjico
que el teorema de la cantidad de movimiento, que se ha deducido de ella, sea de
validez general. Este teorema es reflejo de una de las leyes fundamentales de la na-
turaleza,

Conservacion, Si sobre la particula no actda fuerza alguna, F = 0, la cantidad
de movimiento de ella debe permanecer constante, p = cte., y el movimiento ser
rectilineo uniforme, v = cte.

En particular, si la resultante de las fuerzas que actian sobre la particula tiene
proyeccién nula sobre un cierto eje, la cantidad de movimiento sobre este eje per-
manecerd constante vy la proyeccién del movimiento sobre él serd un movimiento
uniforme, Si tomamos como eje sobre el cual la proyeccién de la resultante de las
fuerzas que actian sobre la particula es nula al eje de las equis, es:

ﬁx=ﬂ ’ PA’=C; Ux=g=cl y x=Gt+x

Impulso. Escribamos 1a Expresi6n [10,10] de la forma dp = Fdt e integremos
desde f = i, momento en el que p = py, hasta el instante f = 4, en el que p=p:

1 Iy Iy
J‘OP:J Fd n—m=j Fdt [10.11]
Po Iy Iy
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Pues bien, al producto de la fuerza por el tiempo que estd actuando se le deno-
mina impulso y la Ecuacién [10.11] dice que el impulso recibido por la particula
es igual a lavariacion de su cantidad de movimiento, En consecuencia, el impulso
es una magnitud vectorial y las unidades en que se mide el impulso son las mismas
de la cantidad de movimiento,

Veamos cudl es el impulso debido a las fuerzas de la gravedad en el movimiento
de cafda libre. Podemos calcular el impulso como variacién de la cantidad de mo-
vimiento, es decir:

I=p —p = m/2gk

También puede calcularse como la integral de la fuerza por el tiempo, durante
el intervalo de actuacién:

I= J "Fdt= J ~mgdtk= —mgAtk= —m./2ghk

t 0

Momento cinético o momento de la cantidad
de movimiento. Ley de las areas

Definicion. El momento de la cantidad de movimiento, respecto a un punto fijo O,
también denominado momento cinético 0 momento angular (Figura 10.11), es:

Ly=rxp=mrxv [10.12]
Teorema: Si derivamos respecto al tiempo la Ecuaci6n [10.12], es:
L=fxXp+rxXp=rxp
porser F X p=v X mv =0, y teniendo en cuenta el teorema de la cantidad de mo-
vimiento resulta:
L,=rxF=M,F) [10.13]

que es la expresién del teorema del momento cinético: la derivada respecto al
tiempo del momento cinético de la particula es igual al momento resultante de las
fuerzas exteriores que actiian sobre ella.

Conservacion, Ley de las Areas: Si el momento resultante de las fuerzas que
actian sobre la particula es nulo, el momento cinético de ésta debe permanecer
constante:

Ly=rxF=0 de donde: L, = mrXx v = cte,

Por tanto, el plano determinado por r y v es fijo (Figura 10.12), perpendicular a la
direccién fija de Ly y contiene la posicién inicial del mévil; en consecuencia, el
movimiento es plano.

En estas condiciones se verifica la denominada ley de las dreas:

dA
L, = nr % o‘n’a‘f=ﬂﬂEn

L

b =0

h

k i = mv2igh

Figura 10.10.
Z
Ly=rx p ; i
m * S
r
0 v
X
Figura 10.11.
Z
L'I]
£
dr
a4
n r
r ¥
)
Ty
X
Figura 10.12.
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siendo m un vector unitario normal al plano de la trayectoria. Por tanto, es

dA I, L,
& om de donde: A—zmr
El drea barrida por el radio vector es proporcional al tiempo empleado en barreria,
siendo la constante de proporcionalidad L,/2m.
Z En particular, si el momento resultante de las fuerzas que actidan sobre la par-
ticula tiene proyeccién nula sobre un cierto eje fijo, la proyeccién del momento
dnético sobre ese eje serd constante, Tomando como eje fijo el de las zetas (Fi-

2 8 A8/ gura 10.13), es Lok = 0, por tanto, debe ser:

ke x Y 1

n % :
4 ] rx de a5 5
L1 ' ¥ L-k=c1={r)(l|)-k=ﬂt.{rx')=m k=2m—n.k=2m—
(5 ' : dt dt dt

dA.
; Y, en consecuencia:
4
Ly,
Figura 10.13. Az = EH (! - -'1‘3)

Il drea barrida por la proyeccidn del radio vector sobre un planc normal al efe,
sobre el cual la proyeccion del momento cinético es constante, es proporcional al
tiempo empleado en barreria.

Impulso angular. Podemos escribir la Expresién [10.13] en la forma
dL, = M, dr, que al integrarla entre dos instantes resulta:

[m—[m=J.Haﬂ?=G [10.14]

lo que establece que /a variacidn del momento cinético de una particula entre dos
Instantes es igual al impulso recibido entre esos instantes. El impulso angular pue-
de determinarse mediante la integracion del momento de las fuerzas exteriores o
bien mediante el cdlculo de la variacion del momento cinético,

EJEMPLO 10.4

Una particula de masa m se mueve sobre un plano horizontal con velocidad cons-
tante ¥ = vi, estando unida a un punto fijo O del plano mediante un hilo ideal de
longitud / La distancia desde Oa la trayectoria de la particula es d « I Tomando
como origen de tiempos el instante en el que la particula pasa por el pie H de la
perpendicular a la trayectoria desde O (Figura 10.14), calculemos:

¥ Antes de tensarse el hilo:

1. El tiempo que tarda en tensarse,

i 2. La cantidad de movimiento, p, y el momento cinético respecto a O, Ly,
—e 3. El 4rea barrida por el radio vector en funcién del tiempo,

Una vez tensado el hilo:

Fi 10.14. i i i
igura 4, Razonar si se conservan o no las citadas magnitudes.

5. La velocidad angular de la particula alrededor de O.
6. El drea barrida por el radio vector en funcién del tiempo.
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Solucion:
1. Puesto que la velocidad es constante, el espacio recorrido serd x = vf. En el
instante de tensarse el hilo, el espacio recorrido serd I, = ./ — d” y se verificar4:

L Ez g

P — & =i, de donde: ﬁ=;

2. Lacantidad de movimiento es p= mv = nwiy el momento cinético respec-
toa Oes Ly=rxp= (xi+ dk) x mvi= mdvj.
3. El 4rea barrida por el radio vector es un trifngulo rectdngulo, de altura d y
base x:

Iq

1 1
A_de_iduf_ﬁ

4, La resultante de todas las fuerzas que actian sobre la particula es:
R=mg+N+T=T#0

luego no se conserva p
El momento cinético respecto a O es My = 0, luego Ly se conserva,
5. Ahora, el momento cinético respecto a Oes:

L,=rx n¥ = la.x mloa;= mPeoj
Puesto que L, s conserva, debe ser mdv = mPw, de donde w = dv/I~

1 1
6. El 4rea elemental barrida por el radio vector es dd = 5 Pdf = 5 Pa dt,
expresién que integrada da:

m Dinamica del movimiento circular

Analicemos un movimiento circular de centro O, radio r y velocidad angular o,
realizado por una particula de masa m (Figura 10.15).
La cantidad de movimiento es p= mo X r. 14

Momento cinético. El momento cinético de esta particula respecto a O se rXV=rX(mXr)
expresa:
L,=mrxv=nmX(wxXr)=mne =i [10.15]

denominéindose a [ = mr*, momento de inercia de la particula respecto al eje
de giro.
Fruacién de la Dindmica. Derivando respecto al tiempo la [10.15], se obtiene:

L= la [10.16]
siendo e la aceleracién angular de la particula, Figura 10.15.
Hl teorema del momento cinético para el movimiento circular se expresa:
la =rx F = My(F) [10.17]

que es la ecuacién de la Dindmica de la particula en el movimiento circular.
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m Energia cinética. Teorema de la energia cinética

Definicién. La energia cinética de una particula de masa m que se mueve con velo-
cddad v, se define como la mitad del producto de su masa por el cuadrado del md-
ditlo de su velocidad y se expresa:

T=5mv2=£v-v [10.18]

La energia cinética puede expresarse en funcién de la cantidad de movimiento de
la particula de la siguiente forma:

Teorema. Derivando respecto al tiempo la expresién de la energfa cinética
[L0.18], se obtiene:

dl 1 [dv dv) v
=—m—+v+v. =m—_

& 2™\ a& dt el

Lavariacidn de la energia cinética en unidad de tiempo es igual a la potencia de-
sarrollada por las fuerzas que actian sobre la particula.
La férmula anterior puede expresarse multiplicada por dt:

dl'=F-.dr

e integrando entre los estados 1 y 2, resulta:
Té—T:=JTF'fﬁ‘= Wi, [10.19]

que constituye la expresién del teorema de la energfa cinética, cuyo enunciado es:
la variacion de la energia cinética es igual al trabajo producido por las filerzas
aplicadas a la particula.

Conservacion, La energfa cinética de la particula (inicamente se conservari
cuando el trabajo producido por las fuerzas aplicadas a ella sea nulo, es decir,
cuando la resultante de las fuerzas que actiian sobre la partfcula sea nula o cuando
el desplazamiento sea normal a esa resultante. En esta situacién la energfa cinética
se conserva y, por tanto, también el médulo de la velocidad, pero no es necesario
que se conserve ésta como vector,

m Conservacion de la energia mecanica

Si las fuerzas que actian sobre la particula no son disipativas, es decir, si no hay
fuerza alguna que transforme la energfa mecénica en otras formas de energfa, se
dice que hay conservacion de la energia mecénica, en cuyo caso ésta permanece
como constante independiente del tiempo.

Si, ademds, las fuerzas que actian sobre la partfcula derivan de un potencial U]
es decir, si se verifica F-dr = —dl 1a ecuacién [10.19] se escribe:

L-Lh=U-0
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o bien:

En=Ti+U=0L+10 [10.20]

Esta ecuacién constituye el teorema de conservacién de la energfa mecénica y
nos dice que auando las filerzas que actiian sobre la particula no son disipativas y
derfvan de un potencial, la suma de las energias cinética y potencial de la partfcu-
la permanece constante,

EJEMPLO 10.5

Dos toboganes arrancan a la misma altura 2/ y acaban ambos en la superficie del
agua. Estdn formados cada uno por dos cuartos de circunferencia de radio K, pero
situados de forma diferente, como se indica en la Figura 10.16. Si desde el alto de
los toboganes parten sendos nifios al mismo tiempo y no hay disipacién de ener-
gia, calculemos:

1.° La velocidad con que llega al final del tobogén cada uno de ellos.

2° La velocidad que cada uno lleva en funcién de la cota z respecto a la super-
ficie del agua.
Solucion:

1.° La conservacién de la energia mecénica entre los puntos superior e inferior
de los toboganes se expresa, en ambos casos:

1
n+mg3=5mﬁ+ﬂ

por tanto, ambos llegan al final con la misma velocidad v = 2.,/ Kg.

2 La conservacién de la energia mecénica entre el punto superior y un punto
de cota Z se expresa para ambos:

1
U+mgQR=£mu2+mgz

por tanto, la velocidad en funcién de la cota se expresa de igual forma para

ambos;
v=./20Qk— 23

H nifio que desciende por el tobog4n de linea continua, en el tramo AM, transfor-
ma su energfa potencial en cinética de forma lenta, mientras que el nifio que baja
por el tobogédn de linea discontinua lo hace de forma rdpida, Ambos tendrdn la
misma velocidad en M, ya que ésta depende tinicamente de z En el framo MF su-
cede lo contrario, el primer nifio transforma su energfa potencial en cinética répi-
damente, mientras que el segundo lo hace de forma lenta.

Si sobre la particula actia alguna fuerza disipativa que transforma energia me-
cénica en otra forma de energia, generalmente térmica, la energia mecénica no se
conserva, verificando:

(o]

Tobogin |1

*+, Tobogin 2

X

F

Figura 10.16.
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Figura 10.17.

La energia mecdnica de la particula en el estado 1 es igual a la que le queda en el
estado 2, mds la disipada al pasar del estado 1 al 2:

i+U=L+U+E [10.22]

EJEMPLO 10.6

Una masa puntual m se desliza por la pista que se indica en la Figura 10.17, par-
tiendo del reposo en el punto A. Calculemos:

a) La velocidad de la particula en C.
b) La reaccién de la pista sobre la particula y su valor en C.
¢) La altura / para que la reaccién de la pista sea nula en C,

d) La distancia / recorrida sobre la horizontal, después de salir de B, sabiendo
que hay un coeficiente de rozamiento al resbalamiento u, entre By D

Solucion:

a) Elteorema de la conservacién de la energia mec4nica entre A y C'se escribe:
mgh= mg2R+ % mv2
de donde:
U= ./2dh—2R)
b) La ecuacién de la Dindmica para la particula es:
ma=—mgj+ R, dedonde: R=mgj+a

La aceleracién en Ces:

Ya que en C hay un mdximo de energfa potencial, luego hay un mfnimo de la
energia cinética, es decir, un minimo de v, luego debe ser dv/di= Rdw/dt= 0,

La reaccién en Ces:
AW 2h
fR.(_-= m(g—ﬁ)j = mg(S _E)’I

¢) Para que sea R =0, ha de ser h= 582,
d) H teorema de la energia cinética aplicado entre By Dda:
0

B

Yy, puesto que son T, =0, f= —umgi y dr= dxi resulta:

1 I
—EHR’%= —J;mgdx= — pmgl
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La velocidad en B se obtiene por aplicacién de la conservacién de la energia
mecénica entre A y B

mgh=omiy =~ = 2gh

con lo cual:

yde aquf:

Movimiento en campos potenciales.
Caso unidimensional

Analicemos el movimiento de una particula de masa m sobre la que actian fuerzas
que derivan de un potencial. Consideremos el caso unidimensional y sea la funcién
energia potencial [Ax), que ha sido representada en la Figura 10.18,

Si el sistema es conservativo, la energia mecénica de la particula se mantendra
constante:

F= Tix)+ L{x) = cte,

Consideremos una particula cuya energfa mecénica sea £, = cte. La represen-
tacién de ésta en la Figura 10,18 es una linea recta que corta a la de energia poten-
cial en dos puntos, A y B, en los cuales se verifica F; = Uy, por tanto, en esos
puntos, es 7= 0y, en consecuencia, v = 0. A estos puntos se les denomina punfos
de retroceso, porque la particula, al llegar a uno de ellos, se para y vuelve en senti-
do contrario. En efecto, la fuerza que actda sobre la particula es F= —dU/dx, es
decir, es la pendiente de la curva de energia potencial cambiada de signo. Al llegar
la particula a B, se para y como la pendiente de [fx) es positiva, la fuerza que ac-
tda tiene sentido contrario y lleva la particula hacia O, Al llegar a A, se para y co-
mo allf la pendiente de L{x) es negativa, la fuerza que actda tiene sentido positivo
y la partfcula vuelve hacia B,

En todo instante debe ser:

1
B =T + Ux) =5 m? + U9

luego la velocidad de la particula en cada posicién es:

(¥ = /2[E — UX)/m

Hay que hacer notar que el menor valor de v no estd en el miximo de U, sino en el
mayor valor de U, es decir, no estd en D sino en A o B Igualmente, el mayor valor
de v esta en los puntos de menor valor de U que, en general, no tiene por qué coin-
cidir con un minimo de UJ, aunque en el caso representado si coincida.

En los puntos de tangente horizontal la fuerza sobre la particula es nula, son
puntos de equilibrio, d Ujéx = 0, Si al apartar la particula de su posicién de equili-
brio, en ambos sentidos, las fuerzas del campo siempre la devuelven hacia aquél, el
punto se dice de equilibrio estable (punto C). Los puntos de mfnimo de la funcién

Puntos de retroceso

Puntos de equilibrio

X
Figura 10.18.
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energia potencial son de equilibrio estable. Por el contrario, si al apartar la particu-
la de su posicién de equilibrio, las fuerzas del campo la alejan mds de ella, el punto
se dice de equilibrio inestable (punto D), Los puntos de méximo de la funcién
energia potencial son puntos de equilibrio inestable,

m Campo gravitacional préximo

La funcién de energia potencial para un campo gravitacional préximo ya fue
obtenida en el Capitulo 8 y, tomando el eje OZ segiin la vertical ascendente, se
expresa:
U= mgz

habiendo tomado el origen de potenciales en la superficie del planeta que crea el
campo.

La conservacién de la energfa mecénica nos relaciona la velocidad de la parti-
cula con su posicién dentro del campo:

1
E|=51m2+mgz de donde: v = J2AE/m— g2

Los puntos de retroceso T'= 00 E} = U= mgz nos dan la altura mixima que
puede alcanzar la particula en funcién de su energfa, z_ 4, = £;/mg Por el contra-
1o, la velocidad méxima se dard en puntos de potencial nulo:

1
E= 5 m?*  dedonde: v, = ./2F/m

El campo en este caso es K= —dl/izk = —mgk
Por tanto, siempre el campo lleva la partfcula hacia posiciones de menor po-
tencial.

SRR LR 8 Campo de las fuerzas elasticas

La energfa potencial de las fuerzas elésticas ya fue deducida en el Capitulo 8 y,
1
tomando el eje OX en direccién del campo, se expresa: U= 5 ki, expresién en

la cual kes la constante eldstica y hemos tomado origen de potenciales en x= 0.
La conservacién de la energia mecénica se expresa ahora:

1 1
E=-m’+-kZ
1= T3

de donde podemos obtener la velocidad de la particula en funcién de su posicién

dentro del campo:
v =./(2E, — k&)/m

1
Los puntos de retroceso T= 0, E; = 2 k¥, son los mayores valores de x:

1

ot = T
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La particula de energfa E; s6lo puede moverse en posiciones que verifiquen:

—J2E/m<x < /2E/m

La méxima velocidad se dard en puntos de potencial nulo, x = 0:

1 —
'El = 5 H'.'Uz M urnﬁx _— Elfm

Existe un punto de equilibrio dUJdx= kx= 0, el x= 0, que es de equilibrio
estable, ya que el campo K= —dljoxi= —kxi, siempre lleva la particula
hacia esa posicidn, tanto si es x < 0 como si es x> 0,

m Fuerzas centrales

Se dice que una fuerza es central cuando pasa constantemente por un punto fijo de-
nominado centro de fuerzas. El momento de las fuerzas exteriores respecto a este
punto es nulo y el teorema del momento cinético da:

iL,=0

¥, por tanto:
L, =r x mv = cte.

luego el plano determinado por ry ¥ es fijo, perpendicular a la direccién fija de Ly
y contiene la posicién inicial del mévil, en consecuencia, el movimiento es plano
(Figura 10.19).

Ly=cte

Plano del

movimiento

Posicion
imicial

Figura 10.19.

Evidentemente que este movimiento verificard la ley de las 4reas, va que el
momento cinéfico es constante,

Particularmente importante es el caso en el cual el médulo de la fuerza es in-
versamente proporcional al cuadrado de la distancia al centro, ya que a este tipo
pertenecen las fuerzas de atraccién gravitacional, las de atraccién del electrén por
el niicleo del 4tomo y, en general, las de atraccién o repulsién entre particulas car-

gadas,

Movimiento de satélites. Atraccion gravitacional

La fuerza que sobre el satélite ejerce el planeta pasa siempre por el centro de éste;
se trata, por tanto, de un caso de fuerzas centrales y se cumpliréi todo lo indicado
para éstas.
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0,
Figura 1020.

Momento cinético del satélite

Vamos a considerar el origen del sistema de referencia mévil en el centro del
planeta y el origen del fijo en el centro del sistema solar. Sean m, y m, respectiva-
mente, las masas del satélite y del planeta, y sus vectores de posicién respecto al
sistema de referencia fijo r y 1, respectivamente (Figura 10.20).

Las ecuaciones del movimiento, considerando finicamente la atraccién gravita-
conal entre planeta y satélite, son:

my¥y = —Gg-f ;M = G%w

dividiendo la primera por my, la segunda por m, y restando de la primera la segun-
da resulta:

e

en la que res el vector que posiciona el satélite respecto al centro del planeta y m.
es el vector unitario de la direccién desde el centro del planeta al satélite. Utilizan-
do la llamada masa reducida:

F=ﬂ
my + m,
s escribe:
;ﬁ'-=—Gm_:2%-,=—f—:-,. [10.23]

ecuacion que nos determina el movimiento relativo del satélite respecto al planeta
y que nos indica que podemos aplicar la ley fundamental de la Dindmica en el sis-
tema de referencia mévil, pero utilizando la masa reducida en lugar de la masa del
satélite. Para simplificar la escritura hemos llamado C'= Gmm.,

En la determinacion de la trayectoria utilizaremos coordenadas polares planas,
en las cuales el momento cinético se expresa:

Lo=r X uv= pru, X {i'-,,+ré-3)=,wzﬁ-fli=ymk
Vector que debe ser constante, segiin se ha demostrado y, por tanto, la trayectoria
plana pasa por el centro del planeta. El plano de la trayectoria queda determinado
por la direcci6n de la velocidad inicial, ya que debe contener a ésta y pasar por O,
centro del planeta. También queda determinado el plano de la trayectoria por los

vectores Iy ¥ Vg, posicién y velocidad iniciales.
El médulo del momento cinético se expresa:

Ly = ur’f = prv = prgy, [10.24]
La Gltima igualdad:

permite, conocidas las condiciones iniciales, hallar la velocidad v en cada posi-
don r,

La Ecuacidn [10.23], expresando la aceleracién en coordenadas polares planas,
s escribe:

u(F — ré®m,+ p(ro + 270wy = — I—i-,
de la que se deducen:

y{f—fﬁ’)=—c

= ¥ ré+2r8=0 [10.26]
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Esta dltima no es mas que la [10.24] derivada respecto al tiempo, como puede
comprobarse ficilmente. Mediante la [10.24] podemos eliminar & en la primera
[10.26], quedando:
LQ.
pf—F= —g [10.27]
Siempre se verifica:
d dd
dt ) dt
lo que, teniendo en cuenta la [10.24], se expresa:
a_tLd
dt urt df
Para la segunda derivada es:
d _Ld(Ld
cfr" dr ﬁ B " wr D\ b
y, con ello, la [10.27] se escribe:
Ldgfldy L2 € ~dfidy 1__ Cu
Pa\iPrd) ¢ B ° ®\Pd) T I
Teniendo en cuenta que es:
1or . dbo
rdo dg
puede ponerse de la forma:
di/p 1 uC
& 2 o
y haciendo el cambio de variable:
1_uC
“r I?
resulta:
&
I
cuya solucién es y= Acos (6 — 6,).
Por tanto, la solucién de [10,28], volviendo a la variable r, es: Ecuacidn de la trayectoria
1 uC %
== + Acos (0 — 6p) [10.29]

que es la ecuacin de la trayectoria expresada en polares planas y que corresponde
a la ecuacién de una cénica con un foco en el origen,
La ecuacién general de éstas es de la forma:

by |-

=%[1+ems{ﬂ—ﬁ'ﬁ)]
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my Inicio
s trayectoria
y libre

e ;
- Irayectoria
impulsada

Figura 10.21.

Excentricidad

Ecuacién de la trayectoria

Por tanto, el pardmetro de la trayectoria es p = [*/uC'y la excentricidad:
e= Ap = Al*/uC
Es necesario analizar el valor de & pues la trayectoria serd una hipérbola si es
e> 1; serd una pardbola si es e= 1; serd elipse para 0 < e <, y circunferencia si e=0,
Puesto que para r = 1y es 8 = 6, (Figura 10.21), el valor de la constante A es:

1 uC
A_FQ_F

y, con ello, el valor de la excentricidad estd dado por:

“\p I*)uC rpuC
Sustituyendo el valor de L dado por [10.24] y el valor de la constante C, la excen-
tricidad se escribe:

[10.30]

Ivg

e=—-——1 [10.31]
G(my + m)

Por tanto, el tipo de trayectoria depende de la posicidn inicial, del médulo de la
velocidad inicial y de las masas del planeta y del satélite, si bien ésta es desprecia-
ble frente a aquélla y no influye préicticamente en el tipo de trayectoria.

El valor del pardmetro de la trayectoria pude expresarse de la siguiente manera:

L
P__I.IC_ uC _G{mﬁ-ﬂw—m{e“)

con lo cual, la trayectoria [10.29] se expresa:

1+ e
T ecos(f — 6,) gL e
La trayectoria sera:
Hipérbola si es:
Iyva
G(mlnf m) :
Pardbola si es:
__ Wb _,
G(my + my)
Elipse si es:
—"0”%

la—<2
G(my + my)

Circunferencia si es;
Ih

R i S
G(my + my)
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Para cada posicién de lanzamiento I, hay una velocidad v, que se denomina
velocidad de escape, a partir de la cual el satélite no queda en érbita, ya que su
trayectoria serfa parabélica o hiperbélica; su valor es:

h +
Upge = G‘{m-:h by [10.33]

Para que la érbita sea circular, la velocidad inicial de puesta en Grbita debe ve-

rificar:
m, +
Ve = ,‘L i+ k) [10.34]
Iy

Si es vy < vy, el satélite cae sobre la superficie del planeta. Las trayectorias se-
rin elipses, ocupando el centro del planeta uno de los focos, siempre que sea:

Uge =< Up < Up,

Satélites terrestres

En el caso de satélites terrestres, despreciando la masa del satélite frente a la de la
Tierra, m, = 598 - 10> kg, la velocidad de escape [10.33] se expresa:

X 66T X 10" X598 x 107 28244 x 10°
UDE - J‘b - JJTU

Para que la trayectoria sea circular, la aplicacién de la [10.34] nos da:

[10.35]

14,122 x 10°

Ve = J}Tﬁ

Si el inicio de la trayectoria libre se hace en un punto para el cual es r; = 7000
km, la velocidad de escape es:

[10.36]

, 28244 x 10°
B T

y la velocidad, para que la trayectoria sea circular es:

= 10 675,23 m/s = 38 430,83 km/h

14,122 x 10°

0T A x 10°

Las trayectorias serdn elipses, ocupando la Tierra uno de los focos, siempre que
sea:

= 5337,61 m/s = 19 215,41 km/h

14,122 x 10° 28,244 x 10°

J_Fn "-‘:'HUO"-':-. JJTD

En esta situacién, al punto de la érbita mds préximo a la Tierra se le denomina
perigeo y al més alejado, apogeo (Figura 10.22). Los radios cormrespondientes se
denominan I, y I, respectivamente, y sus valores se obtienen de la ecuacién
[10.32] particularizada para f = 0 y & = =, respectivamente, obteniéndose:

14+e 14+e

= Pe=————Ii 10.37
P"1+ecosf ® 7 71— ecosfy " [ ]

Velocidad de escape

Orbita circular

Velocidad de escape

Orbita circular

Orbitas elfpticas

Perigeo y apogeo
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Semieje mayor

Semieje menor

Apogeo

Figura 10.22.
En funcién de éstos puede obtenerse el valor de los semiejes a y bde la elipse
trayectoria. Evidentemente, es r, + r,= 2ay, por tanto:
1+e
=T =3 _ 3 o
1-— EZODSZ Ho

Por otra parte, puesto que la suma de distancias desde los focos a un punto de
la elipse es constante, serd:

a= % {rp +.1) [10.38]

FA+ FPA=2a= FB+ F'FB=2FRB

es decir, FB= F'B= 3,
En el tridngulo rectangulo FCE se verifica:

P=FB-CFP=2—-(a-nr)=r2a—r)=r,r1,
y, en definitiva:

14+ e
b= /1y = ——=—1 [10.39]
1 — € cos” by

Ley de las dreas. Al describir la trayectoria el satélite, el radio vector barre el
érea de aquélla, cuyo valor es A = nab. El érea elemental barrida por el radio vec-
for en un tiempo df es:

1
dA=—r
2 d?
y el drea barrida por el radio vector en la unidad de tiempo es:
1
dAjdt= 3 o
cuyo valor deducido de [10.24] es:

1
dA""ﬂ?= Iojz;; = 5 ytn

1
resultando que el 4rea barrida en funcién del tiempo es A = > Iy &

Periodo orbital El periodo orbital o tiempo que tarda el planeta en recorrer su
érbita serd igual al drea de ésta dividida por lo que tarda el planeta en barrer la uni-
dad de drea, es decir:

P = 2naby/I, [10.40)
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Teniendo en cuenta que es:

L = uCp= uCl/a
ya que el parimetro de la elipse es p = b?/a, el periodo se escribe:
_ 2umab

i 2n = ;
P= L Y e [10.41] Perfodo orbital
JFCE C N Gmy + my)
d

Con todo lo cual, quedan demostradas las famosas leyes de Kepler, que son:

— Elradiovector que va del Sol al planeta describe dreas iguales en tiempos
iguales.

— Las trayectorias de las planetas son elipses estando el Sol en uno de sus focos.

— Las cuadrados de las periodaos son proporcionales a los cubos de los se-
miefes mayores de sus crbitas.

Ya hemos indicado cémo la masa del satélite, m,, no influye en la 6rbita, como se
deduce de la [10.31], ya que es despreciable frente a la masa de la Tierra,
m, = 5,98 10%, Por ello, el tipo de 6rbita queda determinado por los valores de rp
¥ g, como ya hemos indicado. En conscuencia, todos los elementos del satélite o
de la cédpsula estin situados en la misma Grbita y la apertura de la escotilla de ésta
no es suficiente para que caiga ningiin objeto de su interior, porque todos estdn co-
locados en érbita, la cdpsula no los transporta, se la podria eliminar y todo el con-
tenido seguirfa en &rbita,

Andlogamente, tanto el astronauta como la cdpsula espacial han sido colocados
en 6rbita con la misma velocidad inicial y, por tanto, ambos recorren prictica-
mente la misma érbita, Las aceleraciones orbitales son las mismas para los dos, asf
como la aceleracién de la gravedad que actiia sobre ambos. No existe, por tanto,
aceleraci6n relativa alguna entre el astronauta y la cdpsula. En consecuencia, no
hay fuerza alguna entre ambos y el astronauta flota dentro de la cdpsula, pierde el
sentido de la verticalidad y no encuentra reaccién alguna por efecto de su peso. A
esta situacién se la conoce con el nombre de igravidez Quede, pues, bien claro
que el astronauta flota porque su aceleracién respecto a la cipsula es nula y no por-
que no exista la fuerza mg que sf existe tal y como ha sido definida y gracias a la
cual no escapa de la 6rbita.

EJEMPLO 10.9

Un satélite de masa m = 1000 kg se lanza en su perigeo, a una altura /1 = 420

km sobre la superficie terrestre, con una velocidad vy = 36 000 km/h, paralela a -

la superficie de la Tierra (Figura 10.23). Tomando como origen de 4ngulos el ra- Vo
dio que va del centro de la Tierra al perigeo y los valores R=638.10° m, %
M=598:10"kgy G= 6,67 10" " Nm?kg ~2, determinemos: P

a) La excentricidad de la trayectoria, ;Qué tipo de trayectoria es? Ly
b) La ecnacion de la trayectoria. =
¢) H valor del radio en el apogeo.

d) Kl valor de los semigjes de la 6rbita, .
¢) H periodo de revolucién.

Solucién:
a) La posicién de lanzamiento es:
p=R+h=638%x10km+ 420km=6,8 x 10°km =68 x 10°m
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La velocidad de lanzamiento es:
vo = 36 000 km/h = 10* m/s
La excentricidad estd dada por la Ecuacién [10.31]:

. 6,8 x 10° x 10° _
6,67 x 107 (5,98 x 10% + 10%)

despreciando la masa del satélite resulta:

6,8

= % 10—1=07048
€= 667 x 598 g

luego la trayectoria es una elipse.
b) La ecuacién de la trayectoria es de la forma [10.32] vy, puesto que en el ins-
tante inicial es f, = 0, se expresa:

1,7048

B 11,5926 x 10°
= 1+ 07048 cos

1 + 0,7048cos

¢) H valor del apogeo se deduce de la ecuacién de la trayectoria para = x, lo
que da:

x 6,8 % 10°m =

11,5926 x 10°
Ta= 107048

d) Los valores de los semiejes de la Orbita estdn dados por las relaciones
[L0.38] v [10.39], resultando:

= 139,27 x 10° m = 39 270 km

1
a=5(r,+r;=23035 % 10° m = 23 035 km

b= /ry 1, =1634124 x 10> m = 16 341,24 km
e) El periodo de la érbita estd dado pr la [10.31]:
ara u - an*a
c G(my + my)

4 x23 035 x10°
T 667 % 10 M x598 x 100

7 =

1,2097548 x 10° §*

T=1347815 x 10*s =966 h

Energia y orbitas
La energia cinética del satélite en su movimiento respecto al planeta es:
pelogpel opi o Lop i los
2 2 2 2 2
Sies my < < my, resulta g = m, y la energia cinética se expresa

: T .
T_Em‘ﬁjLiﬁ [10.42]
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La energfa potencial es:

o [10.43]
o
y la energia mecénica del satélite es:
T O - mm 1 .
E_;"+U-Zmlruzﬂm2 G— —21'1111'2+Ua

siendo:

1 Iy 1My

U"_Zmlrz G - [10.44]

la funcién potencial efectivo, que se ha representado en la Figura 10.24,

Tanto en el apogeo como en el perigeo es i*= 0, ya que I pasa por un maximo
o un minimo, respectivamente. Por tanto, los valores de r que verifican E'= U, son
los correspondientes al apogeo, el mayor, y al perigeo, el menor, y la trayectoria es
eliptica:

1 1’_-% my 1,
2 mr r B
gue puede expresarse:
EP+ Gmmr— I22m =0 [10.45]
cuyas soluciones son:
2
— Gmym, + \/Gzﬂﬁﬂﬁ o EEE
= 2E

En las drbitas elipticas las dos raices deben ser positivas, lo que exige que sea
E < 0; ademds, deben ser reales, luego debe ser G*ning — 2|HI3/

my, > 0es decir:
mm
|H < —Gzﬂé 2 (10.46]

El signo igual da una tinica raiz doble para la Expresi6n [10.45], lo que correspon-
de a 6rbitas circulares, en las cuales el radio de la 6rbita es:

_—Gmm, _ I§ _rvg

hETOr Tomm Gam

La dltima igualdad se escribe teniendo en cuenta la [10.24] y la aproximacién
m; << m,. Despejando ry, es:
_ Gn?

nh=— [10.47]
Up

También se puede obtener este resultado a partir de la Expresién [10,31], aplican-
do la misma aproximacion, puesto que la excentricidad de la érbita circular es
nula.

Figura 10.24.
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En la 6rbita circular sélo hay aceleracién normal v la ley de la Dindmica se ex-

presa:
2
v
T & g
de donde:
= g2
Iy

y la energfa cinética se expresa:

m, i,

1 1 m,
T—EHJIUQ'—EJHIGE—G 2]"’0

Con lo cual, la energfa total del satélite en érbita circular es:

m
Mty My i

E=T+U=G— = =

[10.48]

[10.49]

[10.50]
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Los viajes espaciales se inician en 1959 con una nave
lanzada por la URSS, que se estrellé sobre la superficie
lunar. Ya, en diciembre de 1962, la Mariner 2 sobrevol6
Venus y la Mariner 4 lo hizo sobre Marte en 1965, La
primera nave espacial que utilizé navegacién asistida
fue la Mariner 10, que usd a Venus como acelerador pa-
ra llegar a Mercurio en 1974; desde entonces diferentes
naves espaciales han explorado los secretos de diferen-
tes planetas. De forma simple podia pensarse en realizar
estos viajes disefiando un potente cohete que venciera
los campos gravitacionales interpuestos y fuera directa-
mente hacia el planeta deseado; usando, al llegar, otros
cohetes para frenar y situar la nave en 6rbita o deposi-
tarla sobre la superficie del planeta. Este sistema conlle-
varia un gran consumo de energfa y se ha buscado un
método més inteligente que utiliza el campo gravitacio-
nal del Sol y disminuye el consumo de combustible,

En primer lugar hay que situar a la nave en una 6r-
hita alrededor de la Tierra drbifa estacionaria u drbita
de aparcamiento, que debe ser recorrida en el mismo
sentido de giro de la Tierra alrededor del Sol, por razo-
nes que luego veremos.

A continuacién se debe transferir la nave a una 6r-
bita alrededor del Sol, llamada drbita de ifransferencia,
la cual es una semielipse que debe ser tangente a la 6r-
hita estacionaria y a la érbita definifiva alrededor del
planeta de destino, llamada drbita de destino.

Durante el tiempo que la nave esti en la érbita de
transferencia los motores pueden ir apagados, ya que
el movimiento se realiza por la accién del campo gra-
vitacional del Sol. Al llegar a la Grbita de destino los
motores deben encenderse para abandonar la Grbita de
transferencia y comenzar a girar alrededor del planeta.

El sistema de navegacion descrito permite ahorrar
energfa, pero presenta algunos condicionantes, pues el
lanzamiento debe hacerse cuando la nave esté en un
extremo del eje mayor de la 6rbita de transferencia y
en un momento tal, que tanto la nave como el planeta
vayan a llegar en el mismo instante al otro extremo del
citado eje. Para conseguir esto el lanzamiento debe ha-
cerse en una determinada posicién de la nave dentro
de su 6rbita, que se denomina ventana de lanzamiento,

Cuando la nave se destina a uno de los planetas
interiores, més cercanos al Sol que la Tierra (Venus o
Mercurio), la ventana de lanzamiento esta situada en la
zona de la érbita de aparcamiento més préxima al Sol,
(Figura 1), En esta zona, la velocidad de la nave alrede-

Orbita de
transferencia

Orbita de
aparcamiento

Planeta

Figura 1

dor de su érbita, v, tiene la misma direccién pero senti-
do contrario a la velocidad debida al movimiento de la
Tierra alrededor del Sol, v por ello se requiere un me-
nor impulso para que la nave abandone la Grbita de
aparcamiento y comience a moverse atrafda por el Sol.

Si el destino de la nave es un planeta exterior, mas
alejado del Sol que la Tierra, la ventana de lanzamien-
0 debe estar en la zona de la 6rbita de aparcamiento
no iluminada por el Sol (Figura 2), ya que en esta, las
velocidades v, y v, ienen la misma direccién y senti-
do, y es necesario un menor impulso para dirigir la na-
ve hacia el exterior del sistema solar,

Orbita de
transferencia

E ) Plancta

Plangta

Figura 2
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La ventana de lanzamiento solo se presenta en con-
diciones especiales, que no vuelven a repetirse hasta
que el planeta ha descrito una revolucién completa al-
rededor del Sol; es decir, tarda un tiempo igual al
periodo de revolucién del planeta alrededor del Sol.
Estos periodos, junto con ofros datos del Sistema So-
lar, se han recogido en la Tabla 10.1,

Los campos gravitacionales de los planetas pueden
también ser usados para aumentar la velocidad de la
nave y para cambiar su direccidn, es lo que se denomi-
na navegacion asistida por gravedad, Asf, si una nave
la dirigimos hacia un planeta de forma que su energia

total se mantenga ligeramente superior a la unidad, la
frayectoria respecto a ese planeta serd abierta (hipérbo-
la o pardbola) y su trayectoria habré sido desviada por
aquél (Figura 3). La nave ademis es arrastrada por el
planeta en su movimiento de rotacién alrededor del
Sol con lo cual también aumenta la energia cinética de
la nave. En consecuencia, la nave aumenta su velocidad
y cambia de direccién, para lo cual ha debido aportar
energia el planeta, ya que la energia total del sistema
solar debe permanecer constante. Por este procedimien-
to la Voyager2, lanzada el 20 de agosto de 1977, visité
los cuatro grandes planetas exteriores (Figura 4).

Tabla 10.1. H sistema solar

Sol 1,987-10°" @65 27

Mercurio 3,29-10% 24 57,8 0,241 02056

Venus 484.10* 61 1082 0,616 00068

La Tierra 598-10* 6378 149,6 1 0,017 i
Luna 7,34-10%2 1,738 0,384 0,075 0055 27,3

Marte 6,5-10% 34 2279 1,88 00934 1,02

Tapiter 1,9-107 71,35 7783 11,86 00483 0,41
Ganfmedes 1,53 - 107 247 1,07 0,02

Saturno 5,68-10"° 60,4 14280 2946 00560 0,43
Titdn 1,4-102 25 1,22 0,044

Urano 89-10° 2485 28720 84,02 00461 0,45

Neptuno 1,02-10° 26,5 4500,0 164,79  0,0098 0,66
Tritén 1,5-102 20 0,354 0,016

Plut6n 1,4-10% 15 59150 248,55 02494 0,7

Neptune

Nave

Figura 3

2RRY

Figura 4
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Ecuaciones del movimiento del centro de masas
del sistema

Consideremos un sistema formado por n puntos materiales de masa my, m,, ..., m,
y cuyos vectores de posicién son Iy, I, ..., I, respectivamente. De acuerdo con el
principio de aislamiento, podemos considerar como libre un punto f del sistema,
sin més que tener en cuenta, ademds de las fuerzas exteriores que sobre €l actian,
las acciones que el resto del sistema ejercia sobre él. Sea F, la resultante de las
fuerzas exteriores que actdan sobre el punto de masa m, y f la resultante de
las fuerzas interiores que actiian sobre él. La ecuacién de la Dindmica para este
punto es:

mj;?=FJ+ﬂ

Para cada punto del sistema puede escribirse una ecuacién aniloga y sumando
todas ellas resulta:

ya que Y £, =0, en virtud de la tercera ley de Newton,
i

H centro de masas del sistema, C, estd determinado mediante su vector posi-
cién, dado por la ecuacién:

mre=7} mnw
;

siendo m = Em,, la masa total del sistema. Derivando esta ecuacién dos veces res-
F)

pecto al tiempo, da:

e = ; r,

y, al llevarlo a la [11.1], resulta ser;

. Ecuaciones del
movimiento del centro
de masas del sistema

. Teorema de la cantidad

de movimiento.
Impulso lineal

. Teorema del momento

cinético. Impulso angular

. Teorema de la energia

cinética
Conservacion de la energia

Movimiento del sistema
respecto a su c.d.m.

. Choques

Movimiento del ¢.d.m.
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CIE

Figura 11.1.

es decir, el centro de masas del sistema se mieve como un punto material cuya
masa filese igual a la masa total del sistema y sobre el cual actuasen filerzas equi-
polentes a las exteriores que actijan sobre el sistema,

Teorema de la cantidad de movimiento.
Impulso lineal

Definicidn. La cantidad de movimiento total del sistema es la suma de las cantida-
des de movimiento de cada particula que pertenece al sistema:

F=;E=zmﬂ;=;mﬂy [11.3]

La cantidad de movimiento del sistema, teniendo en cuenta que el c.d.m. ve-
rfica;

mic =), mi,
se expresa:

P= e [11.4]

lo que se enuncia asf: la cantidad de movimiento de un sistema es igual a la que
tiene su c.d.m. dotado de toda la masa del sistema.

Teorema. Derivando respecto al tiempo la Expresién [11.3] se obtiene:

- SmE=LE+D=LF=F
dp/dt=TF [11.5]

que es la expresién analitica del teorema de la cantidad de movimiento, que dice:
la derivada respecto al iempo de 1a cantidad de mov imiento del sistema es igual a
I resultante de las fuerzas exteriores que actiian sobre él.

Conservacion, Si la resultante de las fuerzas exteriores que actdan sobre un sis-
tema es nula, asf serd la derivada de su cantidad de movimiento respecto al tiempo
y, en consecuencia, la cantidad de movimiento del sistema permanecerd constante,

SiF =0, dp/di= 0y p= cte.

De acuerdo con [11.4], la velocidad del c.d.m. serd constante y el c.d.m. se
moverd con movimiento rectilineo uniforme o permaneceré en reposo si antes lo
estaba.

Si en estas circunstancias, F = 0 y, por alguna causa intema del sistema, se
modifica la cantidad de movimiento de una de sus partes, el resto del sistema debe-
rd modificar su cantidad de movimiento, de forma que la cantidad de movimiento
total del sistema permanezca constante.

Una persona, de masa m, se encuentran sobre una plataforma del tren, de masa M
inicialmente, ambas estin en reposo (Figura 11.1). La persona se pone a caminar
sobre la plataforma en sentido longitudinal y con una velocidad relativa v respec-
o a ella, Hallemos la velocidad de la persona respecto al suelo v, y la velocidad
con que se moverd la plataforma.
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Solucion:
La resultante de las fuerzas que actian (gravedad y reaccién del suelo) es nula,
por tanto, habré conservacién de la cantidad de movimiento. Como inicialmente
la cantidad de movimiento es nula, pues se parte del reposo, deberd mantenerse
nula durante todo el movimiento, lo que permite escribir:

Iy + M =)
Por otro lado, la Cinemdtica del movimiento nos da:

vy=v+V

oon lo cual, resulta:

V=-m/im+M y v,=M/(M+m

Una persona ha parado su barca junto al muelle y se dispone a saltar a tierra (Fi-
gura 11.2). Antes de hacerlo, el sistema persona-barca estd en reposo y su canti-
dad de movimiento es nula. Puesto que sobre el sistema la resultante de las fuer-
7as exteriores es nula, su cantidad de movimiento se mantendrd constante y, por
tanto, deber4 ser siempre nula, Si la masa de la persona es m y la de su barca M,
al saltar hacia el muelle con una velocidad v respecto a éste, la barca se retirard
de €l con una velocidad V mspecto al mismo, debiendo verificar:

MV + mw=0  dedonde: V= —m/M

Una persona de masa 80 kg est4 situada sobre una barca de masa 100 kg, cuyo
eje longitudinal estd dirigido normal al muelle del embarcadero. Inicialmente,
todo el sistema estd en reposo y la persona se encuentra a 6 m del muelle. En
un cierto instante, la persona comienza a andar sobre la barca siguiendo el eje
longitudinal de la misma, dirigiéndose hacia el muelle con velocidad relativa
constante v, Calculemos:

1.° La velocidad de la barca respecto al muelle,

2" La velocidad de la persona respecto al muelle,

3, Ladistancia de la persona respecto al muelle, cuando la persona ha recorri-
do sobre la barca 3 m,

Solucién:

1.° La resultante de las fuerzas exteriores que actiian sobre el sistema es nula,
luego se conservard la cantidad de movimiento y, puesto que ésta inicialmente
era nula, debera seguir asf:

p=0=>%p,=MV+1wn

Figura 11.2.
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—
Figura 11.3.
ﬂll HI: >
Figura 11.4.

sendo V y v las velocidades respecto al muelle de la barca y de la persona, res-
pectivamente. La velocidad de la persona respecto al muelle ser4 la que tiene res-
pecto a la barca, mds la de ésta respecto al muelle, v=v.+ V, con lo que la
ecuacién anterior se expresa:

4
MV + mv.+V)=0  de donde: V=—ﬂnrf(M+m)=—§v,

2.7 La velocidad de la persona respecto al muelle es:

5
v=v,— mv/(M+ m) = Mv (M+ m) =3

5
3.° El desplazamiento de la persona respecto al muelle es x= vf= 9 v 1 el

desplazamiento sobre la barca es X' = v,.fy, cuando sobre la barca ha recorrido 3
m, respecto al muelle ha recorrido x= 5/9 x 3 = 5/3, luego la distancia al mue-
llees d=6 —5/3 =13/3=4,33 m,

Impulso. La Ecuacién [11.5] puede escribirse de la forma dp = F dt e, integra-
da entre dos instantes, es:

m—n=jﬁdr=l [11.6]

Al segundo miembro se le denomina impulso lineal del sistema y la ecuacién
expresa que el impulso lineal del sistema es igual a la variacién de la cantidad de
mov Imiento,

Dos etapas de un cohete, de masas m, y Ik, respectivamente, vuelan juntas a la
velocidad v, en el momento en que se agota el combustible de la primera (Figu-
m 11.3). Al encenderse el motor de la segunda se produce la separacién de ambas
con una velocidad relativa v, (Figura 11.4). Calculemos:

a) Las velocidades de las dos etapas después de su separacidn,
b) H impulso de la segunda etapa durante la separacién,

¢) H empuje medio de la segunda etapa durante la separacidn, sabiendo que és-
fa se produce al cabo de f; segundos después de encendido el cohete.

Solucién:

a) Las fuerzas exteriores aplicadas al sistema son nulas, por tanto, de acuerdo
oon el teorema de la cantidad de movimiento, ésta debe permanecer constante.
Un instante antes de separarse las dos etapas, la cantidad de movimiento del sis-
fema es:

(my + my)v
Una vez separadas las dos etapas, la cantidad de movimiento del sistema es:

mu, + by
Por tanto, debe verificarse:

(m + myv = mp, + myv,
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De acuerdo con el enunciado, es v.= v, — v;.
De las dos iltimas expresiones se deduce:

my
(28
m +m,

vy=v— Y th,=0v+

v
m+m "

b) La variacién de la cantidad de movimiento de la segunda etapa durante la se-
paracién debe ser igual al impulso recibido durante ese tiempo:

i,
! I,
Fdr= = = \ P v = — W)= v,
J; P~ P = TV, — MLV = Th(V, — V) L

¢) H empuje medio verificara:

m,
m +m

Ff, = myv, —v) = m,

r

de donde:

_ mim, vr
m+m

m Teorema del momento cinético. Impulso angular

Definicién. El momento de la cantidad de movimiento 0 momento cinético del sis-
tema respecto a un punto fijo O, se define como la resultante de los momentos res-
pecto a O de las cantidades de movimiento de cada punto material del sistema; lo
simbolizaremos mediante Ly

L= Y Ly =3 (6 p) [11.7]

Derivando esta expresion respecto al tiempo resulta:
=Y E&xp XY mXp)
Fi i

El primer sumatorio es nulo, por tener la misma direccién los vectores ¥; y p;. El
segundo sumatorio, aplicando el teorema de la cantidad de movimiento al punto i,
se escribe:

tn=zj:[r,X(Fj+ﬂ)]

y, al ser ) (r;% £) = 0, ya que las fuerzas interiores son iguales y opuestas dos a
]
dos, resulta:
Lo =Y (r;xF) = My(F) [11.8]
i

lo que nos dice que /a derfvada respecto al tiempo del momento cinético del siste-
ma respecto a un punto O, es igual al momento resultante respecto a O de las filer-
zas exteriores que actiian sobre el sistema,

Conservacion. Si el momento resultante de las fuerzas exteriores que actiian
sobre el sistema es nulo, asi serd la derivada respecto al tiempo del momento
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Figura 11.5.

anético y, por fanto, éste deberd ser constante. Si en esta situacién y por alguna
causa interna cambiase el momento cinético de una parte del sistema, el resto del
sistema deberd modificar su momento cinético de forma que permanezca constante
el momento cinético total del sistema,
La Ecuacién [11.8] puede escribirse de la forma:
dL =Md:

Y, al integrarla entre dos instantes, resulta:
&
[.2—1.,=J. Mdi=1J [11.9]
f.

Al segundo miembro se le denomina impulso angular y la ecuacién expresa
que el impulso angular es igual a la variacién del momento cinético.

m Teorema de la energia cinética

Definicién, La energfa cinética del sistema es la suma de las energfas cinéticas de
cada partfcula del sistema.

Llamando T;a la energia cinética de la particula f constituyente del sistema, la
energia cinética total de éste es:

1
i"=Ej'}=Ez"1;-;-,~|r,-wnrJ [11.10]

Derivindola respecto al tiempo, es:
dr 1 dv dv
E = E E my (Ej"'j + '}'?;) =

= E ma-v; =E F+1£)-v,

y multiplicando por df e integrando entre los estados 1y 2, resulta:
2 2
:';—Tl=zj Fp#‘ﬂrEJ £rde,= W, + W, [1L.11)
1 1

que es la expresién analitica del teorema de la energfa cinética, que dice: Ja varia-
ddn de energia cinética del sistema es igual al trabajo producido por las filerzas
exteriores, méds el producido por las interiores.

H trabajo efectuado por las fuerzas interiores, en general, no es nulo, pero si el
sistema es rigido, sf lo es. Por el principio de accién y reaccion, cada accién de un
punto sobre ofro tiene su reaccién igual y opuesta de éste sobre aquél. El trabajo
producido por cada pareja accién-reaccién es nulo y, en consecuencia, serd nulo el
trabajo producido por las fuerzas interiores. En efecto, consideremos los puntos 1y
J del sistema (Figura 11.5), sean r; y ¥, sus vectores de posicién y sea f; la accién
del punto £ sobre el j, y f;1a accién del punto f sobre el 1, Los trabajos producidos
por las fuerzas indicadas en un desplazamiento elemental son:

dH":r=§1"‘fl'1 : duff=ﬁj'ﬂi}
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Sumando ambos trabajos y teniendo en cuenta que f;, = —f, resulta:

siendo 1y el vector con origen en el punto /y el extremo en el j Este vector, por
ser el sistema rigido, es de médulo constante. Su diferencial dir;; serd normal a él y,
por tanto, normal a f,. En consecuencia, es nulo el trabajo producido por la pareja
accién-reaccion, ffy, é.

Por tanto, para un sistema rigido, la Ecuacién [11.11] se reduce a:

2
Tz—T,=EJI F.dr, [11.12]

que es la expresién analftica del teorema de la energia cinética para sistemas rigi-
dos, y dice: la variacidn de energia cinética del sistema es igual al trabajo produ-
cido por las filerzas exteriores.

En sistemas materiales deformables, la energia cinética se conservari (nica-
mente cuando la suma de los trabajos producidos por las fuerzas exteriores més el
producido por las interiores, sea nulo. En sistemas materiales rigidos, la energfa ci-
nética se conserva solamente cuando el trabajo producido por las fuerzas exteriores
es nulo.

m Conservacion de la energia mecanica

Si las fuerzas interiores derivan de un potencial U, la Ecuacién [11.11] puede es-
cribirse:
L-Ti=W+U-U o (L-U)=(N+Up+W,
y, llamando energfa propia del sistema a £, = T+ Uj es: Energia propia
Ep—E,=W, [11.13]

que nos dice que: la variacion de energia propia de un sistema es igual al trabajo
producido por las filerzas exteriores. Si el sistema est4 aislado, F,; = 0y el trabajo
producido por las fuerzas exieriores es nulo, resultando:

es decir, en un sistema aislado, su energia propia permanece constante.
Si las fuerzas exteriores derivan también de un potencial U, la [11.13] se es-
cribe:

EF‘!‘_E.FJ‘= eI_Uei‘. [V} EN+UQ= pl+Uﬂ1
y, llamando energfa mecénica total del sistema a E= E,+ U, =T+ U;+ U, es: Energia mecinica
E=F o L+U,+U,=T,+U,+ U, [11.14]

lo que nos dice que a energfa mecdnica total del sistema permanece constante du-
rante el movimiento, o bien que Ia suma de las energias cinética, potencial de las
filerzas interiores y potencial de las filerzas exteriores del sistema, debe permane-
cer constante durante el movimiento, En este caso, es decir, cuando E es constante,
se dice que el sistema es conservativo; por el contrario, en el caso de existir fuerzas
que disipan energia del sistema, transformAndola en otras formas de energfa no
mecdnica, se dice que el sistema es disipativo.
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Consideremos un sistema formado por dos masas, m; y 1, unidas mediante un
resorte de masa despreciable, y una constante eldstica £. Supongamos que el sis-
tema se lanza al aire, la energfa cinética de éste es 1/2mu? + 1/2myu3; la energfa
potencial interna, debida al alargamiento x del muelle, es 1 ; ¥ la energfa po-
tencial, debida a las fuerzas exteriores, en este caso Gnicamente las gravitatorias,
es mgz; + mgz. La energia total que deberd permanecer constante en el movi-
miento es:

1 1 1
E=EHHU%+£m2U%+EH2+mIEZI+mQ%

EJEMPLO 11.6

Un muelle de constante eldstica k y masa despreciable estd apoyado sobre una su-
perficie horizontal y mantiene su eje vertical. Sobre su extremo libre se apoya una
masa in'y se le comprime una longitud d, en cuyo momento se suelta. Calculemos:
a) La alura méxima que alcanzari la masa.

b) En qué posicién llevard la masa velocidad méixima.

¢) Cudl es el valor de la velocidad m4xima,

Solucion:

a) Apliquemos el teorema de la conservacion de la energia. La energia cinética,
tanto en la posicién inicial como en la final, serd nula (Figura 11.6). La energfa
potencial el4stica, en el instante inicial, vale [J;= 1/2kd® y, en el instante final,
serd nula, Consideremos nula la energia potencial gravitacional en el instante ini-
dal y su valor en el final serd L, = mgx.

— Posicion final U;= 0, T = 0, U, = mgx
i
i
| x
i

’ ] ;=0

d :m %
- Pasicion inicial 17, =1/244% T= 0,0, = 0
Figura 11.6.

La conservacién de la energia se escribe:
1 kd
E kd = mgx = x= Eg

b) Establecemos la conservacién de la energfa enire el instante inicial y uno
cualquiera del movimiento (Figura 11.7):

1 1 i
Ekﬂfz—i.ﬁd—ﬂz"l‘mgl"i‘iﬂw
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________ Estado de movimiento U; = 12 k(d — x)5 U, = mgw; T = 12 mv?

= X
K g ] ______ Estado inicial U= 172 kd>: U=0T=0

Figura 11.7.

de donde:

v = ﬁd.r——f 2gx= z(k—d—) & a

m m

E méximo de v verificard dv*/dt= 0:
oM ) 2% a0 o
mx_ = A < kg

c) H valor méiximo de la velocidad serd:
k mg\? m k
el el D

Si el sistema es rigido, la varacién de la energia potencial de las fuerzas
interiores es nula y la [11.14] se expresa:

G+ Uy =T, + U, = cte. [11.15]

Eh un sistema rigido, la suma de su energia cinética més la energla potencial
de las fuerzas exteriores se mantiene constante,

En el caso de ser E constante, se dice que el sistema es conservativo; por el
contrario, en el caso de existir fuerzas que disipan energfa del sistema, transfor-
méndola en otras formas de energia no mecénica, se dice que el sistema es disipati-
vo. En este caso no se conserva la energia mecénica, pero siempre se verificar4 el
principio de conservacién de la energfa.

Si en el paso del estado 1 al 2 hay una disipaci6n de energfa, ésta deberd ser
tenida en cuenta en el balance energético, es decir:

E=EK+E

La energia mecdnica total en el estado inicial es igual a la energia mecanica total
en el estado final, mds la energia disipada en el paso del estado inicial al final

Una cuerda de longitud L y peso por unidad de longitud p, est4 situada sobre una
mesa horizontal, cuya cota sobre el plano de referencia es L. Entre la mesa y la
cuerda hay un coeficiente de rozamiento al resbalamiento . En el instante inicial
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Posicion F—d
inicial ™€ sl
E A2

Posicion
final

L G
Li2
L

|
Figura 11.8.

cuelga de la mesa una longitud de cuerda 4, siendo esta longitud la estrictamente
necesaria para que comience el movimiento (Figura 11.8). Determinese:

a) La longitud 4.
b) La velocidad de la cuerda cuando su extremo inferior toque el suelo,
Solucion:

a) En la posicién inicial la fuerza de la gravedad sobre la parte de cuerda que

cuelga es neutralizada por la fuerza de rozamiento entre la mesa y la parte de
cuerda sobre ella, y se verifica:

Ap=pupL—2)
de donde:

1=£
1+

b) La energia cinética inicial es nula: T;= 0. La energfa cinética final vale
1
Ti= 5 M, siendo v la velocidad de la cuerda cuando su extremo inferior toca el

suelo y Mla masa total de la cuerda, que cumple Mg = pl. Tomando el origen de
potenciales en el plano de la mesa, la energfa potencial inicial es:

W
U=-p5=—7p

La energfa potencial final es:

Este es un caso en el cual las fuerzas disipativas tienen funcién potencial. La
fuerza disipativa es el rozamiento entre la cuerda y la mesa, cuya expresién es
F;= upx, siendo x1a longitud de cuerda que queda sobre la mesa. Su potencial es:

1
Ud = E ﬁp)r.z +C
En el instante inicial, x= L — A, la energfa disipada es nula:

1
U=£_:.tp(L—l)2+C
1
de donde C= — 2 up(L — 4)* y el potencial de las fuerzas disipativas es:

1
U= uplé — (L= 2]
La energfa total disipada, desde el instante inicial hasta el final (x = 0), es:

1
Ey= U{L—2) — Uf0) =5 pupL — Y’
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La conservaci6n de la energfa se expresa:

L+ U=T+ U+ E,;

IRV R S
zpl _ng ZPL +2_up(L AP
£2_2_2_ _2_2_1”2‘['2_#‘['2_2_1“‘['2_*{'2
A o oy g R 7 Py R
de donde:
e
1+ u

m Movimiento del sistema respecto a su ¢c.d.m.

La Ecuacién [11.2] permite estudiar el movimiento del c.d.m. del sistema pero,
ademds, para un anélisis completo del movimiento del sistema, es necesario cono-
cer el movimiento de este respecto a su c.d.m.. Para ello, elegimos un sistema de
referencia con origen en el c.d.m., CX'Y'Z, y cuyos ejes se conserven paralelos a
los ejes del sistema de referencia fijo, OXYZ

Cantidad de movimiento

La cantidad de movimiento de un sistema respecto a su c.d.m. es nula. Ello se ob-
tiene al aplicar la [11.4] en el sistema de referencia mévil, cuyo origen estd ligado Figura 11.9.
alcdm: p' = Mvcy,alserve=0,esp = 0.

Lo cual puede también demostrarse directamente, En efecto, la cantidad de
movimiento en el sistema de referencia ligado al ¢.d.m. es:

P =) mf
Puesto que en el sistema de referencia ligado a C, el c.d.m. est4 en el origen, es:
M=} mx)
cuya derivada es:
Y, mi,=0 [11.16]
y, por tanto, p' = 0.

Momento cinético
El momento cinético respecto al c¢.d.m. es:
Lo= ) (x) X mp)

H teorema del momento cinético, expresado en la ecuacién vectorial [11.6],
también se verificard en unos ejes ligados al c.d.m., alrededor de los cuales se
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mueve el sistema, lo cual puede demostrarse directamente. Para ello, derivemos
respecto al tiempo la expresién del momento cinético:

Lo=Y @ x mv)+ Y (x,x m¥)
b I

H primer sumatorio es nulo, ya que lo es cada sumando, resultando:

i-c=;mxmm;)=;mxm = MAF)

que es la expresién del teorema del momento cinético en unos ejes ligados al ¢.d.m,
El momento cinético respecto a O'y el momento cinético respecto a C estén re-

lacionados mediante el siguiente teorema: el momento cinético de un sistema mate-

rial respecto a un punto O es igual a su momento cinético respecto a su c.d.m.,

més el momento cinético respecto a O, de su cantidad de movimiento sifuada en C.
En efecto, el momento cinético respecto a Oes:

L, = ;(1'1 X Mm¥,)

teniendo en cuenta que son: &, =Tr-+ ¥, Yy W¥;= ¥+ ¥V, se expresa:

L= E,: [(xc+ r) X m{vo+ v)

Al desarrollar, y puesto que es:
E myx; = E mv; =10
i Fi

queda:
Ly=rcx ) mvo+ ) ()% mv)
] i

es decir:
IU=rCXHNC+LC=Lc+H0(Pd 1]1]?]

con lo cual queda demostrado el teorema.

Un teorema andlogo puede enunciarse para ejes, diciendo: el momento cinético
e un sistema material respecto a un clerto eje es igual al momento cinético del
Sistema respecto a un eje paralelo al anterior pasando por su c.dm., mds el mo-
mento cinético respecto al efe, de la cantidad de movimiento del sistema situada
en su c.dm, La demostracién es inmediata, basta multiplicar la [11.17] escalar-
mente por el vector unitario de direccién el eje:

Lg= Ly +w-My(po

EJEMPLO 11.8

Dos particulas A y B, de igual masa m, estdn unidas mediante un hilo ideal de
longitud 1 La particula A va unida a un punto fijo O mediante otro hilo ideal
de 1a misma longitud / Las particulas se mueven, sin rozamiento, sobre el plano
horizontal que pasa por O, girando alrededor de la normal a ese plano, OZ,
con velocidad angular constante @ = wk y manteniéndose alineadas con O. Cal-
culemos:
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1.° Las tensiones del hilo en los tramos OA y AB.
2.° El momento cinético del sistema respecto a O.
3. El momento cinético del sistema respecto a su c.d.m.

Solucidn:

1.° Tomemos la linea OAB como eje OX del sistema de referencia mévil, y sean
T, y T, las tensiones del hilo en los tramos OA y AB respectivamente (Figu-
m 11.10). La ecuacién de la Dindmica para la particula B, escrita en el sistema de
referencia mévil, es:

ma,= —Ti— mgk+ Nk— ma,=0
La aceleracién de arrastre de la particula Bes:
a=oXwXr) =okx(okx2H= -2/
Sustiuyendo este valor en la ecuacién anterior resulta:
2mlw* — T+ (N— mgk=0
de donde: T = 2mko®> y N=mg

La ecuacién del movimiento para la particula A se expresa en el sistema
movil:

ma=Li—-Ti+ Nk— mgk—ma,=0
La aceleraci6n de arrastre de la particula A es a, = — Jw’i que, sustituido en
la ecuacién anterior, es:
(T, — Ty + ml®i+ (N— mgk =0
de donde: T} = T; + miw® = 3miaw™
2.° El momento cinético respecto a O es:

Ly=r,Xps+ 1 X pz= 1 x mloj+ 21 x 2minj = 5mPok

3.° El momento cinético respecto a C podemos obtenerlo por aplicacién de la
[11.17]. El c.d.m. del sistema verifica 2mx- = ml + m2[ por tanto, x-= 312,

La cantidad de movimiento del sistema, de acuerdo con [11.4], es
P = 2w, = 3migj y el momento cinético respecto a C es:

Lo.=L,—r-xp=5mPok—3i2ix 3minj =%mﬁwk

Energia cinética

La energia cinética de un sistema es igual a la que tendria su c.d.m. dbtado de to-
da la masa del sistema, mds la debida al movimiento del sistema alrededor de su
c.d.m. (Teorema de Kénig).

En efecto, la energia cinética del sistema:

1
T=— E MW=V
27

Figura 11.10.
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S ExXpresa:

1
T= —Ejm,(vc+ V) (Vo + V)=

(=]

1 1
=S Y MNcVe+ o) V¥ + ) mycev,
2 ¥ 2 I i
Hl iiltimo sumando es nulo, ya que es:

Y MmNV, =V ) ma;=0

por la Expresién [11.16]. Con ello, la energia cinética se escribe:
| 5.1
T=5Mbc+£);mju, =5M%+T’ [11.18]

que es la expresién analftica del teorema de Konig.

EJEMPLO 11.9

Dos particulas de igual masa m tienen como vectores de posicién, respecto a un
sistema de referencia S de origen U, los vectores:

rn=ri+tj+k y r,=2d+74+k

Determinese:

a) La cantidad de movimiento del sistema respecto a O,

b) El momento cinético respecto a O.

¢) El momento cinético respecto a C.

d) La comprobacién del teorema que relaciona ambos momentos cinéticos,
¢) La energfa cinética del sistema en la referencia S.

) La energfa cinética del sistema en la referencia .S,

g) La comprobacion del teorema de Konig,

Solucion:
a) Las velocidades de las particulas en el sistema S son:
v, =2fi+§ y wv,=2i+2{j
La cantidad de movimiento es:
P=m+p=2mt+ Di+ ml + 20§

que también puede calcularse aplicando [11.4]. Para ello, calculemos el vector
posicién del c.d.m.:

2nwe = mmy + mey, = m(E + 200 + m(t + £)j + 2mk

rc=%(f—zr)l+%(r+ Ai+k
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La velocidad del c.d.m. es:
ve=(t+ 1)l+%(1 + 20§

yla cantidad de movimiento del sistema:
p=2onc=2mt+ i+ m(1 + 24)
b) H momento cinético del sistema respecto a Oes:
Ly=Ly +Ly,=r X mv, + ¥, X mv, =

i j k i j k
=ml2 ¢t 1l|l+mpt & 1|=
261 0 2 2t 0

= —m(l + 201+ 2m(t+ 1)j + mPk
¢) [El momento cinético del sistema respecto a C es:

Lo = ey X v; + mh X v

£ I
l‘1=l'1—l'c=(5—f)l+(£—i).l
¥ £t
l"2=l'2—l'c= (I—E)l+(5—5)_l= —l'l
1
v'1={f—ljll+(£—f)_|= -V,

Por tanto:
L= 2w xv),=
i j k
£ t £
=2mlz 1373 0 =2m—k=?fk
f—1 1—! 0
9

d) Calculemos el momento cinético respecto a O de la cantidad de movimiento
del sistema colocada en C:

Ly =L+ r;x 2mv,
1 ] K=

1 1
i % W= 200 |3 (£+20 5 (t+£ 1

1
t+1 5{1+2ij 0

= —m(l + 26 + 2m(t + 1)f +§Ek
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0

Figura 11.11.

Es fécil comprobar que al sumar este vector con L se obtiene Ly,
¢) La energfa cinética del sistema material en la referencia OXYZ es:

1 1 m
T=T + Tz=£m1-v1 +5mv2-vz=5(8t2+5)

f) La energfa cinética del sistema en la referencia ligada a C es:

1 1 m 5
T=Ti+ Ty= s mviv, +5ﬂﬂ’z-7'z=ﬂn;-vi=§(4zz—ﬁr+£)

g) H teorema de Konig se comprueba ficilmente:

2m m 5
T= T+?vc-vc=5(4t2—6r+5) +

5 m
+m(2r’*+3z+1) =E{3r’*+5)

Una circunferencia de radio K y masa despreciable lleva, situadas diametral-
mente, dos masas iguales m, que pueden considerarse puntnales (Figura 11.11).
La circunferencia, contenida en un plano vertical, rueda sin resbalar sobre una
horizontal, siendo la velocidad de su centro constante, ¥~ = v~ En la posicién
inicial, una de las masas estd en el punto de contacto con la recta sobre la que
meda. Determinese:

a) La cantidad de movimiento del sistema.

b) El momento cinético respecto a C.

¢) El momento cinético respecto a O.

d) La comprobacién del teorema que relaciona ambos momentos.

¢) La energfa cinética respecto al sistema S.

f) La energfa cinética respecto al sistema S

g) La comprobacién del teorema de Konig.

Solucion:

a) Posicién inicial: una masa men Oy otra en el eje OZ los ejes OZy CZ' son
coincidentes. La velocidad del ¢.d.m. es v~ = v yla cantidad de movimiento es:

p=2mv.=2mvcd ; P=0

b) Le=Ly +Lop=r] X nw) +r; X mv,, Puesto que son = —r ¥y
v, = —V¥,, resulta L= 21’ x mv, siendo:

r= —Reenfi+ cosfk) y v = —Rcosfi— senfk)f

La circunferencia rueda sin deslizar y, por ello, es:

=R , vo=R0 y V= —vdcosfi— senfk)
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con lo cual:
i k
L-=2mRv |senf 0 cosf [=2mRv j
cos@ 0 —sen@

¢) El momento cinético respecto a O puede calcularse por aplicacién de la Ex-
presién [11.17]:

IO=I'C+ ZHICXVC

siendo
rc=vcti+ Kk , es
i j k
YeXVe=|vd 0 E|=Ru-j
¥ ad 0 0
¥

L, = 2mRvj + 2mRuj = 4mRvj
d) Hallemos el cdlculo directo de L, primero para una de las masas:
r=rct+r=vcti+ Rk— R(sen i+ cos 0k) = (v-t — Rsen i+ R(1 — cos Ok
v=v.+tV=v-d—vcos0i— sen0k) = v-(1 — cos)i + v-sen Ok

i j k
Ly, =mxv=my|v:t— Rsenf® 0 R(1 —cos)|=
l—costl O sen

= mR(1 — cos)* — vtsen O + Rsen’ Olvf =

= md2R — 2Ecos @ — vctsen )
H momento cinético para la otra particula se obtendr4 haciendo 6 = = + 6

Ly, = muc(2R + 2Rcos 6 + vtsen )
El momento cinético total es:
L, = L, + Lo, = 4mRocj
¢) La energfa cinética en el sistema de referencia mévil es:
P=T+T,=nv.v=m’

) Podemos obtener la energia cinética en el sistema de referencia fijo por apli-
cacién del teorema de Konig:

1
T=T +32mg= mg+ mg = 2mg



190 = Fisica general

Figura 11.12.

g) Por cileculo directo se obtendri asf:

1 1
=T+ T}._=Emv|-v, +§mvz-vz

v, =0l —costhi+ vesenfik ; ¥, =v(l +cos i — vo-senbk

= % ve{(1 — cos6)* + sen® )] = mv(1 — cos6)

E=-’2_HU%:[{1 + cos ) + sen” 6)] = m(1 + cos )

Por tanto:
T=2m¢

m Choques

En el choque de dos cuerpos juegan un papel muy importante las caracteristicas
eldsticas de los mismos, Durante el choque se producen en ambos deformaciones,
credndose en el interior de ellos fuerzas eldsticas que se oponen a la deformaci6n,
cesando ésta cuando se ha consumido en ella toda la energia cinética que el siste-
ma tenfa antes del choque. Si las deformaciones se producen dentro del lfmite el4s-
tico de los cuerpos, éstos recuperan su forma primitiva, devolviendo toda la ener-
gia que habian absorbido, que pasa de nuevo a ser energia cinética de ellos. El
choque en el que esto se verifica se denomina eldstico y en él hay conservacién de
la energia cinética. Si en el choque las deformaciones superan a las correspondien-
tes al limite eldstico de los cuerpos, quedarin deformaciones residuales, consu-
miéndose una parte de la energfa del sistema y no cumpliéndose la conservacién
de la energfa mecénica; en este caso, el choque se denomina Ineldstico,

En cualquier caso, siempre que las fuerzas exteriores que actian sobre el siste-
ma sean nulas se verificard la conservacion de la cantidad de movimiento, pues el
teorema de la cantidad de movimiento asf lo establece:

. dp
Si F=0 —=1 = (le.
1 Yt y p=de

Puede suceder que las fuerzas exteriores no sean nulas, pero si su componente so-
bre una cierta direccién, en cuyo caso se conserva la proyeccién de la cantidad de
movimiento sobre esa direccion.

Si la direccién del movimiento de los cuerpos es la misma en el instante del
choque, se dice que éste es frontal y, en el caso contrario, abliciio.

Analicemos algunos casos importantes de choques.

a) Choque eldstico frontal,

Consideremos el choque de dos esferas perfectamente elédsticas, de masas m, y m,,
con velocidades ¥, y ¥, antes del choque, v ¥; y ¥, después del mismo. Si en la
direccién del movimiento no existe fuerza alguna, la conservacién de la cantidad
de movimiento da:

mpy + Mpv, = muy + M3 [11.19]
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y, debido a que el choque es eléstico, la conservacién de la energfa cinética se es-
cribe:
mui + my3 = mu + myuy [11.20]

Estas dos ecuaciones nos permiten determinar las velocidades de las esferas
después del chogue, lo que puede hacerse escribiéndolas en la forma:

my(vy — vi) = myvz — vy)
m(v] — o) = my(vy’ — v3)
y dividiéndolas miembro a miembro resulta:
ntvi=umn+tun

lo que pone de manifiesto que la velocidad relativa antes del choque, v; — 14, es
igual a la velocidad relativa después del choque cambiada de signo, — (v} — ¥);

vy — = — (0] — 13)
Llevando a la Expresién [11.19] el valor de:

vs=1v, + 1] — 12 [11.21]
obtenemos el valor de v}:
m —m, m,
v, = v, + 2 [11.22]
U m T Tt m

y, con este valor en [11,21], obtenemos el valor de v5:

2!]’1'[ ml_m2
e vy — v
m+m ' m+m

o [11.23]

Si las dos esferas son de igual masa, resulta v} = 1, ¥y v5 = v,, es decir, las es-
feras intercambian entre si sus velocidades. Asf, por ejemplo, si una estaba en re-
poso antes del choque, después de €l se pone en movimiento con la velocidad que
tenfa la otra, la cual quedard ahora en reposo. 5i la masa de la esfera que estd en
reposo es enormemente grande frente a la otra, v, = 0 y m/m, = 0, resulta:

, my/m — 1

Ul_mlfﬂa-f'lvl U,|=_U|

es decir, la esfera mévil cambia de sentido su velocidad, pero no de médulo ni de
direccién. Este caso se presenta cuando una pelota choca normalmente contra un
muro,

Una masa m estd inmévil sobre un plano horizontal y unida mediante un muelle
de constante eldstica & a una pared fija. Otra masa de valor 2m se dirige a la pri-
mera siguiendo la linea eje del muelle con velocidad V'y choca frontalmente con
la primera, Sabiendo que el choque es perfectamente eldstico, conociendo el va-
lor de my que el muelle se comprimi6 una longitud d después del choque, calcu-
lemos las velocidades de ambas masas después del choque y la velocidad de la
masa 2/ antes del choque.

Figura 11.13.
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Figura 11.15.

Solucién:

Entre un instante antes y un instante después del choque habrd conservacién de la
cantidad de movimiento:

2mV=m' + 2mV

siendo v’ Ia velocidad de la masa m después del choque y 1" la velocidad de la
masa 2m después del choque.
Por ser el choque perfectamente eldstico se conservard la energfa cinética:

2ml? = m'? + 2ml”?

Puesto que toda la energia cinética de la masa m después del choque se em-
plea en comprimir el muelle, se transformard en energia potencial de éste:

my'? = kd

X
tf=d\ﬁ
m

Con ello, las dos ecnaciones anteriores se escriben:

de donde:

aiya resolucién da:

b) Choque eldstico oblicuo.

Podemos descomponer las velocidades de las esferas segiin la normal, comiin a
ambas en el instante del choque, y segiin la perpendicular a ésta (Figura 11.14),
Por simetria, la resultante de las fuerzas elésticas tiene la direccién de la normal
comiin a las esferas en el instante del choque, no resultando afectadas por el cho-
que las componentes de las velocidades sobre la perpendicular a la misma,
Uy; = U}, ¥ Uy = U5, Para las componentes segiin la normal comiin a las esferas en
el instante del choque, se cumplen relaciones andlogas a las [11.22] y [11.23]:

v =_m,—mzu v
1n _!;'11+mz in -m'[+-m2 n
_ 2m, my — i,
'&”_ml+mzv"’ m1+mzu?“’

Si una de las esferas estd en reposo, v, = 0, y su masa es muy grande frente a
la de la otra, m;/m, = 0, resulta:

ilfl;’.‘r = —Uin
y, como se verificard vy, = vy, se concluye que el dngulo de incidencia y el de re-

flexién son iguales (Figura 11.15). Esto sucede realmente cuando una pelota eldsti-
ca choca oblicuamente contra la pared, manteniéndose en un plano horizontal,
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¢) Choque Ineldstico o pléstico.

Si los cuerpos que chocan se comportan de forma completamente ineldstica, es
decir, si toda la deformacién producida en el choque se conserva, se dice que éste
es ineldstico o plastico. Al no haber reaccidn eldstica, los dos cuerpos quedan uni-
dos después del choque, es decir, vy = v5 = v'. La conservacién de la cantidad de
movimiento se escribe, en este caso:

muy + mavs = (my + m)v'
y la velocidad de ambas esferas después del choque es:
_ iy, + myv, Velocidad después del choque
m + m,

Parte de la energia cinética inicial se emplea en la deformacién, La energfa ci-
nética inicial es:

1 1
E mlv% + E ﬂhu%

y, después del choque, la energia cinética es:

1 1 (mp, + myp,)*
e + PSR e il i
g (Mo =2 m, + m,

La pérdida de energia cinética es:

AT= myms(vy, — v;)z Energfa cinética perdida
2(my + my)

poniéndose de manifiesto que la pérdida de energia cinética es proporcional al cua-
drado de la diferencia entre los médulos de las velocidades iniciales.

Un péndulo estd formado por una masa Msuspendida de un punto fijo O median- 1o
te una varilla rigida de masa despreciable y longitud L. El péndulo se encuentra
en su posicién de equilibrio estable, Una masa m se mueve siguiendo una linea
horizontal con velocidad v, que se desea determinar, chocando con el centro de la
masa del péndulo y quedando incrustada en ella (Figura 11,16). Sabiendo que la L
masa del péndulo después del choque alcanza una altura maxima H sobre la posi-
cén inicial, determinemos:

a) La velocidad de la masa m antes del choque. ; 3
i & .'11’

b) La energfa perdida en el choque.

- Figura 11.16.
Solucion:

a) La conservacién de la cantidad de movimiento entre un instante antes y uno
inmediatamente después del choque se expresa:

my=(m+ MV
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)

M+ m
‘H

Figura 11.17.

Coeficiente de restitucién

y la velocidad inicial de salida después del choque de la masa del péndulo (ahora
m+ M) es:
m
et m+ M’

La energfa cinética inicial después del choque es:
ntv?
2Am+ M
La energfa potencial inicial, asf como la energfa cinética final, son ambas nulas,
La energfa potencial final es Uy= (m + MygH (Figura 11.17).

La conservacién de la energfa mecdnica, desde un instante después del cho-
que hasta la posicién final, se expresa:

v m+ M
xm+ M U m vV

b) La energfa antes del choque es sélo cinética:

T=%[m+M_‘JV2=

(m+ MgH =

1, _(m+ M
T—va— - gH

y la energfa, un instante después del choque, también es sélo cinética:

nfv*

T= 2m+ M

= (m+ MygH
Por tanto, la pérdida de energfa en el choque es:

M=T—T=(m+m‘ggy

d) Choque parcialmente eldstico, Coeficiente de restitucion.

Hemos visto cémo en el chogue eléstico la velocidad relativa de las esferas cambia
de sentido, pero no de médulo, y c6mo en el choque ineléstico la velocidad relativa
se anula, En la realidad se presentan todos los casos intermedios posibles, dicién-
dose que el comportamiento de los cuerpos que chocan es parcialmente eldstico, 1o
que se expresa:

vy — vy = &(vy — 1a)

llaméndose a e coeficiente de restitucion Para e = 1 estamos en el caso de choque
eldstico; e = 0 corresponde al choque ineldstico; y 0 < e < 1 corresponde a los ca-
sos de choque parcialmente eléstico. La Ecuacién [11.19] se sigue cumpliendo v,
junto con la [11.24], nos permite calcular las velocidades después del chogue, ob-
teniéndose:

[11.24]

, Iy —me m(l+ 8

v = vy + Uy
m + m, my +m,

, (1l +¢€ m, — me

vy = L Us
m+ m m+m;
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La pérdida de energfa cinética en el choque es:

=(1—ez) mm,
2 m+m

Energfa cinética perdida

AT

(12 — vy)?

Estas tres expresiones coinciden con las del choque eldstico para e = 1 y para
e = (), con las correspondientes al inel4stico,






Dinamica del solido

Teoremas generales de la Dinamica del sélido
rigido

Sélido rigido es toda distribucién continua de materia en la cual la distancia entre
las distintas particulas que lo componen permanece constante bajo la accién de
fuerzas exteriores. Por tanto, en un sistema material rigido formado por infinitos
puntos materiales, su forma, su masa y su volumen permanecerin constantes, La
materia que forma el sélido rigido puede configurar una linea, una superficie o un
volumen y cada elemento diferencial de masa, dm, puede adoptar, respectiva-
mente, las expresiones dm = Adl dm= o dA o dn= pdv, siendo 4, ¢ y p, las
densidades lineal, superficial o espacial del sélido, respectivamente.

Es evidente que en este sistema se cumplirdn los teoremas deducidos para los
sistemas de puntos materiales, con la particularidad de ser ahora infinitos los pun-
tos y su masa elemental. El movimiento del centro de masas del sélido estd dado

por:
mic=Y F,=F [12.1]
Fi

Los teoremas de la cantidad de movimiento y del momento cinético también se se-
guirdn cumpliendo:

§=;E=F [12.2]
L= mxE)=M, [12.3]
La expresién de la cantidad de movimiento ahora ser4:
pP= J.vdm [12.4]
gue también, de acuerdo con [11.4], puede expresarse:
[12.5]

p=vg
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y la expresién del momento cinético:
I.0=J.(rxvjdm [12.6]

integrales que deben estar extendidas a todo el espacio ocupado por el sélido,
También se verificard el teorema de la energia cinética para los sistemas rigi-
dos, cuya Expresién [11.12] es:

E_H=ZJTFJ'*J [12.7]

En consecuencia, la energia cinética se conserva siempre que el trabajo producido
por las fuerzas que actiian sobre el s6lido sea nulo. La energfa cinética fotal del s6-
lido ahora se expresa:

1
T=5J.v2d'n [12.8]

Si las fuerzas exteriores derivan de un potencial Uy no existen fuerzas disipati-
vas, se verificari el teorema de la conservacién de la energfa mecédnica:

L+U=T+U=T+U=cte. [12.9]
Asimismo, se verificardn los llamados teoremas de Konig:

1
Li=L-o+rcxm y T=T+5mv% [12.10]

Veamos ahora la aplicacién de todos estos teoremas a la Dindmica del sélido
dgido en sus movimientos simples.

Dinamica del sélido rigido con movimiento
de traslaciéon

Por ser el movimiento de traslacién, las velocidades de todas las particulas del s6li-
do son iguales en cada instante e iguales a la velocidad de traslacién del sélido en
ese instante. Lo mismo sucede con las aceleraciones, todos los puntos tienen la
misma en cada instante.

H teorema del movimiento del centro de masas y el de la cantidad de movi-
miento conducen al mismo resultado. El primero de expresa:

ma=F [12.11]

Y, puesto que la cantidad de movimiento del sélido es p = mw, el teorema de la
cantidad de movimiento da:

que es la misma [12.11], de la cual se obtiene ay, por integracién, ¥ y r para cada
punto del sélido, usando las condiciones iniciales para ese punto. Las trayectorias

de los diferentes puntos del sélido serdn lineas paralelas.
El momento cinético se expresa;

L=J.rxvd'n=(J.rdm) XV=IE-XV=TcXp
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y derivando obtenemos:

L=i'c'x m‘l'+l'c>< ml=l'c>< ma
con lo que el teorema del momento cinético es:

rexma=) (r;xF) [12.12]
)

En consecuencia, el sistema de vectores formado por las filerzas exteriores que
actiian sobre el sistema es equivalente en O al vector ma situado en el centro de
masas del sistema, puesto que, segin [12,11], tienen la misma resultante y, de
acuerdo con [12.12], el mismo momento respecto a O.

Por todo ello, para la resolucién de problemas de Dindmica de sélidos en tras-
lacién, es aconsejable construir un diagrama para el sélido libre, en el que aparez-
can todas las fuerzas exteriores al sistema, y establecer la equivalencia de ellas con
el vector ma situado en el centro de masas (Figura 12.1),

Si los sistemas may F,, F,, ..., F,, son equivalentes en O, también lo serin en
cualquier otro punto y, concretamente, en C; y puesto que el momento del vector
marespecto a C es nulo, el momento resultante en C de las fuerzas exteriores que
actian sobre el sélido debe ser nulo:

YMAF)=) (r;xF)=0 [12.13]

Esta es la condicién para que el s6lido no gire alrededor de su c.d.m.
La energfa cinética de un sélido en movimiento de traslacién, debido a tener
todos sus puntos la misma velocidad en cada instante, es:

1 1
T=§£J&n=5nﬁ [12.14]

que es Ja energia cinética del c.d m. dotado de toda la masa del sistema, La ener-
gia cinética respecto al sistema de referencia ligado al c.d.m. serd nula, T" = 0,
pues el sélido, en el movimiento de traslacién, no se mueve respecto a éL.

El teorema de las fuerzas vivas se verificar4 tal y como se ha visto, asf como la
conservacion de la energia mecénica en el caso de que las fuerzas exteriores no
sean disipativas y deriven de un potencial:

1
Em(vza— vh) =W,

Una barra homogénea de masa m = 100 kg v longitud /est4 articulada a un siste-
ma fijo mediante dos varillas rigidas de masa despreciable, como se indica en la
Figura 122, siendo d=1 m, En la amticulacién O se aplica un momento
M, = 900k N.m. Hallemos en funcién del ngulo 6 y expresado en el sistema
mévil indicado:

1° La aceleracién angular,
2% La velocidad angular.

3° Las acciones que las varillas transmiten a la barraen Ay B,
4° Todos los valores citados para la posicién f = 60°,

1
my + U,=5mu2a+ U,

b2 | =

Figura 12.1.

Figura 12.2.
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Solucién:

1.° Enla figura se han representado todas las fuerzas que actian sobre la barra.
El momento transmitido por OA es M, = dFy;, Fy, = 900 N,
La ecuacién del movimiento del ¢c.d.m, es:

100a. = (F,, — F— mgsen )i + (900 — mgcos O)j
La barra realiza un movimiento de traslacién, por lo que todos sus puntos des-

criben trayectorias paralelas con igual velocidad y aceleracién en cada posicin,
La aceleracién del c.d.m, es:

ac= —w'i+aj
y, por tanto, deben ser:

100 * = Fg— F,, + 9%80sen 0 [1]

100 & = 900 — 980cos @

Esta dltima férmula permite despejar & = 9 — 9,8cos 6.

2.° Una integracion de o nos permite obtener @, Para ello, eliminamos el tiem-
po en la definicién de ambas, resultando @ dw = o &, cuya integracin es:

1
Ew2=JaCﬂ=99—9,Bsenﬂ y @ = (180 — 19,6sen )'7

3.° Para obtener las acciones sobre la barra, tomemos momentos respecto a C:
c. x FB -+ m x FA =0
que en el sistema de referencia elegido se expresa:
1 1
5 I(sen 01+ cos 6) x (— Fgh) — 2 I(sen @i+ cos 6f) X (Fyd+ Fuj) =0
de la que se obtiene:
Fz+ F,, = 900tan0 2]

Al sustituir en la Expresién [1] el valor obtenido de w, se obtiene:

que permite, junto con la [2], obtener:

Fg= 9006 + 450tan 6 — 1470sen

F,,=450tanf — 9006 + 1470sen 0
4° Para la posicién ! = 60° se obtienen los valores:
g=4lradlss , @=13Tradls , F;=44884NyF,, =1110N
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m Momentos y productos de inercia

Para el estudio de la Dindmica del sélido rigido es necesario tener un profundo co-
nocimiento sobre momentos y producto de inercia. Aquf, pretendemos dar tinica-
mente los conceptos fundamentales que nos permitan, en cada caso, establecer las
ecuaciones de la Dindmica del s6lido rigido en rotacién alrededor de un eje, en los
casos particulares que indicaremos.

Se define el momento de inercia de un sistema material respecto a un punto,
recta o plano, como la suma de los productas de las masas de los puntos del siste-
ma por el cuadrado de sus distancias al punto, recta o plano, respectivamente. Se-
glin que el sistema sea discreto o continuo, el momento de inercia se expresa:

I=Y dim; o I=J d*dm [12.15]
®

estando el sumatorio extendido a todos los puntos con masa y la integral a todo el
espacio ocupado por la masa.

Consideremos un sistema de referencia cartesiano trirrectangular y hallemos
los momentos de inercia de un sélido cualquiera (Figura 12.3) respecto a cada uno
de los ejes coordenados y a cada uno de los planos coordenados, asf como al ori-
gen de coordenadas, siendo, respectivamente:

Sistema discreto Sistema continuo
L=y m(y; + 2) L= [0+ Aan
L= meé + 2) 5= 02+ 2 am
L=Y m(% + ) L= + y) dm
I,=Y mx; L= [ 2 dm [12.16]
I,=Y mp £ 5 (e
1= mZ 1= (2dn
=3 w2 D ;,=J{f+f+zzjdm

De la simple observacion de estas relaciones se deduce:

a) El momento de inercia respecto a un punto es igual a la suma de los momentos
de inercia respecto a tres planos perpendiculares dos a dos, que pasan por el punto.

b) El momento de inercia respecto a un punto es igual a la suma de los momen-
tos de inercia respecto a un plano y a una recta, perpendiculares entre sf y pasando
por el punto.

¢) HE momento de inercia respecto a un eje es igual a la suma de los momentos
de inercia respecto a dos planos, perpendiculares entre s{ ¥ que pasan por el eje.

m,{x;_l}. )

)| i

it el

Figura 12.3.



20Z = FHisica general

Productos de inercia

Figura 12.4.

d) E momento de inercia respecto a un punto es la mitad de la suma de los mo-
mentos de inercia respecto a tres ejes perpendiculares dos a dos que pasan por el
punto,

A las expresiones:
Po=Y mxy, , Pe=)Y mxz y P,=Y myz

suma de los productos de las masas de los puntos del sistema por las distancias a
dos de los planos coordenados, se les denomina prodiictos de inercia respecto a di-
chos planos o también, momentos de inercia compuestos. Para un sistema continuo
son:

Pg=jxydm, P,._,=J.xzdm y Pﬁ=jﬂdm [12.17]

Se denomina radio de giro correspondiente a un efe, a la distancia de este eje,
ala que seria necesario concentrar toda la masa del sistema en un punto, para obte-
ner el mismo momento de inercia respecto al eje que tiene el sistema, /= Mr,.

m Teoremas de Steiner

1> El momento de inercia de un sistema material respecto a un punto es igual al
momento de inercia del sistema respecto a su c.d.m., mds el producto de la masa
ivtal del sistema por la distancia al cuadrado entre el punto y el c.d.m. del sistema.
2.° El momento de inercia de un sistema material respecto a una recta es igual al
momento de Inercia respecto a una recta paralela a la primera, trazada por el
c.d.m. del sistema, mas el producto de 1a masa total del sistema por la distancia al
cuadrado entre las dos rectas.

3.° Elmomento de inercia de un sistema material respecto a un plano es igual al
momento del sistema respecto a un plano paralelo al primero, trazado por su
c.d.m., mas el producto de la masa total del sistema por la distancia al cuadrado
entre los dos planos,

4.°, El producto de inercia respecto a dos planas es igual al producto de inercia
respecto a dos planos paralelos a los anteriores pasando ambos por el c.d.m. del
sistema, mds el producto de la masa total del sistema por las distancias entre las
dbs parejas de planos paralelos.

La demostracién de estos teoremas es la siguiente:

1. Tomemos como origen de coordenadas el c.d.m, del sistema y calculemos
el momento de inercia del s6lido respecto al punto Ax, yi, 2):

=Y mi(x — )+ -y’ +(&z—2=
=Y ma+yn+A)+Ymxgty+a) -
=2y mX;— 2y Yy my— 27y, mz =
= I+ MI?

puesto que, por coincidir el ¢.d.m. del sistema con el origen de coordenadas se ve-
rfican:

Ymx=0 , Ymy=0y Y mz=0
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2.° Consideremos la recta K de ecuaciones X = x;, y = 4, y hallemos el mo-
mento de inercia del sélido respecto a ella:

k=Y m{(xi—x)+ 0 —y)1=

=Y, miq+ Q)+ Y mix+ )y —
—2x Y mx — 2y Y My =
=L+ Md

3.% Consideremos el plano de ecuacién y = y;. El momento de inercia del s6-
lido respecto a él es:

L=% m{y—y)* =} my; —
=25 Y my;+ Y my} = I, + My

4,° H producto de inercia respecto a los planos de ecuacién y= y; y x= x;
es:

Py =2 ma —x)n — ) =
=Y mxy + ) mxy—
=Y mxy — ) myx =
=Py, + Mx )

m Calculo de momentos de inercia

Momento de inercia de una varilla homogénea de longifud L, masa m y seccidn
despreciable: 1.° Respecto a su centro, y 2.° respecto a uno de sus extremos.

1.° Llamando A a su densidad lineal, el elemento de masa es dm = 1dy. El
momento de inercia respecto a Ces:

L2
Ic=dem 0 ;C=J 2. dx
~Lp

cuya integracion da:

Lol _MC
€I 12
La dltima igualdad se escribe teniendo en cuenta que es M = L.

2. H momento respecto a uno de sus extremos se obtiene aplicando el co-
mespondiente teorema de Steiner:

2 M2 M2 ML
=t Mo g s

Momento de inercia de una placa rectangular, de dimensiones a y b, homogé-
nea, de espesor despreciable y densidad superficial g: 1.° Respecto a cada uno de
Ios ejes de simetria que pasan por su centrg, 2.° respecio a cada uno de sus lados,
3.° respecto a su centro, y 4.° respecto a uno de sus vértices.

-r'—-hdm
|

Figura 12.5.
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A

;7| N I—

Figura 12.6.

1.° H momento de inercia respecto al eje de las equis es:

L= jfdm

Como elemento diferencial de masa tomamos el indicado en la Figura 12.6, cuyo
valor es dm = gady, con lo cual es:

o g
I= ﬁapNJ._mf‘Gj/=aaE

La masa total de la placa es M = gab y, en funcién de ella, se escribe:

M
5=

Anslogamente, el momento de inercia repecto al eje de YV seré:

Me

L=
Foo12
El momento de inercia respecto al eje de las zetas se obtiene como suma de los

momentos de inercia respecto a dos planos perpendiculares entre sf que lo conten-
gan, Al ser la placa de espesor despreciable, éstos serdn /, e /.. Por tanto:

M
L=L+ =17 +F)=h

2. H momento de inercia respecto a los lados se obtiene por aplicacién del
teorema de Steiner:

MY P Mbp
IA.B_ ICD—IX‘FM?—E‘FM?—T
Andlogamente, es:
Mz

3. El momento de inercia respecto a O, por ser la placa de espesor desprecia-
ble, serd igual al momento de inercia respecto al eje de las zetas, es decir:

M
h=is (Z+ b5
También puede verse como la suma de los momentos de inercia respecto a tres pla-
nos perpendiculares dos a dos pasando por el punto C:
R s e e K s B

4.° H momento de inercia respecto al vértice A es:

I,.,=£J+M(az bz) M

M M
I+I =E{ﬂz+b2)+z{az+b2)=§{&2+b2)
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Momento de inercia de un disco homogéneo de radio R, espesor despreciable y
densidad superficial g, respecto: 1.° A su centro; 2.° a un didmetro, 3.° a un punfo
de la circunferencia que lo limita; 4.° a una tangente, y 5.° al efe normal al disco
en O,

1.° E momento de inercia respecto al centro es:
.!rn = jfdm

Tomamos como elemento de masa la de una corona circular de radios ry r+ dr
(Figura 12.7), que es:

dm= g2nrdr

Con ello, el momento de inercia respecto a O es:

e B
o zmj Pdr=2"
o 2

Puesto que la masa total del disco es M = n/’¢, el momento de inercia respecto a
Oes:

2,° El momento de inercia respecto a O, por ser la figura plana, serd igualala
suma de los momentos de inercia respecto a dos ejes perpendiculares entre sf, con-
tenidos en el plano de la figura y pasando por O, es decir;

MF

3.° Porel correspondiente teorema de Steiner es:

IP=I0+W=MTEZ+W=¥

4.° Asimismo, aplicando el teorema de Steiner resulta:

;T=ID+W=¥+W=¥

5.° H momento de inercia respecto al eje E'serd la suma de los momentos de
inercia respecto a dos planos, perpendiculares entre sf y que contienen al eje. Es
decir:

MR?

Momento de inercia de una esfera homogénea, de radio R y densidad espacial
p: 1.° Respecto a su centro; 2.° respecto a un punto de su superficie; 3.° respecto a
un plano diametral, 4.° respecto a un didmetro, y 5.° respecto a una tangente a ella,

1.° Tomemos como elemento de masa la comprendida entre dos superficies
esféricas concéntricas muy préximas, una de radio r y otra de madio r + dr (Figu-
ra 12.9):

dm = 4nP drp

dr

Figura 12.7.

Figura 12.8.
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- El momento de inercia respecto al origen es:
T 4 R E
:‘i_’_-"'f" J _ _ 4 _ g,
,:{)/ I = jﬁdm = dnp L rdr=4np 5

La masa de la esfera es:

Figura 12.9. M= g zr,Rﬁp

y, en funci6n de ella, el momento de inercia respecto a O se expresa:

2, H momento de inercia respecto a un punto de la superficie se obtiene por
aplicacién de Steiner:

L= hh+ ME =5 MR

3, H momento de inercia respecto a Jes la suma de los momentos de iner-
da respecto a tres planos perpendiculares, dos a dos, pasando por O:

L=3L ; L=;MR

4° H momento de inercia respecto a una recta es la suma de los momentos
de inercia respecto a dos planos perpendiculares entre si que pasan por la recta:

2

5.% Aplicando el teorema de Steiner:

Momento de inercia de un cilindro circular recto, de radio K, altura H, homo-
géneo y de densidad espacial p, respecto: 1,° A su eje de simetria; 2.° a una de sus
generatrices; 3.° a un plano diametral, 4.° a un plano tangente; 5.° a un plano nor-
mal que pasa por su centro de masas, 6,° a su centro de masas,7.° a un efe normal
qiie pasa por su centro de masas; 8.° a un efe normal contenido en una de sus ba-
ses y pasando por el centro de ella; 9.° al centro de una de sus bases, y 10.° a un
punto del perfmetro de una de sus bases.

1. H elemento de masa serd el comprendido entre dos superficies cilindricas
coaxiales, de altura H y radios ry r + dr (Figura 12.10), respectivamente:

dm = 2nrdr Hp

El momento de inercia respecto al eje es:

R
1
Figura 12.10. Ig= J.f"rim = ZﬂﬂHJ; Pdr= 2 npHR*



Dinamica del sélido = 207

La masa del cilindro es M = n&°Hp y, en funcién de ella:

2% Aplicando el teorema de Steiner, el momento de inercia respecto a una
generafriz es:

3
I,= I+ ME* =S MF®

3. Puesto que el momento de inercia respecto a un eje es la suma de los mo-
mentos de inercia respecto a dos planos perpendiculares que pasan por él, resulta:

1

4.° Aplicando el teorema de Steiner:
5

5. Tomaremos ahora como elemento de masa la comprendida entre dos sec-
ciones normales al eje del cilindro y muy préximas (Figura 12.11):

dm = nk® dzp

El momento de inercia es:

J-zidm nﬁnpj Zdz= ZnRQPI:] nﬁepi

1

6.° H momento de inercia respecto a C serd la suma de los momentos de
inercia respecto a un plano y un eje perpendiculares entre si pasando por C:

7.° El momento de inercia respecto al eje normal que pasa por C es la suma
de los momentos de inercia respecto a los planos normal y diametral:

MRE* MH M
Iﬂv=fm+fm=T+?=E(m+3E‘)

8.° Aplicando el teorema de Steiner:
!—P MH M M!—P MH
12 4 3

fe=Ioy+ M-

9. Aplicando el teorema de Steiner:

I.;.=f¢~hly:1'E E{}N@zﬁﬁ %f{aﬁﬂl-ﬁ

Figura 12.11.
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L1

)

Figura 12.12.

10.° Aplicando el teorema de Steiner:
H\ M H
L= IC+M(}.‘:‘*+T) =E(J-F+GR’*) +M(R2+T)
L= %J{L)E + 2H)

Momento cinético en la rotacion de un sélido
alrededor de un eje fijo

Sea un eje fijo en el sistema de referencia OXYZ definido mediante el vector uni-
tario w, de su direccién. El vector rotacién w tendré la direccién del eje de rotacién
y sentido tal que verifique:

V=mXTr

El momento cinético del sélido respecto a O es:
L,= J.rx vdm= J.rx{mxr)dm

Utilizando el vector d, cuya direccién es perpendicular desde la particula con-
siderada al eje de rotacién y sentido el indicado en la Figura 12,12, y teniendo en
cuenta que es r = e + d, el momento cinético se escribe:

L,= J.r X (o X d)dm
Teniendo en cuenta la Expresi6n [1.18], el doble producto vectorial se expresa:

rx(mwxd = (rdo — (rod=do — cod

y la expresion del momento cinético se transforma en:

Li=ow J-d'l:im—w J.eldm

H factor Iz = J-aﬁdm, suma de los productos de cada masa elemental del s6li-
do por el cuadrado de su distancia al eje de giro, es el momento de inercia del séli-

do respecto al citado eje:
10=IEm—wJedmn [12.18]

En general, el momento cinético del cuerpo que gira no tiene la direccién del
gje de rotacién debido al factor @ J.el dm. Si este factor se anula, se dice que el

eje de rotacién es principal de inercia, y entonces sf se verifica que el momento ci-
nético tiene la direccién del eje de giro:

L, = Lo [12.19]
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Si tomamos como eje de giro el eje OZ serdn: @ = ok e=zyd=xi+ )j,
con lo cual la Expresién [12.18] se escribe:

Ly=wlk- wJ.xchml - mjzydmj =Lo—wP1-wP,] [1220]
Los factores:
P, = J.xzdm y PF=J.yzdm

son los productos de inercia respecto a los planos x=0,z=0e y =0, z= 0, res-
pectivamente,

Para que el momento cinético tenga la direccion del eje de rotacién, es decir,
para que pueda expresarse de la forma [12,19], deben ser nulos los productos de
inercia P,=0y P_,,,= 0, lo cual sucede en dos casos:

a) Cuando el eje de rotacién es eje de simetria del sélido (Figura 12.13), pues en-
tonces a cada elemento de masa dm(x, y, Z) le corresponde otro dm(—x, — ¥, 2), lo
que hace nulos los citados productos de inercia. En este caso, el eje de rotacién
contiene el c¢.d.m., ya que éste estd sobre el eje de simetrfa.

b) Cuando el plano normal al eje de rotacién en O es plano de simetria del sélido
(Figura 12,14), pues entonces a cada elemento de masa dm(x, y, 2), le corresponde
otro dm(x, ¥, —2), lo que hace que se anulen los citados productos de inercia. El
plano de simetria normal al eje de rotacién en O contendr el ¢.d.m.

En el primer caso, por ser v = 0, es p= v = 0; resulta:

Lo=L+0Cxp=L.= o [12.21]

En el segundo caso, el c.d.m. describe un movimiento circular alrededor del eje
de rotacién y el momento cinético del sélido respecto a este eje puede expresarse
de la forma:

Lo=L-+0Cx v = I, +r-m X mroow =
=l.w+ miok= .+ mHe = Lo

Calculemos el momento cinético de la Tierra en su rotacién alrededor de su eje

polar, tomando para la masa de la Tierra M = 597- 10> kg y, para su radio me-
dio, R = 6,38 10 km.

Solucion:

Debemos suponer que la Tierra tiene simetrfa respecto a su eje de rotacidn, es
decir, que éste es principal de inercia. Su momento de inercia respecto a este
eje es:

T=2/SMRE =2/5x 597 x 10 x 6382 x 10'2 kg . m? =9,72 x 10*" kg m?

El momento cinético es L = Jw. La velocidad angular de la Tierra se obtiene f4-
cilmente, w = 2r rad/dia = 2n/86 400 rad/s = 7,27 x 1073 rad/s, con lo cual es:

L=972x 107 x 727 x 10~ kg-m>-s ™" = 7,07 x 10* kg-m>.s~"

Figura 12.13.

Figura 12.14.
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Dinamica de rotacion de un sélido alrededor
de un eje fijo principal de inercia

Al ser el eje de rotacién principal de inercia del s6lido, el momento cinético se ex-
presa de la forma [12.19] v, al derivar esta ecuacién respecto al tiempo, el teorema
del momento cinético se escribe:

Ira =Mgy=M. [12.22]

que es la ecuacién de la Dindmica de rotacién de un sélido alrededor de un eje
principal de inercia de él, y en la cual M, y M- son los momentos resultantes, res-
pecto a Oy al c.d.m., respectivamente, de las fuerzas exteriores que actian sobre
el sistema, debiendo considerar las directamente aplicadas sobre el sélido, entre las
cuales nunca debe olvidarse la debida a la gravedad v las reacciones que sobre él
gjerza el eje de rotacién (Figura 12.15).

La aceleracién de cualquier punto del eje de giro es nula y, en particular, la del
cd.m, Por ello, la ecuacién del movimiento de éste es:

mac=% F,+mg+R=0 [12.23]

En consecuencia, el sistema de fuerzas que actiia sobre el s6lido es equivalente
al momento [ror.

La Ecuacién [12,23] nos permite calcular la reacci6n que ejerce el eje de giro
sobre el sélido:

R= _ﬂg_EF_i

Queremos hacer notar que el momento de las fuerzas exteriores respecto a
cualquier punto del eje de rotacion, M, cuando éste es eje de simetria, es igual al
momento respecto al c.d.m., va que al ser nula la resultante de todas las fuerzas ex-
teriores, el teorema del cambio de centro de momentos as{ lo establece:

HO=HC+0CX{EFJ+H¥+!)=HC

Existe una analogia entre las ecuaciones [12.11] y [12.22]; lo que en una es la
masa del sélido, la aceleracitn lineal de su ¢.d.m, y las fuerzas exteriores que ac-
tian sobre €L, en la otra es el momento de inercia del s6lido respecto al eje de giro,
la aceleracién angular y el momento resultante de las fuerzas exteriores respecto a
un punto del eje de rotacién, respectivamente,

Las masas m; y m,, m, > m estdn unidas mediante un hilo flexible, inextensible
y de masa despreciable, que pasa por una polea cilindrica, homogénea, de masa
my radio K, la cual puede girar sin rozamiento alrededor de su eje de simetrfa ci-
lindrica, que es horizontal (Figura 12.16). Determinemos:

1. La aceleracién lineal del sistema,

2 La aceleraci6n angular de la polea.

3.° Las tensiones en el hilo.

4.° La reaccion en el eje de la polea.
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Solucién:

1.° En el sistema de referencia indicado en la Figura 12.16, la ecuacién del mo-
vimiento de la masa m, es:
ma= T, — mg [1]

y la correspondiente a la masa m,:
ma=mg—T, 2]
La ecuacién de la Dindmica de rotacién para la polea es:
La=—RT,- Tk o Iga=RT,—T)

1
y teniendo en cuenta que [ = - mi2 resulta;

1
5 mRe =1, — T,

Ademsés, al no resbalar el hilo sobre la polea, la aceleracién del punto A como
perteneciente al hilo ser4 igual a su aceleraci6n tangencial como perteneciente a
la polea, a = Ra y, con ello, la dltima ecuacién se escribe:

1
Ema=5"z—ﬂ [3]

Sumando [1], [2] y [3], resulta que: (m, + my + m/2)a = (m, — m)g

L m—m)g _ 2Am —m)g

m  2(m + +

2 La aceleracién angular de la polea es:

a m-m  2g

TR 2m+m)+mR

3.° Latensién T, se obtiene llevando el valor de 2 a la Ecuacién [1]:

m@m, + m2)g_ mdm, + mg

ﬂ=m‘{a+gj=ml+m2+mj2 2m +m)+m

Andlogamente, llevando el valor de aa la [2] resulta:

m2m + my2)g  my(4m + myg
m+m+m2 2m+m)+m

4.° La reaccién en el eje de la polea se obtiene de la ecuacién del movimiento
de su c.d.m.:

L=mg-a=

de donde:
_ m*+3m(m; + my) + 8mym,
2(m +m)+m

R=-T,-T,-mg= (L +L+mgj= J

-

A X
4

g

| 3 b L”’L l

g

Figura 12.16.
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Figura 12.17.

Conservacion del momento cinético. Impulso angular

Si el momento resultante de las fuerzas exteriores respecto a un punto del eje de
mwtacién es nulo, el momento cinético debe permanecer constante;

En esta situaci6n, si [r varfa por causas internas al sistema, deber variar @, de for-
ma que en todo instante se verifique la Ecuacién [12.24]. Puede suceder que el mo-
mento de las fuerzas exteriores no sea nulo, pero sf lo sea su componente sobre el
ge de rotacién, en cuyo caso debe ser Ly = [z = cte.

En general, si una parte del sistema varfa su momento cinético, el resto del sis-
tema tendrd que cambiar el suyo, de forma que el momento cinético del sistema
permanezca constante:

o, = Lo, [12.25]

Una plataforma circular de radio R puede girar sin rozamiento alrededor de un eje
vertical, normal a ella por su centro, siendo J su momento de inercia respecto al
¢je de giro. Una persona de masa m se encuentra sobre la plataforma en el borde
de ésta. Inicialmente todo estd en reposo. 5i la persona se pone a caminar sobre el
borde de la plataforma con velocidad relativa ¥ = vmg, hallemos la velocidad an-
gular & con la que deberd moverse la plataforma (Figura 12.17),

Solucién:
H momento de las fuerzas exteriores respecto a O es:
M, = Ru x (—mgk) = mghw,

no tiene componente sobre el eje de rotacién y la componente del momento ciné-
fico sobre este eje debe permanecer constante. Como inicialmente era nula, asf
deberd permanecer siempre. Por tanto, en todo instante, el momento cinético de
la plataforma més el momento cinético de la persona debe ser nulo:

0=Lg+Lg
Ly=in=—lok y Lp = FRuXxmv
formula en la que v, es la velocidad de la persona respecto al sistema fijo:
v, =V, tVv,=vm;+ (—ok X Fa.= (v — Eom,
con esto, el momento cinético de la persona se expresa:
Ly, = mR(v — Ro)k
y la conservacién del momento cinético:
0= —iw+ mRv — Rw)

de donde:

B miy
e
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La Ecuacion [12.21] puede escribirse de la forma:
ldo» = M dt
e integrada entre dos instantes es:

que es la misma [11.9], /a varfacidn del momento cinético es igual al impulso an-
gular, pero ahora expresado para la rotacién de un sélido alrededor de un eje prin-
cipal de inercia,

Un disco homogéneo de masa m y radio F puede girar sin rozamiento alrededor
de un eje fijo, horizontal y normal a él por su centro. El disco lleva arrollado un
hilo ideal y se tira del extremo de éste con una fuerza constante F = FJ, como se
indica en la Figura 12,18, Suponiendo que inicialmente el disco estd en reposo,
hallemos:

1.° El impulso angular comunicado.
2.° La velocidad de rotacién del disco en funcién del tiempo.

Solucion:
1.° El momento de la fuerza F respecto a Oes
M, =Rk x Fj= —RFi
y el impulso angular que comunica entre los instantes £, y fes:

Gc.=J- M, dt = —J. RFdi= —RRt— i

2,° Con ello, la variacién del momento cinético es:

Ao — ) = —RFf— ]
Puesto que en el instante §, = 0, es w, = 0, resulta:

Movimiento de una figura plana en su plano
o de un sélido con un eje principal de inercia
paralelamente a si mismo

Los casos enunciados son exactamente el mismo siempre que el c.d.m. del sélido
se mueva dentro de un mismo plano, Pero, tanto si el ¢.d.m, del sélido sigue una
trayectoria plana, como si no, el movimiento queda determinado mediante las
ecuaciones del movimiento del c¢.d.m. y de la rotacién alrededor del eje principal

de inercia:
ma-=F e la = MAF)

Impulso angular

Figura 12.18.
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En consecuencia, el sistema de fuerzas que actiian sobre el sélido o figura pla-
ma es equivalente al sistema formado por los vectores mac e Jo, situados en el co-
mespondiente ¢.d.m.

Debemos hacer notar, que siempre que la figura sea plana y se mueva en su
plano, aunque C no sea centro de simetria, estaremos en el caso b), analizado en el
Epigrafe 12.6, y el momento cinético respecto a un punto cualquiera O del plano,
tendrd la direccién y sentido de w.

Asimismo, el momento cinético y el momento de las fuerzas exteriores, en el
caso del sélido con eje principal de inercia que se mueve paralelamente a sf mis-
mo, pueden tomarse respecto a C, pero también respecto a cualquier punto O con
la condicién de que éste pertenezca al eje de giro, pues en este caso se verifica:

Lo=L-+0Cxp
que al derivar respecto al tiempo es:

Lo=L.+0CxF
Y, para los momentos:

M,=M-+0CxF

de forma que al restar ambas expresiones resulta:
i.o_ MG':LC_ Mc= 0

EJEMPLO 12.6

Un disco homogéneo de radio R y masa m puede deslizarse sin rozamiento
apoyado sobre una superficie plana horizontal. El disco lleva arrollado un hilo
ideal, flexible, inextensible ¥ de masa despreciable, Del extremo libre del hilo se
tira con una fuerza constante F (Figura 12.20). Analicemos el movimiento del
disco sabiendo que parte del reposo.

Solucion:

La tinica fuerza que actiia sobre el disco es F, ya que su peso y la reaccién de la
superficie sobre la que se mueve se anulan, La ecuacién del movimiento del
cd.m, es:

ma.=F
Por tanto, el centro del disco se mueve con la aceleracién:

..
ac_m
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La velocidad, puesto que parte del reposo, sera:

t
ve=F—
“ T m

y el espacio recorrido:

F#

r=—+r
2m [1]

s inicialmente Cestden O, es 1, = 0.
El movimiento alrededor del c.d.m. estd dado por:

Ira = RFk
siendo k un vector unitario normal al plano del movimiento. La aceleracién angu-
lar es:
RF 2F
o= I—C k = m k

La velocidad angular, puesto que parte del reposo, es:

2F
==
T MR

y el dngulo girado a partir de la posici6n inicial es:

F
B=Ef2

Un cilindro sélido homogéneo, de radio X y masa m, rueda sin resbalar sobre un e 1F
plano inclinado un dngulo ¢ respecto al plano horizontal, manteniendo su eje de """

inicial

simetrfa paralelo a s{ mismo (Figura 12.21). Hallemos:

1.° La aceleraci6n de su c.d.m.
2 La aceleracién angular de rotacién alrededor de su eje.
3. La fuerza de rozamiento que ofrece el plano.

4.° El valor minimo del coeficiente de rozamiento para que el cilindro ruede sin
resbalar,

Figura 12.21.
Solucion:

1.° En el instante inicial del movimiento, el cilindro parte del reposo de una po-
sicién como la indicada en la Figura 12.21, Al cabo de un cierto tiempo, el punto

O, como perteneciente al cilindro, ocupard una posicién U y, puesto que ha roda-
do sin resbalar, debe ser:

x=0A= A0 = Ry [
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Las fuerzas que actian sobre el cilindro son las indicadas en la Figura 12.21: el
peso, mg la reaccién normal del plano, N; y la fuerza de rozamiento, £ El teore-
ma del movimiento del ¢.d.m. permite escribir:

mf=mg+N+f
En el sistema de referencia elegido son:
N=Nj, f=-f y g=gsen¢i— cosgj)
con lo cual, la ecuacién anterior se escribe:

i = (mgsen ¢ — Ni+ (N — mgcos @Jj
de donde:
mx=mgsen¢g—f y my= N— mgcos ¢ [2]

Puesto que el cilindro rueda sobre el plano, debe ser y = 0y, por tanto:
N= mgcos ¢
El momento cinético alrededor del eje de giro que pasa por C es:
L=Iln=—-lvk
El momento resultante de las fuerzas exteriores respecto a C es:
M=CAxf=-Rjx(—f)=—-Rik
y el teorema del momento cinético se expresa:
b=Rf

que, teniendo en cuenta el valor del momento de inercia del cilindro respecto a su
gje, es:

1
Eﬂlﬂx—f

Derivando la Ecuacitn [1] dos veces se obtiene ¥ = R, con lo cual, la dltima
ecuacion se reduce a:

1
S =1 3]

Sumando la primera Ecuacién [2] y la [3] obtenemos:

3
me=gsen¢

y la aceleracién del ¢.d.m, expresada en el sistema de referencia elegido es:
2
ac=7 gwen g
2. La aceleracién angular de rotacién del cilindro alrededor de su eje es:

_ac_2%¢g
=R T ap*n?
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3.” La fuerza de rozamiento que actia durante el movimiento es:
1 1
f= 5 Mac = 7 mgsen p(—1)

4.° El médulo de esta fuerza es proporcional a la componente normal de las ac-
ciones que se ejercen los cuerpos en contacto, es decir:

f=uN= pmgcos ¢

con lo cual, al igualar con la anterior expresidn, el coeficiente de rozamiento mi-
nimo para que el cilindro ruede sin resbalar debe ser:

1
#?Etﬂﬂfﬁ’

Dinamica de rotacion de un sélido alrededor
de un eje fijo paralelo a uno principal de inercia

Ahora, el eje de giro no pasa por el c.d.m. y la aceleracién de éste respecto al siste-
ma fijo ya no es nula, pues tiene un movimiento de rotacién alrededor del eje de
giro. Tomando como origen O, la proyeccién de C sobre el eje de giro, y como sis-
tema de referencia el indicado en la Figura 12,22, 1a aceleraci6én de C se expresa:

ac = re(aj — 0’
y la ecuacion del movimiento del c.d.m. es:

mac=) F+R
siendo R la reaccién del eje fijo sobre el sélido:
mre(aj —0*H=YF+R [12.27]
El momento respecto a O de las fuerzas exteriores es:
M,=M_.+OCxXR = a+ridxmd—o’i+af) =
= ok + mipk = (Igc + mip)ea = Lo
lo que dnicamente se verifica si O es la proyeccién de C sobre el eje de rotacién,

es decir, si es o= rcd, tinica forma de que M, tenga la direccién del eje de rota-
cién y se verifique:

Ira = M, [12.28]

De esta ecuacién se obtiene ¢, una primera integracién nos da @ y una nueva inte-
gracién nos da la posicién @ del sélido respecto a un sistema de referencia fijo.
Llevando a [12,27] los valores de @ y @, se calcula la reaccién R del eje de ro-
tacién,
Debemos insistir en que O debe ser la proyeccién de C sobre el eje de rotacién
y éste debe ser paralelo a uno principal de inercia del sélido, pues de lo contrario
no se verifica la [12.28].

a4y /C I X

Figura 12.22.
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EJEMPLO 12.8

Una varilla homogénea de longitud /y masa m, puede girar sin rozamiento alre-
dedor de un eje fijo horizontal, normal a ella por el punto fijo O, que dista J/3 de
uno de sus extremos (Figura 12,23), Inicialmente, se la mantiene en reposo en po-
sicién horizontal y se la suelta desde esa posicién. Hallemos la aceleracién angu-
lar un instante después de comenzar a girar,

Solucion:

H eje de rotacién es paralelo a uno principal de inercia, que es el paralelo por C
al eje de giro, El momento de inercia de la varilla respecto al eje de giro se obtie-
ne por aplicacién de Steiner:
Ip= I+ mP{36 = mP/12 + mP/36 = mF/9
H momento de las fuerza exteriores respecto a O es:
Img
6

1
M;,=0C Xmg=glx(—mg[)= ——k

La ecuacién de la Dindmica de rotacidn es:

of _ _Img
9 %" "6
y, por tanto, la aceleracién angular inicial es:
3g
o = E k

Energia cinética de rotacion.
Teorema de la energia cinética
Teniendo en cuenta que en la rotacién se verifica v = wd, siendo d e radio de la

darcunferencia descrita por el punto alrededor del eje de giro, la expresién general
de la energfa cinética [12.8] se escribe:

K T .
T—Z(.a J.dzdm—zfﬁw [12.29]

La energfa cinética puede expresarse en funcién del momento cinético, ya que
en la rotacién alrededor del eje es L = Jo vy la energfa cinética se expresa:
1 1 1B
T T =
Perglt=g K iy 3.t
El teorema de la energia cinética para los sistemas rigidos, que ha sido expresa-
do mediante la Ecuacién [12.7], teniendo en cuenta [12.29] se escribe:

1 1 2 2
Efw%—ifgw%=ij. Fj-ci',=r M. d [12.30]

1 4,
es decir, Ja variacidn de energia cinética de rotacion es igual al trabajo producido

por las filerzas exteriores en el movimiento de rotacion. La iltima igualdad se ha
establecido teniendo en cuenta la Expresidn [8.20].
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Si las fuerzas exteriores derivan de un potencial U, la [12.30] se puede escribir
de la forma;

1 1 1
5%@+%=55ﬁ+m=5@ﬁ+ﬂ=m. [12.31]

que es la expresién del teorema de la conservacién de la energia mecédnica en el
movimiento de rotacién y dice: en el movimiento de rotacidn la suma de la energla
cinética de rotacion y la potencial es constante.

EJEMPLO 12.9

Resolvamos el Ejemplo 12.3 aplicando la conservacién de la energfa mecénica.

Solucion:

Inicialmente, la energia cinética del sistema es nula. En un estado cualquiera del
movimiento la energia cinética es:

1 1 1
T=—mpv*+ - mp* + - I
3 g
la cual, teniendo en cuenta que es @ = v/K y el valor de [ se escribe:
1
T= 5 (my + my + m2)?

La energfa potencial inicial, respecto de un plano arbitrario de referencia (Figu-
m 12.24), es:

U= mgh, + mgh, + mgH
La energia potencial en un instante del movimiento es:
U= mgh + 0+ mgh — 2+ mgH
La conservaci6n de la energfa permite escribir:

1
5(ﬂh+ﬂh+mf2)v2=(ﬂh—ﬂh)gx

lo que nos da la velocidad en funcién de la posicién:

Derivando la anterior respecto al tiempo:

1 2(my — m)g
a=s——-9pP
v m
my +mz+5

----------:I:-

===

Figura 12.24.
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Figura 1225.

de donde:

__(m—m)g _ 2m,— m)g
m+m+m2 2(m+m)+m

Para el célculo de las tensiones inevitablemente hay que acudir a las Ecuaciones
[1] y [2] de la misma forma ya realizada en el Ejemplo 12.3,

Resolvamos, mediante aplicacién de la conservacién de la energia, el Ejemplo
12.7 del cilindro que rueda por un plano inclinado.

Solucién:

En la posicién inicial, puesto que el cilindro parte del reposo, su energfa cinética
es nula. Su energia potencial ser4:

U= MgH

En una posicién genérica de su movimiento, su energia cinética, de acuerdo con
la segunda [12.10], es:

| E o
T_£W+5}w

La energfa potencial en esta posicién es U = Mgh El teorema de la conservacién
de la energfa mecénica se escribe:

%W+%M=Mg&f—ﬁ)=ﬂfgmn¢

y puesto que son:

X 1
o=z e I—EME‘
resulta:
3.
— i* = gxsen ¢
4
que al derivar respecto al tiempo se obtiene:
. 2
X=§gsent;b

La fuerza de rozamiento no produce trabajo, ya que la velocidad del punto de
contacto con el plano es nula. Para determinar la reaccién del plano es necesario
establecer la ecuacién del movimiento del centro del cilindro, como ya se hizo en
el Ejemplo 12.7.

Una polea cilindrica de masa my radio R, lleva arrollado un hilo, cuyo extremo
libre se ha sujetado a un punto fijo de un techo (Figura 12,26), Se suelta la polea,
con velocidad nula, desde una determinada posicién. Calculemos la velocidad
que llevara cuando haya descendido la distancia /1
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Solucién:

Tomemos como origen de potenciales la posicidn inicial de la polea. En el instan-
te inicial son:

T=0 y U=0
La conservacién de la energfa mecéinica se expresa:
T+ U=T+ U

La energfa potencial final es U= — mgh yla energfa cinética final:

1 1
_—— 2 >
T 5 +2I¢az

Teniendo en cuenta el momento de inercia de la polea respecto a su eje de giro,
1

f= 5 mR®, y que la polea rueda sobre el hilo, es decir, que es v = R, la energfa

cinética final se expresa:

1 3
= — 2 2 2'=—
Ty=m’+ 7 m 4mv2

Con ello, la conservacién de la energfa mecédnica nos da:

{l=—mlg&’i-%%ﬂuw2 y u=\/€h=2\/g;b

m Movimiento giroscdpico

Los movimientos que describe un sélido que gira alrededor de uno de sus ejes
principales de inercia, cuando este eje puede, a su vez, girar alrededor de un punto
fijo de él, se denominan movimientos giroscépicos. El estudio general de estos
movimientos es bastante complicado y aquf estudiaremos, tinicamente, un caso
sencillo,

Consideremos un disco que gira alrededor de su eje de simetria, normal a él por
su centro, con velocidad angular constante @ (Figura 12.27), Este eje de simetrfa,
que supondremos horizontal, lo tomaremos como eje OZ y tiene la libertad de po-
der girar alrededor de O dentro del plano horizontal,

Las fuerzas exteriores al sistema son tinicamente el peso mgy la reaccién en O,
R. El momento de estas fuerzas respecto a O es:

M, = amgi

Si el dinico movimiento del sistema fuera el definido por @, el momento cinéti-
co serfa constante, su derivada nula y no se cumplirfa el teorema del momento ci-
nético, ya que el momento de las fuerzas exteriores es distinto de cero. Por tanto, el
sistema deberd girar alrededor de OY. Llamemos £ al vector que define esta rota-
cién. El momento cinético total del sistema es:

L,=Lo+1,0

¥, por tanto, estd contenido en el plano YOZ

[}
=

1]

U= —mgh
T= —.Ejmrl + %f{,‘)l
Figura 12.26.
M
i
R
Figura 12.27.
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Precesidn

X;

Figura 12.28.

Para verificar el teorema del momento cinético, dLp/d! debe tener la direccién
del eje OX, es decir, debe ser normal a L, de lo que se deduce que el momento
cdnético es de médulo constante y, por tanto, la rotacién definida por £ es unifor-
me, El extremo de L, describird una circunferencia alrededor del eje OYy su velo-
cidad seré:

dL
Tf=ﬂx[.0=};ﬂ>(m=fxwﬂl

H teorema del momento cinético se escribe:
LoQ = amg
con lo que el vector rotacién {1 es:
am

g
wfg'l

Al movimiento definido por {2 se le denomina movimiento de precesidn y, al
vector £}, precesicn, Resulta, pues, que la precesion hace girar el eje principal de
Inercia de giro del solido hacia el momento de Ias filerzas exteriores. Asf, si sobre
el sistema estudiado actuase una fuerza exterior en direccién y sentido del eje OX,
su momento respecto a (Jtendrfa la direccién OY y la precesi6n tratarfa de elevar
el eje de giro, Si el sentido de la fuerza exterior se invirtiese, su momento respecto
a O invertirfa el sentido y la precesi6n haria que el eje de giro descendiera.

Un motor, que supondremos esférico, homogéneo, de masa m y radio R, est4 dis-
puesto sobre un bastidor rigido de masa despreciable. El eje del motor est4 en po-
sicién vertical y, ademis de poder girar alrededor de él, todo el conjunto puede
girar alrededor de otro eje vertical paralelo, a la distancia a, que tomaremos como
eje OZ (Figura 12.28). Inicialmente, todo estd en reposo y el plano definido por
los dos ejes paralelos lo tomaremos como plano fijo ¥, 0Z,. En un cierto instante,
se pone en marcha el motor y gira alrededor de su eje con velocidad angular
constante @ = @k Determinemos:

1.° La velocidad angular £) con la que girard todo el conjunto alrededor del eje
2y

2° La energfa suministrada por el motor para poner en movimiento todo el con-
junto,

0=

Solucion:
1.° El momento de las fuerzas exteriores respecto a O, es:
Mg, = ajx(—mgk) = —amgi

que no tiene componente sobre el eje 0,2.
Por tanto, la componente sobre ese eje del momento cinético debe ser constante
y, puesto gue inicialmente era nula, asi deberd seguir durante el movimiento.,
Calculemos el momento cinético respecto a O, por aplicacién de la primera
[12.10]:

Ly, =L+ 0,Cxp= o+ ajx maQi= lrok— ma Qk=
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Por tanto, debe ser:

2.° La energfa potencial permanece constante, por fanto, toda la energfa sumi-
nistrada se convierte en cinética y su valor es:

1 1 1
E=T= T+Eﬂw2¢=i—’fﬂw"+5ma?ﬂ"=

2
=%H1E2£02+2m24 HLEE(O( 2}2"-)

5z =5 (5t37

La Tierra constituye un enorme giréscopo, siendo su eje imaginario de giro el
que pasa por los polos de ella. Las fuerzas exteriores son las que ejercen sobre ella
la Luna y el Sol, Célculos minuciosos han obtenido que el momento de estas fuer-
zas respecto al centro de la Tierra es normal al eje de la misma vy, por tanto, el eje
de rotacidn debe precesar bajo la accién de este momento,

H plano ecuatorial de la Tierra y el plano de su Grbita alrededor del Sol, o
ecliptica, forman un 4ngulo de 23°27, y la linea de interseccién de ambos se de-
nomina Ifnea de equinocios (Figura 12.29). Esta linea precesard al igual que lo ha-
ga el eje de la Tierra; este fenémeno parece ser que fue descubierto por Hiparco en
el siglo I antes de Cristo.

Figura 12.29.

H eje de la Tierra precesa alrededor de la normal a la eclfptica en la direccién
este-oeste, con una velocidad angular Q = 7,19 10~ " rad/s o 50°*,25 por afio, o
bien con un periodo aproximado de 27 725 afios,

Un estudio detallado del movimiento indica que el dngulo ¢ no es constante,
sino que oscila entre dos valores extremos. A este movimiento de oscilacién se le
denomina mutacion, La amplitud de este movimiento es de unos 9**,2 y su periodo
de oscilacién es de unos 19 afios.

Ecliptica

Nutacidn
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Consideremos un sistema material que en un instante
tiene masa m y su ¢.d.m. lleva velocidad ¥, respecto a
un sistema de referencia inercial. Su cantidad de movi-
miento en este instante es p = mV. Si la masa del sis-
tema varia con el tiempo de forma continua, al cabo de
un cierto tiempo At el sistema tendrd la masa m + Am
y su velocidad serd w(f+ Af) = w + Aw. La cantidad
de movimiento del sistema en el instante ¢ + Af seré:

pii+ AD=p+ Ap=(m+ Am)(v+ Av) — Amv,

en la que ¥, es la velocidad respecto al sistema de re-
ferencia inercial de la masa que sale o enfra en el siste-
ma, verificando: ¥, = v, + v + Av, siendo v, la velo-
cidad relativa, respecto al sistema material, con la que
sale o enfra la masa y con lo cual es

pHAp=(m+Am(v+ Av) — Am(v, + v+ Av) =
= nv + mAv — Amv,

r

Teniendo en cuenta el valor de pes:
Ap= mAv — Amv,

la cual, al dividirla por Af y tomar limites para Af ten-
diendo a cero da;

p= mv— v,
y el teorema de la cantidad de movi-
miento se expresa ahora
R mv —mv,=F
Por tanto, la ecuacién de la dindmica
del c.d.m, se expresa
ma=F + nmw,

¥ denominéndose empuje a la fuerza
E = mv,.

Aplicacién.  Consideremos  un
cohete de masa inicial m,, moviéndo-
se verticalmente denfro de la atmdsfe-
ra. Las fuerzas exteriores que actian
g sobre €l son: la fuerza de la gravedad,
mg y la fuerza de rozamiento del aire,
R. La ecuacién del movimiento de su
v, c.d.m es:

ma= v, + mg+R

despreciando R frente a los valores de mg y nw,, y
puesto que todos los vectores tienen la misma direc-
¢ién, la anterior se expresa

d)=(gv,—g)tf

La masa del cohete varfa con el tiempo segiin la ley
m= m, — mi,siendo m constante, con ello se expresa

dv=( mw, )

o — It

auya integracién da v = —u,In(m, — 1) — gt + cte.
Puesto que en el instante { = 0 es v = 0, la constante de

integracién es 0= —y,Ilnm, + cte, o cte = v,lnm,,
con lo cual resulta

v =yp,ln[—2 — gt
"o\m, — it

El tiempo que tarda en agotarse el combustible es
My, = Ity, t, = My /M a partir de cuyo momento la
masa del cohete es la corespondiente a su estructura,
que ya permaneceri constante m = m,,

La velocidad méxima se conseguird en el instante
t; y su valor es

(M) o
Unge = U, m,, gli‘.'

Para aumentar esta velocidad hay que anmentar la re-
lacién my/my, = 1 + my/my,

Parece muy diffcil en la actualidad superar la rela-
dén my/my =9, t:acidut-,mrmIub 09 m, ym,=0,
mg. También se consigue un aumento en la velocidad
méxima aumentando la velocidad de combustién, 1, y
aumentando la velocidad relativa de salida de gases,
v,. Estos valores, en la actualidad son del orden de

= 10* kg/s y v, = 4. 10* m/s, con los cuales la velo-
cddad mixima es
Vpgx = 4+10°In10 — 9,8 x 0,9m, 107+ =
=92 x 10° — 8,82 m, 10™* m/s

velocidad siempre inferior a la de escape v, = 11 x 10*
m/fs, lo que indica la imposibilidad, con la tecnologfa
actual, de salir del campo de la gravedad terrestre con
oohetes de una sola etapa.




Movimiento oscilatorio
o vibratorio

m Introduccién

Cuando una particula o cualquier sistema se mueve periédicamente con relacién a
su posicién de equilibrio estable, se dice que oscila o vibra alrededor de esa posi-
cién. Este tipo de movimiento es de gran importancia no solamente porque se pre-
senta con gran frecuencia en la naturaleza, los propios seres vivos son un mosaico
de vibraciones: el corazén, los pulmones, el diafragma o la laringe, los tfmpanos,
también los dtomos y moléculas que componen la estructura de los cuerpos mate-
riales estdn en continua vibracién; también es importante porque es base de mu-
chas teorias fisicas y de importantes aplicaciones técnicas,

Todo movimiento oscilatorio se caracteriza por su periodicidad. El estado del
sistema que oscila se repite a intervalos iguales de tiempo, denominéndose, a la
duraci6n de este intervalo de tiempo, periodo,

El movimiento vibratorio més sencillo y al mismo tiempo mds importante es el
movimiento arménico simple (m.a.s.), en el cual la variable que fija la posicién de
la particula o del sistema, respecto a su posicién de equilibrio estable, es funcién
arménica del tiempo, La importancia de este tipo de oscilacién, ademés de lo indi-
cado, reside en que cualquier oscilacién periédica puede ser descompuesta en una
suma algebraica de movimientos oscilatorios simples.

Comenzaremos estudiando el caso ideal de movimiento arménico simple con
conservacion de la energfa, analizando sus pardmetros caracteristicos, sus aspectos
cineméticos y dindmicos, y cudles son los efectos de la superposicién de dos m.a.s,
de la misma direccién con iguales o distintas frecuencias, asf como de la superpo-
sicién cuando sus direcciones son perpendiculares. A continuacién, estudiaremos
el movimiento oscilatorio amortiguado, es decir, con disipacién de energfa, lo cual,
puede ajustarse mds a muchos fendmenos reales y, finalmente, estudiaremos el
movimiento oscilatorio amortiguado y forzado, de gran aplicacién, en el cual apa-
rece el importante fenémeno fisico de la resonancia.

m Movimiento arménico simple

Supongamos una particula de masa m, que puede moverse libremente en una direc-
cién que tomaremos como eje de las equis y elijamos el origen de coordenadas en
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la posicién de equilibrio estable. Por definicién, diremos que esta particula se mue-
ve con movimiento arménico simple cuando su posicién esté dada por una expre-
si6n del tipo:

x = Asen (wf + @) [13.1]
La constante A s denomina amplitud de la oscilacién y es el mayor valor posible
de la variable x que, de forma genérica, se suele denominar elongacion. La canti-
dad w! + @ se denomina fase del movimiento y a su valor @, corespondiente al
instante inicial (f= 0), se le denomina fase inicial,

Como ya hemos indicado, se denomina periodo del movimiento al tiempo mi-
nimo necesario para que la particula o el sistema realicen un ciclo completo y
vuelvan a ocupar la misma posicién o estado; lo designaremos mediante la letra P,
su magnitud es un tiempo vy su unidad el segundo, y deberd verificar:

Asen(wt + @) = Asen[w(t+ P) + ¢]

lo que exige la igualdad de los senos; por tanto, para que se haya realizado un ciclo
completo, los arcos deben diferir en 27:
ot+p+2n=wt+P + ¢
de donde resulta:
2n

P="" [13.2]
i}

Fl nimero de oscilaciones que la partfcula realiza en la unidad de tiempo es la
inversa del periodo y la denominaremos frecuencia del movimiento, su unidad serd
el s7', unidad a la que se denomina hercio (Hz):

_l_w
TP 2

La cantidad @ se denomina frecuencia angular o pulsacion del movimiento, se
mide en rad/s y puede expresarse en funcién del periodo o de la frecuencia:

v [13.3]

T
w=F=2m‘ [13.4]

La oscilacién arménica puede expresarse analiticamente de diferente forma, se-
gin el origen que se elija. Asi, como puede verse en la Figura 13.1, si tomamos
como origen el punto A, la expresién es la de un seno; si tomamos como origen el
punto B, es la de un coseno; si el origen es el punto C, se expresa como un menos
seno, y si el origen es el punto [, la expresién corresponde a la de un menos coseno.

1

: /

H
T

’ (‘W
[}

Figura 13.1.

Es interesante comprobar el significado fisico de la fase inicial ¢, para lo cual
vamos a representar dos m.a.s., uno de fase wf y otro de fase wf + ¢:

x;=Asenwt y X = Asen(wf+ @)
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X X

i ol 2n wi

=

i
i
Figura 13.2.

Los ceros de la primera oscilacién estdn en wf= nn = 0, xn, 27, ..., y los ceros de
la segunda en wf + @ = mm, es decir, wt=m — @ = —p,n — ¢, 2n — @, ..., por
tanto, estos estdn desplazados hacia el origen el valor ¢ (Figura 13.2). Lo mis-
mo sucede con la posicién de los méximos y los minimos pues, para la primera
oscilacién estdn en w!= (2n + 1)n/2, mientras que para la segunda estin en
wt+ @ = (2n+ 1)zn/2. En definitiva, toda la segunda oscilacién estd desplazada
hacia el origen el valor ¢, diciéndose que estd adelantada respecto de la primera,

m Cinematica del movimiento arménico simple

Obtenemos la velocidad de la particula que se mueve derivando respecto al tiempo
la expresién [13.1]:

v =X = Awcos(wt+ @) [13.5]
y una segunda derivada nos proporciona la aceleracién de la particula:
a=x= —Awmsen(wt+ ¢) = —w’x [13.6]

lo que nos indica que en este movimiento la aceleracién es proporcional y opuesta
al desplazamiento.

En la Figura 13.3 hemos representado en funcién del tiempo, la posicién, la ve-
locidad y la aceleracién de una particula sometida a movimiento arménico simple,

Xo =

Vo= Am cos

Figura 13.3.
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El desplazamiento x de una particula que se mueve sobre el eje de las x con
movimiento arménico simple, coincide con la proyeccién sobre dicho eje de un
£ vector O de médulo A, igual a la amplitud de la oscilacién de la partfcula, que
h p\® gira alrededor de O, en un plano que contiene al eje X, con velocidad angular w,
i A ) igual a la frecuencia angular del movimiento de la particula, Tomemos como ori-
¥ (11 % P A - n s

al v g gen de arcos el eje OX'y supongamos que la posicién en el instante inicial es OF,
0 x x  formando con OX el dngulo 6, al cabo de un cierto tiempo £, el dngulo que el vec-
ar R tor giratorio O forma con OX es (wf+ 6) y la proyeccién de este vector sobre el

Figura 13.4. eje OX es:

x= Acos(wt+ ) [13.7]

T
que es la misma [13.1],con #=¢p ——.

La velocidad y aceleracién de la particula coinciden con la proyeccién sobre el
eje de las equis de sendos vectores O y OP”, cuyos médulos son Aw y Aw’, res-
pectivamente, estando OF adelantado respecto a OFP un dngulo 7/2 y OF’, un 4n-
gulo 7

v=—Awsen(wi+ ) y a= —Aw’cos(wt+ ) = —w’x

m Estudio por exponenciales complejas

Recordando la igualdad e/ = cos 6 + jsen 6, en la cual f es la unidad imaginaria
J=+/—1,1a solucién del m.a.s. [13.1] puede escribirse de la forma:

x= Ae/ott ) [13.8]

a condicién de considerar (inicamente su parte imaginaria. Si la oscilacién estd ex-
presada en forma de coseno, tal como la [13.7], debemos considerar (nicamente su
parte real. En cualquier caso, esta expresién puede ponerse de la forma:

x= Ae/*e!

¥, puesto que @ es constante, as{ serd el complejo:

A=Ae”
que se denomina amplitud compleja, pudiendo escribirse:

x= Aeft

La derivacién respecto al tiempo de la Ecuacién [13.8] da:
v = Agjef®™® = Ao/ iy = jox
y una nueva derivacién da:
a=jov = (jo)’x= —w’x

Queda asf comprobado que las derivadas sucesivas en las exponenciales complejas
se van obteniendo sin méis que multiplicar la anterior por jw,

Al multiplicar un complejo por un nimero real se multiplica su médulo, o lo
que es igual, sus dos componentes, por lo cual el argumento no varfa. La multipli-
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cacién de un complejo por la unidad imaginaria equivale a girar aquél n/2 rad. en
sentido contrario a las agujas del reloj, puesto que su parte real pasa a ser imagina-
ria y su parte imaginaria pasa, cambiada de signo, a ser real.

Utilizar exponenciales complejas ofrece ventajas de cdlculo, que han sido indi-
cadas, y que habrd ocasién de comprobar al estudiar la composicién de m.as. y
otros tipos de movimientos oscilatorios.

m Dinamica del movimiento arménico simple

Veamos, en primer lugar, de qué tipo ha de ser la fuerza, para que actuando sobre
una particula provoque en ésta un movimiento vibratorio arménico simple. Utilice-
mos la ecuacién fundamental de la Dindmica:

F=ma
y sustituyamos en ella el valor de la aceleracién dado por [13.6], resultando:
F= —mw’x= —kx [13.9]

lo que pone de manifiesto que la fuerza en el movimiento arménico simple es pro-
porcional al desplazamiento y opuesta a €l. Por tanfo, la fuerza est4 siempre dirigi-
da hacia el origen, tratando de llevar la particula a su posicién de equilibrio esta-
ble, existiendo una atraccién de la partfcula por parte del origen de coordenadas,
Reciprocamente, si la fuerza es del tipo [13.9], veamos que el movimiento es
arménico simple. Para ello, escribiremos la ecuacién fundamental de la Dindmica:

&
m£= —kx
y, llamando a k/m = w’, se expresa:
&
?Xﬂozx:n [13.10]

que integrada da como solucién, seglin puede comprobarse, la Ecuacién [13.1], lo
que pone de manifiesto que el movimiento es arménico simple.

Un muelle de constante k y masa despreciable estd colgado por uno de sus extre-
mos y lleva en el otro sujeta una masa m. A partir de la posicién estética de equi-
librio y siguiendo la vertical descendente y desplacemos la masa una distancia X ko
y estudiemos su movimiento al soltarla con velocidad inicial v, de direccién ver-
tical (Figura 13.7).

Solucion: GD

En el equilibrio estdtico de la masa (Figura 13.5) se verifica:

F mg

mg— k6 =10 Figura 13.5.
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E(d + x)

g
Figura 13.6.

Figura 13.7.

Equilibrio
estatico

Pasicidn
genérica

Posicidn
inicial

En la posicién genérica del movimiento las fuerzas que actiian sobre la masa
son: mg'y k(@ + x), segiin se indica en la Figura 13.6.

La ecuacién del movimiento seré:
mi=mg— k(6 +x) = mg— k6 — kx
y, utilizando la condicién de equilibrio est4tico, resulta:

m¥=—kx ; ¥+—x=0
m

luego es un movimiento arménico simple, cuya solucién es:

x = Asen(wt + @)

siendo la frecuencia angular w = ./ &/m y determindndose las constantes A y ¢
por las condiciones iniciales, de la siguiente manera, Para { = 0 es:

Xo = Aseng (a)
La velocidad estd dada por:

k
v=A \/;ms(mr—k )
k
vo=A\/;msw (b)

Entre ambas ecuaciones, (a) y (b), se despejan A y ¢, resultando:

X [k m
ts¢=v—a\/% y A=\/;t%+)f%

El periodo de la oscilacion es:

la cual para f= 0, es:

Experimentalmente, puede determinarse el periodo contando el niimero de os-
dlaciones que hace la masa en un cierto tiempo, Ello nos permitird determinar la
constante k del muelle, ya que es:

_m

k=—p

Péndulo simple. Un péndulo simple estd formado por un hilo inextensible y de
masa despreciable, uno de cuyos extremos estd sujeto a un punto fijo, llevando,
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en el otro una masa puntual m (Figura 13.8). Si apartamos el péndulo de su posi-
ci6én de equilibrio estable y lo dejamos en libertad, entrard en oscilacion bajo la
accién de la gravedad, pero su movimiento, segin veremos, no es arménico sim-
ple. Unicamente para pequeiias oscilaciones puede asemejarse su movimiento a
un m.a.s.

Solucion:

La ecuacién de movimiento de la masa m puede establecerse por aplicacién del
teorema del momento cinético:

dL

a—™

El momento cinético, respecto a O, es:
L=Ixp=—-[jxmi=Imk
El momento de las fuerzas exteriores respecto a O se expresa:
M, =1xmg= —1Ij X mg —senfi— cos f) = — ImgsenOk

Con todo lo cual, el teorema del momento cinético se escribe:

dy
e —gsen(
o bien:
0 g
? +}SCIIB— 0

que es la ecuacién del movimiento del péndulo simple. Unicamente para valores
muy pequefios de £, puede sustituirse el seno por el arco y la ecuacién se expresa:

-
ﬁ'ﬁ‘}ﬁ—ﬂ

que es la correspondiente a un m.a.s. de pulsacién w = ./ g/l, y cuya solucién es

de la forma:
5'=Bﬁ=sen(\/%r+ rp)

en la cual, las constantes 0y y ¢ deben obtenerse de condiciones dadas del movi-
miento, en general, de sus condiciones iniciales.

Péndulo fisico. Un péndulo fisico estd constituido por un sélido de masa m, que
puede girar alrededor de un eje horizontal fijo, paralelo a uno principal de iner-
cia, bajo la accién de la gravedad.

Sea el sdlido de la Figura 13.9 de masa m, cuyo c.d.m. estd situado en el punto
C. y el plano trazado por C normal al eje de rotacién corta a éste en el punto O.

p=mv

Figura 13.8.
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Figura 13.9.

Solucién:

La ecuacién del movimiento estd dada por el teorema del momento cinético:

dL
E_M

El momento de las fuerzas exteriores respecto a Oes:
M,=—yjxx mg=—Ixmg(—senfi— cosf = —Imgsenfk
El momento cinético respecto a O es:
L= o= lwk
La ecuacién del movimiento es:

Isk= —Imgsenfk

es decir:
. 1
0+ mg senfl =0
Ig
Para pequefios movimientos se expresa:
- I
i+Eg=0
Iz

que es la ecuacién diferencial de un movimiento arménico simple de pulsacién:

_ |img
L

La solucién de la oscilacién serd 6 = Oysen (wof + @), siendo necesario co-
nocer dos condiciones del movimiento para determinar las constantes @, y ¢.

m Energia del movimiento arménico simple

La energia cinética de la particula que realiza un m.a.s., teniendo en cuenta el valor
de v dado por [13.5], es:

T=§uz=§,42w2msz[wr+ @) [13.11]
La energfa potencial de la cual deriva la fuerza [13.9] es:
% k k
U= — J-Fld.= —J. —hdx=5x2=£Azsen2{wr+ ®) [13.12]
0

Fn la Figura 13,10 se han representado ambas energias.
Teniendo en cuenta que es k = mw?, al sumar las energias cinética y potencial
esulta:

k
T+ U=5A2=?sz2=C‘“ [13.13]
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es decir, en cada instante la suma de las energfa cinética y potencial de la particula
es una cantidad constante, proporcional al cuadrado de la amplitud y al cuadrado
de la frecuencia.

Segiin se desprende de [13.12], la energfa potencial aumenta al aumentar la
elongacién, siendo la energfa potencial mixima para x= A, U, = 1/2 k4% en
cuyo caso y de acuerdo con [13.13], ha de ser la energfa cinética nula, T= 0.

E

1 3
— kA"
3 k

Figura 13.10.

Péndulo simple. Un péndulo simple de longitud / y masa m parte del reposo en
una cierta posicién inicial, en la cual la masa estd situada a la altura A respecto
del plano horizontal que pasa por su posicion de equilibrio estable (Figura 13.11).

Solucion:

La energfa cinética inicial es nula, T; = 0, y la energia potencial es U, = mgh.
En una posicién genérica del movimiento, la masa estard a una altura z sobre el
plano horizontal de referencia que pasa por la posicion de equilibrio estable, sien-
do su energia potencial:
U= mgz= mgl1 — cost)
La energia cinética en esa posicién es:
T : v - mPP
=—mpy =—
2 2
La conservacién de la energfa mecénica permite escribir:

mgh— mgl1 — cosf) = % mP¢?

Lo cual permite obtener la velocidad de la particula en funcién de la posicién, Si
dividimos por m y derivamos respecto a f, resulta:

ﬁ:+%senﬂ=0

que, para pequefios movimientos, es:

G+260=0

— Oy

Posicidn inicial

Fii

Figura 13.11.
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Posicion inicial

Figura 13.12.

Péndulo fisico. Un péndulo fisico de masa m y cuya distancia del c.d.m. al eje de
oscilacién es /, parte del reposo de una posicién inicial en la cual C estd a una co-
ta hsobre el plano horizontal de referencia que pasa por su posicién de equilibrio
estable (Figura 13.12),

Solucidén:

Su energfa cinética inicial es nula y su energfa potencial ser4:
Uy= mgh

En un instante genérico del movimiento, Cestard a una cota z sobre su posicién
de equilibrio estable. La energia potencial ser:

U= mgz= mgkl — cos 0)
La energia cinética en esa posicidn es:
i
T= E IEBZ
La conservacién de la energia mecénica permite escribir:
S
mgh= mgk1 — cos f) + = L&

Derivando respecto al tiempo vy dividiendo por [ resulta:

ﬂh+m;ﬂsenﬂ=0
Ig

que, para pequefios movimientos, es:

i+ g0
Iy

m Composiciéon de dos movimientos vibratorios

armoénicos de igual direccién y frecuencia

Sean dos movimientos vibratorios arménicos de igual direccién y frecuencia, que
producen a la particula sendos desplazamientos dados por las expresiones:

x, = A sen(wt + @,) x = A, sen (ot + @,)
La superposicién de estos movimientos da para la particula un desplazamiento:

x=x +x = A sen(wt + ¢,) + Aysen(wf+ p,) =
= (A, cos @, + A;cos @) senw! + (A sen @, + A, sen @;)cos wt
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y haciendo:

Ajcos; + Ascos ps = Acos

A seng, + Asenp, = Asen @ [13.14]
resulta:

x = Asen(wt + ¢)

lo que pone de manifiesto que el movimiento resultante para la particula de la su-
perpasicidn de dos movimientos armdnicos de igual frecuencia y direccién, es un
movimiento armdnico de la misma frecuencia y direccion,

La amplitud del movimiento resultante, asi como su fase inicial, se calculan
mediante el sistema [13.14] en funcién de las amplitudes y fases iniciales de los
movimientos primarios, resultando:

Asengp, + Aysenep,
A cospy + Ascos @,

tan @ = [13.15]

A% = AT + A2 + 24,4, cos (@, — 0p) [13.16]

En la posicién f = 0, los vectores representativos de las vibraciones ocupan las
posiciones que se indican en la Figura 13.13,

La simple aplicacién de un conocido teorema de geometria da la Expresidn
[13.16]. De forma igualmente sencilla se deduce:

- _@_AISGH¢]+A2$H¢2
4 ON A cosp, + Ascos @,

que es la Ecuacién [13.15].

En consecuencia, la composicién de dos vibraciones armdnicas simples de
lgual direccidn y frecuencia equivale a la suma de los dos vectores que las repre-
senfan, Lo que, evidentemente, es generalizable al caso de superposicién de 1 mo-
vimientos arménicos simples de la misma direccién y frecuencia. El movimiento
resultante serd arménico simple, de la misma direccién y frecuencia, y cuyo vector
representativo serd la suma de los vectores que representan a las vibraciones com-
ponentes. Por tanto, la superposicién de las n vibraciones arménicas, de la forma:

X = A}Sﬁn ((Of+ '?71) P I= 19 29 wey 12
da:
x=3 x;=senwt) Ajcosp;+ coswt ) Aseng;= Asen(w!+ @)
i i )

siendo;

Y Agsen
i
tan @ = o
'P EA_.ODSQP;
A=Y A+ LY AAos(e— o)=Y % AAjcos (¢, — @)
i

Hay algunos casos sencillos, pero importantes, de superposicién de dos movi-
mientos arménicos simples. Estos son:

Oscilacion

Defasaje

Amplitud

0

Figura 13.13.
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Oscilacitn

Oscilacién

a) Los dos m.as. que se superponen estdn en fase, es decir, tienen la misma fase
inicial,

b) Las fases iniciales de los dos m.a.s, que se superponen difieren en 7, es decir
estdn en oposicion,

¢) Las fases iniciales de los dos m.a.s. que se superponen difieren en /2, es
decir, estdn en cuadratura,

a) Iosdos m.a.s estdn en fase,

En este caso, de [13.16] se deduce que la amplitud del m.a.s. resultante es la suma
de las amplitudes A = A, + A, v, de la [13.15], que la fase inicial del movimiento
mesultante coincide con la fase inicial de las vibraciones componentes,

La vibraci6n resultante es:

x= (A, + Aysen(wt+ @)

En la Figura 13.14 se han representado las oscilaciones que se superponen y la
oscilacién resultante,

X x = (A, + A) senmr + o)

Xy = Ay senfif + )

x = Ay senia +4p)

o o R

Figura 13.14.

b) Losdos m.as. estdn en oposicién.

Cuando las fases de los m.a.s. que se superponen difieren en & se dice que estdn en
oposicién. De [13.16] se deduce que la amplitud de la vibracién resultante es:

A=A — Ay
yde [13.15] se obtiene la fase inicial de la vibracién resultante:

— Agsen @, — A sen g, i, .
A cos @, — A,cos @, L >

que coincide con la menor de las fases iniciales de las vibraciones que se super-
ponen,
La vibracién resultante es:

x=|A, — Aj|sen(wt + @)

En la Figura 13.15 se han representado las oscilaciones que se superponen y la
oscilacién resultante.
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P
a
4 I
1
Ay === m e, x= A, senfwt + @)
i .
A= |om /—- " = (4, — Ay sen(wr + p,)
_.‘- e
. : -~ ~
S ~
-~
(2] #” '
s " b,
T - 4
r11 ______“l:__._ - [
£ —\—'
4 x;= —A; senfent + ) .
£
2
Figura 13.15.

Si, en este caso, las dos vibraciones que se superponen tienen igual amplitud, la

vibracion resultante es nula,

¢) Losm.as que se superponen estdn en cuadratura.

Se dice que dos vibraciones armdnicas estdn en cuadratura cuando sus fases difie-

ren en /2, g2 = @, + n/2.

La Ecunacién [13.16], en este caso, nos da, para la amplitud el valor:

F=R+ £
y de la [13.15] obtenemos el valor de ¢:

tg @y +
mnqp:AIscnwﬁAzmsml: BT
Ajcos o, — Aysen g, 1_g¢li

A

haciendo:

podemos escribir:
tan @ = tan (@, + ¢)
resultando:

A
Vil TR R

La vibracién resultante es:

A
x= A+ A%sen(wr+ @, + arctg A—z)
1

Amplitud

Defasaje

Oscilacion

En la Figura 13.16 se han representado las oscilaciones que se superponen y la

oscialcién resultante.
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Figura 13.16.

Si, en este caso, es A, = A, = a, la amplitud del movimiento resultante es
A= aﬁ ¥ su fase inicial, ¢ = ¢, + /2, con lo cual lavibracidn resultante es:

n
xX= aﬁsen (caf+ @, + E)

Resolucién mediante exponenciales complejas

Utilizando exponenciales complejas, los m.as. que se van a sUperponer se expre-
san de la forma:

X, = A kOt ) = 4 ofes oot = K ghot
5= A, g P f P g = O
y Su suma es:
X=X + X = (4,67 + A,ePP) e = Ao = AcfPe/¥ = pehotH D)
en la que debemos tomar como solucién la parte imaginaria:

x = Asen(wf + @)

lo que demuestra que el movimiento resultante es arménico simple, de la misma
pulsacién @, y en la que Ay ¢ son el médulo y el argumento, respectivamente, del
complejo:

E=E1+;2‘=A1E"‘;J+AQ_EM

La amplitud de la oscilacién resultante se obtiene multiplicando A por su con-
jugado complejo A*:
Az = H* = {A]EJ@' + AEE““){AIE_JP‘ + Aze_hl) =
= B+ At A 4 o oo o

= A} + Al + 2A,Asc0s () — @2)

que coincide con la Expresién [13.16].
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La fase ¢ de la oscilacién resultante es el argumento del complejo:

JI e Al COS Py + AZODS L) +J{Al sen @y + Azscﬂ @2)
por tanto:

_ A] SN ¢y + AQ_WI‘I@Q_
Ajcosp, + Aycos @,

tan ¢
que coincide con la [13.15].
Composicion de dos movimientos arménicos

simples de igual direccién y diferente frecuencia.
Modulacién

Consideremos en primer lugar el caso més general, en el cual las amplitudes de los
dos movimientos arménicos simples son también diferentes.
Sean los desplazamientos provocados por éstos:

x, = Aisen(w i+ @) ; x=Asen(w,t+ @)

La diferencia de fase entre los dos movimientos arménicos que se superponen,
(3 — @)t + @ — @y, no es ahora constante. Para simplificar el célculo hagamos:

-0 =2 ; mto=20 ; @@ =2

y elijamos como origen de tiempos el instante en el cual se verifica ¢, + @, =0,
De todo ello resulta:

0=0+t0 ; ©,=0-0 ; $;=¢ ; ¢;=—9¢
con lo que podemos escribir;
x = Asen[(Q — w)t — @] = A;sen[Qf — (wt + @)]
X% = Asen[(Q + w)t + @] = A;sen[Q1 + (wf + @)]
y la composicién da:
x=x; + % = A sen Qtcos (wf+ @) — A, cos Qtsen{wt + @) +

+ A, senQtcos (wt + @) + A, cosQisen(wi+ @) =
= (A + A)senQficos (wt+ @) + (4 — A))cosQtsen(wt + @)
que haciendo:
(A, + A)cos(wt + @) = Acos ¢
(A, — A sen(wt + @) = Asen ¢

resulta:

x = Asen(Qt + ¢) [13.17] Oscilacién modulada en amplitud

siendo:

A, — A
tan ¢ = ﬁ tg (et + @) [13.18] Defasaje

A=A+ A+ 24A cos 2 (ot + @) [13.19] Amplitud modulada
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Oscilacién modulada en amplitud

El movimiento resultante es oscilatorio pero no armdnico simple, puesto que
@anto la amplitud como la fase inicial son funcién del tiempo. La amplitud varfa
entre A= A, + A, y A= |A, — Ay, que corresponden a los valores + 1 para el co-
seno en la Ecuacién [13.19], diciéndose que la oscilacién resultante estd modulada
en amplifud. En la Figura 13.17 se ha representado la oscilacién resultante en linea
continua, correspondiendo la linea de puntos a la representacién de la amplitud A.

La pulsacién de la oscilacién de la amplitud es 2w = w, — w,, v su frecuencia
serd la semidiferencia de las frecuencias de los movimientos que se superponen;

1
1’=£(1’2—V1)

Figura 13.17.

Los periodos de la amplitud y de la oscilacién resultante son, respectivamente:

P_E_Z_n_ 2r _i ) P_Zn_ A 1
o4 20 - vy "

_H_\tﬂz‘f‘(m_l’o

tanto mayor el primero cuanto menor sea la diferencia entre frecuencias.

Obtencién por exponenciales complejas

Utilizando exponenciales complejas, los m.a.s. que se van a superponer se repre-
sentan de la siguiente forma:

x, = A0l = 4 g-Nat+p) oLl
% = A/lOF N+l = A phwt+ )kt
y su suma da:
x=x +x= [Aie_ﬂ“’”@) g Aze.(m+qo)] ok
x= A = A/ = A/l ¢
x = A(f)sen [Qt + K1)]
siendo A(f) el médulo y ¢(1) el argumento del complejo:

A= (A + A)cos(wt+ @) + j(A, — A)sen (ot + @)
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cuyos valores son:
£ = KA = [Ae S0t 0 4 f,elot o] [4,ef0rt o) 4 A, g otte)] =
= Al + A2+ 2A,A, cos2(wt + @) =

= A2+ A2+ 24,A;cos2 ((ﬂp_ e F+ ﬁﬂz) Amplitud modulada
(A, — 4)) As — Ay Wy — 0y Defasaje
tan¢—{Al+A2Jts(mr+¢)—Al+A2lg 7 tte

gue coinciden con las expresiones [13.19 y 13.18], respectivamente. En el caso
particular de ser A, = A;, la Ecuaci6n [13.18] da:

A2 = 2421 + cos2(wt + @) = 243 -2cos2(wt + @)
A= 2A, cos(wt + @)

es decir, la amplitud varfa de forma arménica simple, siendo la amplitud de ésta
doble de la amplitud de los movimientos que se superponen; la pulsacién igual a
las semidiferencias de las pulsaciones, y la fase inicial igual a la semidiferencia de
las fases iniciales de los movimientos que se superponen. Para este caso particular,
de la Ecuaci6n [13.18] se deduce que es ¢ =0y, con todo ello, la Ecuacién
[13.17] del movimiento oscilatorio resultante se escribe:

x= 24, cos (wf + @) -senQt Pulsaciones
o bien;

t

2~ @y +§ﬂz—¢h .senahﬂau
2 2

w
=24 t
X IWS( b

En la Figura 13.18 se ha representado la oscilacién resultante en la lfnea continua,
correspondiendo la linea de puntos a la representacién de la amplitud A. Este caso
particular de modulacién se conoce con el nombre de pulsacionesy, en él, la am-
plitud se anula con un periodo P, mucho mayor que el de la oscilacién F:

4; 4
p=—" _>p=_""
Wy — @, + @,

-— -
-~ - - -~

AN .
/ \ P "
/
/ g b
4 \
< e 1,.:'(-\" \:{
/ N\ / LY 7 \
N 7/
S
b ¥

/7

~ //
Y oy

- -~

H'-..___."' o -~

Figura 13.18.
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Frecuencia modulada

En radiotelefonfa, una onda modulada en amplitud puede ser de la forma:
x= All + mcos(w! + )] senQt
en la que m es el llamado {ndice de modulacién. Esta onda puede escribirse de la
siguiente manera:
x= AsenQf + Bsen Qi cos(wt + @) =
=AsenQf + Bf2sen[(Q + w)t + @] + B/2sen[(Q — w)t — ¢]

Es decir, se trata de la superposicién de tres oscilaciones arménicas simples:
una con la frecuencia de la portadora y otras dos, igualmente separadas de aquélla,
con frecuencias angulares Q + w y Q2 — w.

Se dice que una vibracién es de frecuencia modulada cuando su frecuencia no
es constante, sino funcién periddica del tiempo. Una tal onda es de la forma:

x= Asen[(a+ bsenQNi + ¢]

Se demuestra que este tipo de ondas equivale a la superposicién de infinitas on-
das arménicas simples, lo que las hace menos sensibles a las perturbaciones que
las de amplitud modulada.

Composicién de dos movimientos arménicos
simples de direcciones perpendiculares

Higiendo convenientemente el origen de tiempos, la fase inicial del movimiento
sobre el eje de las equis puede anularse, siendo el desplazamiento en esta direc-
don;

x = Asenwt [13.20]

Considerando, en primer lugar, que los dos movimientos son de igual frecuen-
ca, el movimiento sobre el eje de las ies estd dado por la ecuacién:

y = Bsen (wf + @) [13.21]

siendo ¢ la diferencia de fase entre los dos movimientos.
La superposicién de ambos movimientos da, para la trayectoria, la ecuacién:

y=B§ms¢-+B f1 —pene
B 2 X
(y—;xmsqﬂ) =15°‘(1 —P)senzrp

B B
f+Ef—ZExymsqp=B“senzm [13.22

ecuacién que corresponde a una curva de segundo orden, cuya forma depende del
valor de . Es evidente que esta curva estd siempre dentro del rectdngulo x= + A4,
¥= 1B, que es donde estén definidas las Ecuaciones [13.20] y [13.21].

Si los movimientos estdn en fase, ¢ = 0; la Ecuacién [13.22] se reduce a:

_B
y_AX
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lo que nos muestra que el movimiento resultante se realiza sobre la diagonal PF,
diciéndose que estd polarizado linealmente.
Si las oscilaciones que se superponen tienen un desfase igual a z, la Ecuacién
[13.21] se reduce a:
B
F=g

y el movimiento se realiza sobre la diagonal SG), estando polarizado linealmente.
Si las oscilaciones que se superponen estdn en cuadratura, ¢ = 7/2, la Ecua-
cién [13.22] se transforma en:

f=;5“(1—£2) . j;_*i—ﬂ

A

que es la ecuacién de una elipse cuyos ejes principales coinciden con las direc-
ciones de los movimientos que se superponen. Para ver el sentido en el cual esta
elipse es recorrida, basta hallar 1a velocidad del movimiento, por ejemplo, sobre el
eje OY, lo que se hace asf:

¥ = Bsen (wr + g) = Beos ot

dy
e —Bosenwt = — " wx

para valores de x positivos la componente de la velocidad sobre el eje OY es nega-
tiva, lo que indica que el sentido en el que la elipse es recorrida es el del movi-
miento de las agujas del reloj. Esta misma elipse es la trayectoria en el caso de ser
¢ = 3n/2, pero ahora en sentido contrario. En ambos casos, se dice que el movi-
miento estd polarizado elfpticamente. Si los dos movimientos son de igual ampli-
tud, A = B, esta elipse se transforma en una circunferencia, diciéndose que el mo-
vimiento resultante estd polarizado circularmente. Para otros valores de ¢ aparecen
trayectorias elipticas, pero los ejes principales de estas elipses ya no coinciden con
las direcciones de los movimientos que se componen,

Consideremos ahora el caso en el cual las pulsaciones de las dos oscilaciones
que se superponen son distintas, siendo;

x= Asenw,t ; y= Bsen(wyt+ @) [13.23]

La trayectoria resultante, superposicién de ambas oscilaciones, depende de ¢ v
de la relacién @,/m,. Por tanto, hay una doble infinidad de trayectorias, denomina-
das figuras de Lissajous.

Si wfew, es un niimero racional:

o, n I, w

W, m 5y v
la curva es cerrada, ya que se repite con intervalos de tiempo 7= n T} = n T, (Fi-
gura 13,20). Por tanto, en el tiempo 7, el movimiento sobre el eje de las x hace
oscilaciones y el movimiento sobre el eje de las y, 1,. En consecuencia, la curva
tendrd 1, puntos de contacto con x= A y n; puntos de contacto con y = B.
Analicemos el siguiente caso concreto X = Asen wf, y= Bsen(2wt+ 7n/2). En
este caso es:

wy w 1 E_
222y T=F=2%
(015 2m 2 Ti ¥ ! 2

SN A
| B i
l p=n (=%
X gkl -
! 0 14
| i
g T o
Figura 13.19.
Figuras de Lissajous
=p. % = =7, Y:_ 4
Pt G el TR
=0, ®:_ T .
% @y Ha Wk L] 3
Figura 13.20.
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Esta curva tendrd 2 puntos de contacto con x= Ay 1 punto de contacto con y = B.
Para construir la curva se procede de la siguiente manera: se traza una circunferen-
da de radio A y una segunda circunferencia de radio B, dispuestas como se indica
en la Figura 13.21, En la primera, el origen para medir arcos estd en el punto A de
la vertical O, A y el mismo para la segunda es el punto B de la vertical 0,5, Se di-
vide la primera en un niimero doble de partes que la segunda, Se numeran los arcos
siguiendo las agujas del reloj, a partir de A, en la primera, y a partir de B, en la se-
gunda, v se unen los puntos correspondientes como se indica en la Figura 13.21.
Los puntos de interseccién pertenecen a la curva buscada.

o A
s =5
13/ 3
ol Y4
\ [ Jj
Il\ /ﬁ
]“\ac:-:wﬂ‘? = =
]
4
b il 5
\, 1/
Ig\i-—-}?
3
Figura 13.21.

m Oscilaciones libres amortiguadas

Las vibraciones de todo sistema real conllevan, inevitablemente, una disipacién de

energia. En consecuencia, la amplitud de las vibraciones libres no permanecerd

constante, sino que ird disminuyendo a medida que lo hace la energfa del sistema.

Las fuerzas disipativas en medios fluidos viscosos, como ya indicamos en el

Capitulo 8, son proporcionales a la velocidad y opuestas a ella, es decir, del tipo

f= — ov, denomindndose a la constante de proporcionalidad weficiente de amorti-

guamiento, Para fijar ideas nos vamos a referir al sistema oscilante de la Figu-

ra 13,22, en el cual, al ser la masa puntual, se desprecia el empuje de Arquimedes.

En la posicién de equilibrio estable se verifica k6 — mg = 0, siendo d ¢ alar-

gamiento del muelle en esa posicién, Para un desplazamiento x, a partir de la posi-

K(O +x) cdn de equilibrio, las fuerzas que actian sobre la particula se indican en el diagra-
i ma y la ecuacién de la Dinfimica se expresa:

= mi=mg—ct— kx+d) o mitct+hkx=0

e en la cual:

i k
Figura 1322.
= |— 13.24
w“ \/1; (1334

es la pulsacion de la oscilacién libre no amortiguada y t = 2m/c, el Hempo de rela-
Jacidén de la amplitud. En funci6n de los cuales se escribe:

ur B
x+;x+wﬁx={] [13.25]
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ecuacion diferencial de segundo orden, de coeficientes constantes y homogénea,
cuya solucién es del tipo:

x= A&
Las derivadas de ésta respecto al tiempo son:
k= Az y i= AP

Al llevar los valores de x, ¥y Xala [13.25] y dividir por Ae”, resulta:
2 2
Z+-—z+wi=0 [13.26]
T

que es la llamada ecuacidn caracteristica, cuyas rafces son:

1 1
Za=—LE a3 [13.27]

T

Segin la naturaleza de las raices se presentan tres posibles casos distintos de
movimiento:

Caso 1.°  Amortiguamiento critico,
Es el que aparece cuando es:

1
- = 13.28
S [13.28]

Al coeficiente de amortiguamiento se le llama, en este caso, de amortiguamien-

to critico y su valor se calcula a partir de [13.28]:
1c. k
e de donde: c.=2./mk [13.29]

En este caso, la raiz de [13.26] es doble y la solucién general de la Ecuacién
[13.25] es de la forma:

x=(A+ Bhe ¥r [13.30]

movimiento que no es oscilatorio y cuya representacion cormresponde a la de la Fi-
gura 13,23,

Las constantes A y B se determinan de acuerdo a dos condiciones particulares
del movimiento,

EJEMPLO 13.6

Una masa m estd sometida a una fuerza recuperadora, cuya constante de propor-
conalidad k es conocida, ¥ a un amortiguamiento critico. Sabiendo que en el ins-
fante inicial, {= 0, es abandonada en la posicién x = X, con velocidad vy = 0,
hallemos:

a) La ecuacién del movimiento,

b) La velocidad con que se mueve la masa m.

¢) Los miximos y minimos de la posicién x.

Ecuacién caracteristica

i

Figura 13.23.
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Solucién:

a) Por estar la masa somefida a un amortiguamiento crtico, la solucién de la
ecuacion diferencial de segundo orden que describe el movimiento es de la forma:

x=(A+ Bhe 7"
sendo A y B constantes, y t el tiempo de relajacion de la amplitud:
s 1_"” = m/ Jkm= %

e
c.=2./km
con lo que es:
¥x=(A+ j:'s'zj.s-_‘“f’mﬂ

Las constantes A y B se determinan a partir de las condiciones iniciales indi-
cadas en el enunciado. La primera condicién da: x, = A.

Derivando con respecto al tiempo la expresién de la posicién, se tiene la ex-
presién de la velocidad:

u=[3—\/£(,4+3g]e‘~/m

k k
U=B—\/%A=B—\/%Xn=ﬂ
k
B—\/;xa

La solucién en funcién de los datos del enunciado es:

x=xo(l + \/%r)e—ﬁ

b) Sustituyendo en la expresién de la velocidad, A y B por sus valores, se obtiene:

K —,.-'jl;fm
e
U A’.h

Para f = 0, resulta:

de donde:

¢) Los miximos y minimos de X estaréin en los puntos en que se anule la veloci-
dad, es decir, en t= 0y { = oo, Para ver cuél es el mdximo y cuél el m{nimo, ha-
llamos la segunda derivada de x

Para =0, es:
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Para { = oo, es:
k
dx L’'Hopital m
E=7m>0 = MfN[MD

Caso 2.° Amortiguamiento inferior al critico,
Se presenta cuando es:

m.,:-al [13.31]
T
o bien:
k 1lec
ﬁ}iﬁ
de donde:

< 2\/11_1S:= c,.

El coeficiente de amortiguamientos es, en este caso, inferior al critico.
Las raices de [13.26] son niimeros complejos conjugados. Para simplificar, ha-

gamos:

1 1
s b= L
4 4.y {uﬁ g
con ello, las rafces son:
Z,=—axfb
y la solucién general de la Ecuacidn [13.25], que es de la forma:
x= A" + A g™

se escribe:
x=Ae Tl + Ao Mo M = g A+ Ae M =
= ¢~ “TA,(cos bt + jsen bf) + Ay(cos bt — jsen bD)] =
= e *[(A; + A)cosbt + j(A — A)senbi]

en la cual A, y A, deben ser complejos conjugados, ya que el movimiento es real.
Haciendo:

{Al + Az) —_ ASCD L]
(A; — Ay)f = Acos ¢

férmulas en las cuales A y ¢ serdn ya nimeros reales, la solucién se escribe:
— at — it 2 1
x= Ae “sen (bt + @) = Ae ""sen wn—?ﬁ*qp [13.32]

que es un movimiento oscilatorio en el cual la amplitud decrece exponencialmente:
A= Ae T [13.33]

Oscilacidén amortiguada libre

Amplitud amortiguada
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Frecuencia angular

Tiempo de relajacién
de la amplitud

Aseng

y su pulsacién es:
w=_|op— = [13.34]

menor que la pulsacién de la oscilacidn libre sin amortiguar, w,; por el contrario,
el periodo serd mayor, es decir, las oscilaciones amortiguadas serin més lentas, y
tanto més cuanto menor sea T,

El flempo de relajacidn de cualquier variable es el tiempo que tarda en llegar a
valer l/e de su valor inicial, Podemos ahora ver que efectivamente, T es el tiempo
de relajacién de la amplitud, El valor de ésta en el instante inicial es A, veamos qué
valor debe tomar ¢ para que A valga A/e, ese tiempo serd el de relajacién de la am-
plitud:

Ae "= Ae ' dedonde fr1=1 y t=1
La oscilacién estd contenida entre las exponenciales:
x=t+Ae 7"
Los ceros de la funcién estin en los puntos:
wl+p=nm, wl=m-@p=—-@p,n1—@2n—0Q,..

Los méximos se encuentran en los puntos:

o

2

Figura 1324.

n n Sm
wt+qp=£+2m:, wt=(2n+ I,Q)n—qp=5—qp,?—qp,...

Los minimos estardn en los puntos:

3n 3 n Tn
wr+¢=?+2m,wr= 2ﬂ+£ :rc—rp=?—go,3—qo,

La ecuacién de la oscilacién se ha representado en la Figura 13.24,

Calculo de las constantes de integracion

Las constantes que aparecen en la ecuacién del movimiento deben determinarse
particularizando ésta para dos situaciones dadas. En general, suelen darse las con-
diciones iniciales del movimiento, es decir, la posicién x; y la velocidad vy, en el,
instante f = 0. En este caso, las constantes se calculan asi:

Para t= 0, la solucién [13.32] da x, = Aseng [1]
Derivando la solucién respecto al tiempo, se obtiene:
x= —ade "sen(bt + @) + bAe” *cos(bt+ @)
que, particularizada para f = 0, es:
v = —aAseng + bAcos ¢
y, teniendo en cuenta la [1], se expresa:

vp= —ax, + bAcosp
de donde:
v + axn
b

= Acos ¢ 2]
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Dividiendo [1] entre [2], se obtiene ¢:

bxy
ax + vy

Elevando al cuadrado la [1] vy la [2], y sumando, se obtiene A:

tan @ =

2
A2=‘%+w

Factor de calidad

Se define el factor de calidad () del sistema oscilante como el semiproducto del
tiempo de relajacidn de la amplitud por la pulsacién de la oscilacion Iibre no
amortiguada:

1

Q=Etw.;, [13.35]

que también puede expresarse de la forma:

_m f[k_1 Jk_1c¢
Q_c m e\m 2c

Por tanto, serd siempre mayor que 1/2, puesto que ¢ es inferior, en este caso, al
coeficiente de amortiguamiento critico,

La pulsacién de la oscilacién libre amortiguada puede expresarse en funcién
del factor de calidad:

f 1 / 1
= l——=—== 1—— 13.36
w = g tzm% L) 4@ [ 5]

y los periodos estardin relacionados mediante la expresién:

P=PF—/—

A

Decremento logaritmico

Se define el decremento logaritmico, d, de una oscilacién amortiguada, como el lo-
garitmo neperiano del cociente de dos amplifides separadas por un periodo;

A e n
d=ln——=1In =aP=" 13.37
Sy e~ AP T { .

El decremento logaritmico puede expresarse en funcién del factor de calidad del
sistema:

[13.38]

d= 2 _ 2n _ 2
t\/wﬁ—é JPR -1 Jag -1

un factor de calidad grande indica una disminuci6n lenta en la amplitud de la
oscilacién, y viceversa.
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Por otra parte, el coeficiente de amortiguamiento del sistema puede expresarse
en funcién del decremento logaritmico, pam ello elevemos al cuadrado la dltima

expresién:
4(}—1=§ 0 2@=7"m’ifﬂe=mat

que puede escribirse, teniendo en cuenta la [13.35]:

Va2 +d&E 2m [k 2. /km
d  cNm ¢

m c
=2d L 13.39
=l aZ+ & 1339

Se ha determinado experimentalmente el cociente entre la amplitud del pico duo-
décimo y el vigésimo, siendo este valor 54,6, Calculemos el decremento logarit-
mico y el factor de calidad del sistema,

de donde:

Solucién:

La razén de amplitudes es:
A g~ % P
A =5346= oAz t8P et

tomando logaritmos neperianos, 4 = 8aP v, con ello, el decremento logaritmico,
segiin [13.37], es:

d=aP=05
Conocido d, de la Expresién [13.38] podemos despejar el valor de ¢

Q=./4n" + 025

EJEMPLO 13.8

Una masa de 1 kg cuelga del extremo de un muelle ideal de constante eldstica
k= 100 N/m. Determinemos:

1.° El valor de la pulsacién de la oscilacién libre no amortiguada,

2.° El factor de calidad del sistema, sabiendo que después de 30 ciclos la ampli-
tud de la oscilacién se ha reducido a 1/e del valor inicial,

3.° El coeficiente de amortiguamiento.

Solucion:

1.° La pulsaci6n de la oscilacién libre sin amortiguar es:

k
wn=\/;=‘f10 = 10 rad/s
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2° La condici6n del enunciado es A(30P) = Ae '; utilizando la Expresion
[13.33] escribimos:

Ac™ 308 = pp~1
De donde:

60n 60n 60n

T\/w%_;\/fzwg—f\/@_l

0Frz=1 o 60mtw=1=

Que permite despejar:

1 2
Q=5+/36007" +1 = 9425
3% El factor de calidad se expresa:

Q—l w10
_thn_ c ¢

de donde;
10

20
= —=————" = 0,106 kg/s
¢  J/3600m2+1 gl

Caso 3 Amortiguamiento superior al critico,

Este caso se presenta cuando las dos raices de la Ecuacidn caracterfstica [13.27]
son reales, es decir:

1
T

o bien:
L k
EE}\g de donde: c>2./km=c,

es decir, el amortiguamiento es superior al critico.
La solucién general de la Ecuacién [13.25] es ahora de la forma:

X=A1€21r+1429ﬂr

Puesto que 7 y 2 son reales, la solucién es una exponencial real y el movimiento
no es oscilante, la forma dependeri del valor de las constantes A4, y A,, que deben
determinarse mediante dos condiciones particulares del movimiento. En cualquier
caso, el movimiento acaba anuldndose en el transcurso del tiempo (Figura 13.25).

m Oscilaciones forzadas con amortiguamiento

Un sistema oscilante se dice que estd forzado cuando sobre él actia constante-
mente una fuerza exterior periddica. Esta fuerza puede ser de diversos tipos, pero
dnicamente estudiaremos el caso muy importante en el cual la fuerza es senoidal:

F= Fysen Qt

Figura 13.25.
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Si, ademds, el sistema presenta amortiguamiento de tipo viscoso, existe una
fuerza recuperadora eldstica y, tomando como origen de espacios la posicién de

¥ equilibrio estable, la ecuacién del movimiento se escribe:
r o .
TS mx + cx + kx = FysenQt
ot ) obien:
A e
; ., Fy
mg X‘f‘;A""' W=Ewﬂﬂf [13.40]

que es una ecuacién diferencial de segundo orden, de coeficientes constantes y
Figura 12.26. completa y, aunque ha sido obtenida razonando dentro del campo de la Mecénica,
su Expresion [13.40] es vélida en cualquier campo de la Fisica, ya que los pardme-
tros que aparecen en ella, tiempo de relajacién y pulsacién de la oscilacién libre no
amortiguada, son independientes de la magnitud que define la oscilacién.

La solucién general serd la superposicién de la solucién general de la comes-
pondiente ecuacién homogénea y de una solucién particular de la completa. La so-
lucién general de la homogénea ya ha sido calculada, es la Ecuacién [13.32]. Bus-
quemos ahora una solucién particular de la completa y, para ello, ensayemos la
solucién:

x= X, 0D = x et = X, U
Las derivadas primera y segunda de ella son:
j.'=jﬂ‘?|)exlr Y 4!_'= _mXueJnr

Llevando a la ecuacién diferencial de la oscilacién los valores de x, ¥y X, re-

sulta;
5 20 2 . Fa
P+ j—+ o | K==
T m
de donde:
F, 20
% m R o - &=
T, . 2 nm 47
(O%—m'i‘jT m{w%—ﬂz)2+?
H complejo conjugado es:
20
5 wpg— P+ j—
X;==2 :

m 407
(wd — Q% + a

La amplitud de la solucién particular es el médulo del complejo X;, que se ob-
tiene de la forma:

1

X =% X" = [13.41]

a?
Jui-ar+
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La fase inicial o defasaje de ésta respecto a la fuerza periddica exterior es:
20

T

s T

[13.42] Defasaje en régimen permanente

La solucién particular de la completa es, por tanto:
x= Xysen(Qt + o) [13.43] Solucién en régimen permanente

estando X, v ¢ dados por las expresiones [13.41] y [13.42], respectivamente, En
consecuencia, la solucién general se expresa:

[ 1
x= AE_'?Tsen( o — 2 a {x) + Xysen(Qf + @) [13.44] Solucién general

La solucién de 1la homogénea desaparece con el tiempo, por lo que se denomi-
na transitoria. En el movimiento acaba imponiéndose la solucién particular de la
completa, por lo cual se la denomina permanente. El sistema oscilante acaba vi-
brando con la misma frecuencia de la fuerza exterior excitadora. La solucién gene-
ral se ha representado en la Figura 13.27,

X

Figura 13.27.

En funcién del factor de calidad @), es:

_F ! _ A ,
N EEIE ORI
@ Q* \ o @y &F \wo
1ra
tan @ = —Q—agf [13.46]

)
siendo:

R K
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Posicidn de los miximos

Valor del maximo

Estudio de X,/ A; como funcién de {}/w,

Vamos a estudiar la funcién X,/A, tomando como variable Q/w,, para los distintos
valores del factor de calidad ¢

X 1
L= [13.47]

* @16

1—(—| | += (=

@o & \@o
que es una familia de curvas de pardmetro ¢) y en la que es muy importante resal-
tar que la amplitud X depende de Q y que ha sido representada en la Figura 13.28.
El corte con el eje de ordenadas se obtiene haciendo Q/wy =0, lo cual da
X,/A, = 1, por tanto, éste es un punto fijo independiente del valor de @ y pasarén

por él todas las curvas de la familia.

El corte con el eje de abscisas se produce tinicamente en el punto del infinito

de su direccién positiva, pues cuando Ywy — o0, también X5/4, — 0,
Los médximos y minimos estarén en los puntos que verifiquen:

o) skl ()23
3 :

Evidentemente, Mey = 0 es uno de los puntos de méximo o minimo, y el valor
de este mAximo o minimo, segiin se ha visto, es la unidad. Los demss deben ve-

=0

rficar:
2(3)2 e
@q ¢
es decir:
ﬂ—““"= I—L-::l [13.48]
@q 2¢F

De esta ecuacién se deducen tres consecuencias:

a) Los méximos s6lo existirdn si la Expresién [13.48] tiene valores reales, es
decir, si es:

1
= —
0>
b) Los méximos se presentan siempre para valores de (d/m, menores que la
unidad.,
c) Al disminuir ¢ disminuye la abscisa del mdximo, Al aumentar ) aumenta la
abscisa del méximo, tendiendo a 1 al tender () a infinito,
H valor del méximo se obtiene llevando a la [13.47] el valor de la [13.48], re-
sultando:

XD rruix

4 L

[13.49]
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Figura 13.28.

Himinando ¢ entre las ecuaciones [13.48] y [13.49], se obtiene la funcién:

(e el

sobre la cual estdn situados todos los méximos, funcién que ha sido representada
por trazos discontinuos en la Figura 13.28, Su ecuacién se obtiene elevando al cua-
drado la [13.48], despejando de ella ¢:

"L

y llevando ese valor a la [13.49] previamente elevada al cuadrado, obteniéndose:

2 1

B —_— [13.50]

AoJmex | _ ( Q )
W ) méx

Conociendo el factor de calidad del sistema, podemos representar su respuesta

en funcién de la frecuencia de la fuerza excitadora, pues conocemos cuatro puntos
de la curva, que son:

X
O ; (L ; (00 vy (%%)

lo cual ha sido realizado en la Figura 13.29.

X

{t(r
Ay max

4y
o

| 3

: cu
€2 max 7

Wy

Figura 13.29.
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Resonancia

Cuando Yy — 1, Xp/Ay— @, v si @ es grande, también lo serd Xj, situacién que
se conoce con el nombre de resonancia. Hay que hacer notar que el fendmeno de
la resonancia del sistema exige como condicién necesaria que sea {) =, pero ello
no es condicién suficiente, pues hace falta, ademds, que &) sea muy grande. Puesto

que es:
Fy /jcm F, Im
XD_QAD_T ?_?\/;

la amplitud X, puede llegar a ser lo suficientemente grande para que el sistema se
deteriore, siempre que sea:
m 1
c<< [—=—
k

Altura de pico en la zona de resonancia

La altura del pico o méxima respuesta estd dada por la Ecuacién [13.49]. Por otra
parte, para Q/wy = 1, resulta Xp/4, = ¢ (Figura 13.30). Si tomamos el factor de
calidad como valor del méximo, cometemos el error absoluto:

y el error relativo:

1
T A L O

e @ " "

Por tanto, cuanto mayor sea §) menor serd el error cometido al tomar a ¢ como
valor del maximo y, cuando §)tiende a infinito, el error tiende a cero. Es decir, el
factor de calidad mide la altura del pico con mayor precisién cuanto mayor sea €I,

Figura 13.30.

Ancho de banda

Para medir el ancho de banda del pico en la zona de resonancia, se conviene en
cortar la curva de respuesta del sistema, Xy = X(€2), por la recta:

1 g
3"( - ]ﬁ(ﬂ o Cﬂu:l o A L1
\/E ° JE
Los valores de Q) mrrespondientes a los punms de corte son los que verifican:

Fo
m

1
U Jai- oy

Admitiendo que las soluciones son de la forma €}, , = @p + AQ (Figura 13.31),
0 Q, wy Q ©  rmrealizaremos las siguientes simplificaciones:

Figura 13.31. i — Q% = (wy + W(wp — Q) = 2wy + ADAQ = 20,AQ

T | i
¥ i I
1 ! I
I i [
[ 1 I
i | I
1 | i
lAQIAQ!
'
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¥
2 w2 4
Wy
—=— + AQ)=—
= Qz (g = ) QF
Con todo ello, resulta:
F
1 m F, 1 Ay,
N iade @ o, T =
\/4w§mﬂ+4?° \/4M12+? 4M12+§
o
ml + @ _ Eﬂﬁ—ﬁ
v ¢ @
de donde:
2
2AQ = ©o == £ Ancho de banda
¢ t© m

siendo 2AQ) el ancho de banda del pico en la zona de resonancia. La banda de fre-
cuencias de respuesta es:

1 1
wﬂ=(1—ﬁ)<ﬂ<%(l+ﬁ)

en consecuencia, el ancho de banda disminuye al aumentar el valor del factor de
calidad del sistema. El valor de éste nos indica la agudeza del pico de respuesta,
pues ademés de disminuir su anchura, también al aumentar ¢)aumenta el valor de
la altura del pico, segiin se ha expresado en la Ecuacién [13.49],

Estudio del defasaje en funcion de (/w,

En la Ecuacién [13.46] se observa que, para Q/w, = 0, tan ¢ = 0 y, por tanto,
¢ = 0, para cualquier valor de §). Asimismo, para /e, = 1, la tangente se hace
infinita y ¢ = n/2, para todo valor de ¢). Cuando:

Q
—— 00 tang—0 -7
¢ y ¢

Las curvas ¢((QYwy), para los distintos valores de §), se han representado en la
Figura 13,32, debiéndose hacer notar que los valores representados son los de re-
traso de la vibracién forzada respecto de la fuerza excitadora.

Potencia absorbida

La potencia instantinea absorbida por un sistema oscilante amortiguado, sometido
a una excitacién exterior, es el producto de la fuerza excitadora por la velocidad,
En nuestro caso: F'= FsenQfy v = X Qcos(Qf + ¢), la potencia instantdnea ab-
sorbida se expresa:

P= Fv = FyX; QsenQicos(Qf + ¢) =%F.:.Xoﬂ[scn{mr+ ¢) — sen ¢]
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Figura 13.33.

ra

o

Figura 13.32.

El célculo de la potencia media absorbida a lo largo de un periodo se hace de la
forma siguiente:

1 T 1 200 T 1
<B=}-J.D Pdf:iﬂ%ﬂ[mTw_rmnqb] = —Eﬁa%ﬂscnqb

0

H signo menos aparece por ser potencia consumida.
Sustituyendo X; por el valor dado por la [13.45] y poniendo sen ¢ en funci6n
de la tangente, cuyo valor estd dado por la [13.46], resulta:

0 2
Fgmo (“T)
M e
1= [— ] =
@ & \wo
En la Figura 13.33 se ha representado la potencia media absorbida en un perio-
do en funcién de Va,, para diferentes valores de @)

LB B ER-E Sismégrafo

Un sismdgrafo ha sido esquematizado en la Figura 13.34, su masa deslizante es
m, la constante eldstica del muelle es & y presenta un amortiguamiento viscoso de
coeficiente c. Si la estructura se somete a una oscilacién arménica y = y,sen{df
mespecto de un sistema de referencia inercial, veamos cudl es la ecuacién del mo-
vimiento de la masa m del sismdgrafo, respecto a un sistema de referencia ligado
a éste,

Sistema
inercial

¥
r Sistema vibrante w

Figura 13.34.
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Solucién:

Si a partir de la posicién de equilibrio, en la cual se supone al muelle en su estado
natural, la masa sufre un desplazamiento X, las fuerzas que actiian sobre ésta son
—kxy —ck, Por tanto, la ecuacién del movimiento es:

m%(y+xﬂ+x)=—hf—ci*

o bien:

mi+ ck+ ke = —my= +my, PsenQf
F+2i+ ddr=
wp X = YpLY senM
T

ecuacién completamente andloga a la [13.40], siendo:

£
m

<Y =
La solucién permanente seré:
x= Xysen (Qt + @)

en la que:
20

X = i y taw=+gz
P @p
(Cﬂn_ﬂ)?""?

Analicemos tres casos particularmente imporiantes:
1.° Sies Q2 muy pequefio frente a wy, la amplitud de la vibraci6n es:

oS
x, = FEE
@
y el defasaje:
tangp~0 = @e=~0
El desplazamiento ser4:

»o
X >~*"——senl)f
@

Puesto que la aceleracién de la fuerza excitadora es j = ,Q”sen Q, resulta
que el desplazamiento es proporcional a la aceleraci6n sufrida y el instrumento
puede emplearse como acelerémetro,

2% Sies (Q=w,, la amplitud de la oscilacién es:

1
Xn = Eynﬂ‘r
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y el defasaje:

g
?= 73

La solucion de la vibracion resulta

1
xX=— Eyaﬂtmsﬂr

Puesto que la velocidad del desplazamiento del soporte es:
7= Yo Q2cos Qt

resulta:
m
X= — = — —
= =i

El desplazamiento relativo de la masa es proporcional a la velocidad y el ins-
frumento es un medidor de velocidades.
3° Sies wp <<, la amplitud de la vibracién es:

X =)

y el defasaje ¢ =0,
El desplazamiento es:

X Josen{M = y

proporcional al desplazamiento de la estructura y el instrumento es un medidor
de desplazamientos.




Elasticidad

Cuerpos elasticos e inelasticos.
Limite de elasticidad

El sélido rigido que hemos venido considerando no tiene existencia real. Todo s6-
lido sobre el cual actiien fuerzas exteriores sufre una deformacién, que depende de
la naturaleza del sélido y de las fuerzas que sobre él actien,

En un s6lido no deformado su estructura molecular y atémica estd en equili-
brio, siendo constante el potencial de las fuerzas interatémicas por serlo la distan-
cia que separa los diferentes dtomos. Si sobre el sélido actian fuerzas exteriores
produciendo en €l una deformacidn, variara la distancia interatémica y, con ello, el
potencial interno, dando nacimiento a fuerzas intemas que denominaremos fierzas
eldsticas y que se oponen a la deformacidn, llegando a una nueva posicién de equi-
librio.

Si al suprimir las fuerzas exteriores el s6lido deformado recobra su forma pri-
mitiva se dice que se ha comportado como éldstico, pero si en él quedan deforma-
ciones permanentes o residuales, se dice que se ha comportado como ineldstico o
pldstico. No podemos hablar de cuerpos sino de comportamientos eldsticos o plis-
ticos, ya que la elasticidad no es propiedad intrinseca del cuerpo, pues depende de
las fuerzas que sobre €l actian. Lo que sf es important{simo indicar para cada cuer-
po es su limite elistico, es decir, el valor méiximo de las fuerzas exteriores que
puede soportar comportdndose como eldstico y sobrepasado el cual se producen en
el cuerpo deformaciones permanentes.

Una de las hipétesis de la teoria de la elasticidad establece que una parte cual-
quiera del sélido ejerce acciones, linicamente, sobre las partes contiguas a través
de las superficies de separacién, Esta hipitesis deja de ser vélida cuando la defor-
macién produce campos eléctricos 0 magnéticos macroscdpicos, como sucede en
los cuerpos piezo-eléctricos y magneto-eldsticos.

m Tipos de esfuerzo en el interior de un sélido

Consideremos un sélido 4 que estd deformado v en equilibrio bajo la accién de un
sistema de fuerzas exteriores. Fragmentemos idealmente este sélido mediante una

14.1. Cuerpos elasticos
e inelasticos.
Limite de elasticidad

14.2. Tipos de esfuerzo
en el interior de un soélido

14.3. Traccidon

14.4. Contraccién lateral.
Coeficiente de Poisson

14.5. Compresiéon uniforme.
Coeficiente
de compresibilidad

14.6. Flexion plana
14.7. Modulo de rigidez
14.8. Torsién

Limite elastico



Z26Z m Hsica general

Figura 14.1.

Figura 14.2.

superficie S (Figura 14.1). Ambos fragmentos seguirdn en equilibrio si en cada uno
de ellos consideramos, ademés de las fuerzas exteriores que sobre él actian, las
tensiones que a través de la superficie S ejercia el otro sobre él, todas las cuales
son las causantes de las deformaciones. En consecuencia, el sistema de tensiones y
el de fuerzas estén en equilibrio, ya que aquél produce las deformaciones a las que
éste se opone,

Consideremos el fragmento 4,, que estd en equilibrio bajo la accién de las
fuerzas exteriores F; y de las tensiones £ (Figura 14.2), verificindose las condicio-
nes de la Estitica:

E_lr,-+2t;=n y Ella(i‘,;urz_]nlu{t;):ﬂ
o bien:
R+r=0 vy M,+m,=0

siendo R y M}, 1a resultante y el momento resultante, en el centro O de la secci6n,
de las fuerzas exteriores situadas a la izquierda de esa seccién, y r y my, la resul-
tante y el momento resultante en O de las tensiones en la seccién, Por tanto, se
cumple que la resultante de las tensiones en una seccion es igual y opuesta a la
resultante de las fuerzas exteriores situadas a la izquierda de esa seccion:

r= R [14.1]

y el momento resultante en O de las tensiones que actian en la seccion, es igual y
apuesto al momento resultante de las fuerzas exteriores situadas a la izquierda de
la seccion respecto al mismo punto:

m, = —M, [14.2)

En consecuencia, conocido el sistema de fuerzas exteriores, queda determinado
el sistema de tensiones en cada seccién.

En funcién de las caracteristicas de éste, se definen los diferentes tipos de es-
fuerzo, pudiendo presentarse los siguientes casos:

r,=kn TRACCION
(r. %0, r, =0

r,= —kn COMPRESION
r#0,m=0 <r,,=0, r, #0 ESFUERZO CORTANTE O CIZALLADURA

7'n #0, r, #0 CASO COMPUESTO DE LOS ANTERIORES

(m, =0, m,#0 FLEXION
r=0,mrf_ﬂ <mng£0,m‘=[l TORSION

(M, #0, m,#0 CASO COMPUESTO DE LOS ANTERIORES

r#0, m # 0 EFUERZOS COMPUESTOS DE LOS ANTERIORES

r=0,m=0 NOHAY ESFUERZOS INTERNOS. EL SISTEMA DE FUERZAS EXTERIORES
ES NULO. NO HAY DEFORMACION

Si lamamos R’ y M’ a la resultante y al momento resultante en O de las fuer-
zas exteriores a la derecha de la seccidn considerada, el equilibrio del s6lido 4 da:

R+R=0 y My+M,=0
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y, por tanto [14.1] y [14.2] pueden escribirse respectivamente:
r=R y m=M,

que nos dicen que la resultante de las tensiones en la seccion S es igual a la resul-
tante de las fuerzas exteriores que actitan a la derecha de esa seccion, y que el
momento resultante en O de las tensiones en esa seccion es igual al momento re-
sultante en O de las fuerzas exteriores situadas a la derecha de la seccion,

m Traccién

Consideremos una varilla delgada de seccién §, homogénea y de longitud /. Si fija-
mos uno de sus extremos y, en el otro, hacemos actuar una fuerza de direccién el
eje de la varilla y sentido indicado en la Figura 14.3, cualquier seccién de la misma
normal a su eje estard sometida a traccién. En efecto, fragmentando la varilla por
una seccién normal a su eje longitudinal y teniendo en cuenta el equilibrio de la
parte en la que actida la fuerza exterior F, resulta ser:

f=-F=—Fn

En este caso, la deformacién que la fuerza F produce en la varilla es un alarga-
miento de la misma y, dentro de su limite eléstico, se verificard la ley de Hooke:

Al =kF

Se comprueba experimentalmente que este alargamiento es también directa-
mente proporcional a la longitud inicial de la varilla e inversamente proporcional a
su seccidn, pudiendo escribirse:

A= gt
r

Asimismo, utilizando diferentes materiales se comprueba que la constante &' es

caracteristica para cada material, denomindndose a su inversa mddiulo de elastici-
dad o modulo de Young del material considerado, resultando:

M—E 14,3
=Zs [14.3]

Por tanto, el médulo de elasticidad es la fuerza por unidad de seccién que hay
que aplicar a la varilla en la direccidn y sentido indicados, para producir en ella un
alargamiento igual a la longitud inicial de la misma. En el sistema internacional de
uniades se expresa en N/m",

La Ecuacién [14.3] se expresa, generalmente, de la forma:

Al 1F

! ES

siendo Alfl = e el alargamiento unitario o especifico y F/S = g, la tensidn a que
estd sometida la accién S, escribiéndose:

c=E-e [14.4]

Esta relacién es vilida dentro de la zona de comportamiento eldstico del ma-
terial, cuyo limite superior o, es el kmite eldstico y sobrepasado el cual los

I

Médulo de elasticidad

Alargamiento unitario
Tensi6n.

Limite eldstico

Figura 14.3.
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Limite de rotura

a

Limite de rotura G, [ ~-=--======c=m--mcco o mmmm o a e o Rotura

e ’

Limite eldstico 4 ‘
"

Figura 14.4.

alargamientos aumentan més de lo establecido por [14.4]. Existe una zona denomi-
nada de fluencia en la cual, para pequefios aumentos de la tensién, hay unos alar-
gamientos tan desproporcionados que da la sensacién de que el material fuera a
mmperse, lo que asi sucede en muchos materiales, pero no en otros, como los ace-
s, en los cuales aparece una reactivacién o recuperacién, y vuelven a soportar
aumento de tensién sin grandes alargamientos. Si aumentando la tensién llegamos
al valor o,, denominado /imite de rotura, el acero se romper4 indefectiblemente,
pero antes de hacerlo se seguird estirando aun cuando hayamos suprimido toda ac-
cién sobre él. La rotura se produce siempre que se rebase el limite de rotura, pero
no en el instante de rebasarlo,

Toda tensién ¢ comprendida entre el limite eldstico y el de rotura del material
producird en éste deformaciones permanentes, es decir, al suprimir la tensién, el
material se recupera siguiendo la linea P v no la PO, resultando el alargamiento
permanente OO,

5i una tensién inferior al limite eléstico actiia durante un tiempo muy grande,
no produce deformacién permanente, pero si da lugar al fenémeno llamado histe-
resis elastica, que consiste en que el material no recupera inmediatamente su for-
ma, sino al cabo de un cierto tiempo.

Fenémenos andlogos a los descritos suceden cuando la fuerza F tiene sentido
contrario al indicado en la Figura 14.3; en este caso, la varilla estard sometida a
compresién y las deformaciones serdn acortamientos, El médulo de elasticidad pa-
ra la traccién y para la compresién coincide en muchos materiales, pero en ofros
no. En la Tabla 14.1 se indican los valores del médulo de elasticidad y de las ten-
siones de rotura a traccién y a compresién para algunos materiales.

Tabla 14.1. Modulo de elasticidad y tensiones de rotura

Tungsteno
Cobre 110
Bronce 90

Plomo 15
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Una varilla de acero, de longitud 1,2 m y seccién de 150 cm?, est4 en posicién
vertical fija, por uno de sus extremos al techo y lleva colgado del ofro una masa
de 2 100 kg, Tomando como médulo de elasticidad del acero E = 2 x 10" N/m?,
calculemos:

1.° La tensién en la seccién transversal de la varilla,

2% El alargamiento que sufre la varilla.

Solucion:

1.° La tensi6n en la seccién es ¢ = F/S = 2100 x 9,8/150 = 137,2 N/cm?,
2° El alargamiento unitario es e=¢/E=137,2 % 10f/2 x 10'' = 6,86 x 10 *m,
H alargamiento total es Al=e:/=6,86% 10"%x1,2=8232x 10~ * m = 0,823 mm,

m Contraccion lateral. Coeficiente de Poisson

Se comprende intuitivamente, y puede comprobarse experimentalmente, que al
mismo tiempo que la varilla se alarga se estrecha, Una dimensién trasversal cual-
quiera, por ejemplo, el didmetro d si la varilla es cilindrica, sufrird un estrecha-
miento Ad; definese el coeficiente de Poisson n como la relacién entre el estrecha-
miento unitario y el alargamiento unitario:

[14.5]

siendo, por tanto, un coeficiente adimensional,
Teniendo en cuenta que la razén entre las dreas de dos superficies semejantes
es igual al cuadrado de la razén de semejanza, es:

§_d>_d+Ap (0 AdY L Ad
s & &P _(1+d)=l+d

y de aqui que sea;

AS Ad Al
S d !

H volumen antes de la deformacién es V' = §:1 y después de la misma:
V=58.1=(5+AS)I+ d)=8+IAS + SAI
y la variacién de volumen:
AV =1 —V=I]AS + SAl
pudiendo escribirse:
AV Al
!

§ i +
V

AS Al
S Sy
s 1

Al Al .
T=(1—2'?)T [14.6]
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Determinando experimentalmente las variaciones unitarias de volumen y longi-
tud, puede determinarse el coeficiente de Poisson. Los valores hallados para éste
tienen siempre valores inferiores a 0,5, lo que nos indica que el volumen aumenta
con la traccién pues, en [14.6], AV serd positivo siempre que sea n < 0,5,

Compresion uniforme.
Coeficiente de compresibilidad

Supongamos un cuerpo sometido a una presién uniformemente distribuida sobre su
superficie, lo que puede lograrse sumergiendo el cuerpo en un liquido, pues, segiin
veremos en hidrostética, la accién del liquido es una presién normal al elemento de
superficie sobre el que actiia; a su valor, aunque depende de la profundidad, lo su-
pondremos constante para cuerpos de pequefias dimensiones. El cuerpo, debido a
esta presién uniforme, disminuird su volumen conservando su forma, La variaci6n
unitaria de volumen por unidad de variacién de presién se denomina coeficiente de
compresibilidad.

AV
A — [14.7]
el signo negativo es debido a que un aumento de presion lleva siempre consigo una

disminucién de volumen. La inversa del coeficiente de compresibilidad se llama
modulo de compresibilidad:

. :
gy [14.8]
4

sus unidades son las de la presién y, en el 57, se expresa en Pa.

Supongamos que el cuerpo sumergido es un cubo homogéneo de arista /, las
fuerzas ejercidas por el liquido sobre cada par de caras opuestas produce una varia-
c6n unitaria de volumen dada por [16.6]; como en el cubo hay tres pares de caras
opuestas, la variacién unitaria total de volumen ser4 el triple, es decir:

AV Al
?—3{1_2?}07

Teniendo en cuenta [14.3]:

,M*’__ B i__ B &
v 3 EH)ES— 3(1 ZH)E

Hl signo menos se debe a que ahora Al es un acortamiento, Finalmente, teniendo
en cuenta la [14.8], se escribe:

E

T30 —2q)

[14.9]

expresién que relaciona el médulo de elasticidad con el médulo de compresibilidad
y el coeficiente de Poisson.
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m Flexion plana

Consideremos una viga con plano de simetria longitudinal, sometida a cargas nor-
males a su eje y contenidas en el plano de simetria. Para fijar ideas, supongamos,
una viga prismética regular situada horizontalmente sobre dos apoyos y sometida a
cargas verticales contenidas en el plano vertical de simetria de la viga.

Podemos considerar la viga como libre, teniendo en cuenta, ademés de las
fuerzas exteriores que sobre ella actian, las reacciones en los puntos de apoyo.
Las dos condiciones de equilibrio nos permiten determinar estas reacciones, di-
ciéndose que el problema es estiticamente determinado o isostético. Los tinicos
casos isostdticos posibles son los doblemente apoyados (Figura 14.5), y los em-
potrados por un extremo y libres por el otro, al que se denomina viga en voladizo
o ménsula (Figura 14.6), siendo en este caso las incégnitas la reaccién en el em-
potramiento Ry y el momento de empotramiento M,

Las vigas bajo la accién de las fuerzas exteriores se deforman segiin se indica
en las Figura 14.7. Suponiendo que las vigas estdn formadas por fibras paralelas a
su eje de simetria longitudinal, en el caso de las vigas doblemente apoyadas, las fi-
bras situadas por encima de €1 se acortan, estin sometidas a compresion, y las si-
tuadas por debajo se alargan, estdn sometidas a traccién; en el caso de la viga em-
potrada y en voladizo sucede lo contrario, las fibras superiores se alargan, estén
sometidas a traccidn, y las inferiores se acortan, estdn sometidas a compresién. En
todo caso, siempre existe una fibra cuya longitud no varfa, denomindndose a ésta
fibra neutra. Los alargamientos o acortamientos aumentan a medida que la fibra
estd més distante de la fibra neutra.

Figura 14.7.

Analicemos el estado de tensiones que aparecen por accién de las fuerzas exte-
riores. Consideremos, en primer lugar, la viga doblemente apoyada y sea S una
seccién normal al eje de la viga, Aislemos el fragmento de la viga situado a la iz-
quierda de esta seccién y hallemos el momento de las fuerzas exteriores respecto al
centro de la seccién S:

M=[E{x,——x)F,-+xR,-]k [14,10]

Este momento esté contenido en la seccifn y, por tanto, la viga estd sometida a fle-
xién, siendo el momento de las tensiones 0 momento flector m = —M. La resul-
tante de las tensiones de la seccién S es:

r=-R= (Rl —EF,-)]

por tanto, la seccién estd sometida a esfuerzo cortante.

[14.11]

Figura 14.5.

F.: &

Y IR
(

Figura 14.6.

Figura 14.8.
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Viga apoyada en sus extremos con carga
puntual

¥ Una viga uniforme de peso despreciable y longitud 3 m, est4 apoyada en sus dos
PJ 12002 extremos sobre columnas metilicas. La viga va cargada con un peso de 1200 kg,

Im X situado como se indica en la Figura 14.9, Calculemos:
L

o 1.° Las reacciones en los apoyos.
R, R, 2.° El esfuerzo cortante y el momento flector en cada una de las secciones de la
Figura 14.9. viga.
3% La representacién de los resultados anteriores.

Solucién:
1. Las condiciones de la Estdtica son:
EF=0 N n1+lz+r=ﬂ i R1+R2=1230X9,E=1176ON

y YM=0 , My=2ix(—11760§) +3ixR,j=0
de donde:
R,=7840N o R,=7840j

y, de la primera, se obtiene R, = 3920j.

2" Consideremos la seccién de abscisa x, y sean r y my, la resultante y el mo-
mento resultante, respectivamente, de las tensiones en ella, De acuerdo con [14.1]
y [14.2], es:

Parax < 2:
r=-—-R,=-3920§ y my=—(—xixRj) =3920xk

Para x> 2:
r= —3920§ + 11 760§ = 7 840j

m,=xRk—[—(x— Dix(—11760§] = (23 520 — 7 840x)k

3.° En la Figura 14.10 se ha representado los esfuerzos cortantes y los momen-
tos flectores para cada seccién de la viga.

B.71) | F

1920

Figura 14.10.
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Viga apoyada en sus extremos con carga
continua uniforme

Consideremos una viga homogénea de longitud 3 m, que lleva una carga unifor-
me de g = 5000 N/m, incluyendo su propio peso (Figura 14.11), Calculemos:

1.° Las reacciones en los apoyos.

2% El esfuerzo cortante y el momento flector en cada una de las secciones de la e
viga. R, _ R,

3. La representacién de los resultados anteriores. Figura 14.11.

Solucion:
1.° Lacarga total es @ = 5000 N/m:3 m = 15000 N, La ecuaci6n de la Esti-

fica es R, + R, =15000. La simefrfa de la carga permite establecer

2.° En una seccién de abscisa x, el esfuerzo cortante es:

r=—(R, — gxj) = —(7 500 — 5000x)j = 5000(x — 1,5)j
En una seccién de abscisa x el momento flector, es:

m= — [—xIxX R j+ (—x/2ix —gxj)] = 2500(3x — )k

3.° En la Figura 14.12 se ha representado los resultados anteriores:

7 500
m

5628 [~ emnseaay

o

o 1.5 3
7500

Figura 14.12.

Analicemos ahora la viga empotrada por un extremo y en voladizo. Fragmen- ¥ i
temos ésta mediante una seccién § normal al eje de la viga y consideremos Z 4 I *
el equilibrio del fragmento de la derecha, donde no est4 el empotramiento (Figu- 2 yal 2 y X
ra 14.13), Se verificars: . ;

l'=l!=E‘P:_=Eqp‘_ y m=M’=Z{xj—x)¢lk [14,12] y

Figura 14.13.

estando la seccién sometida a un momento flector m y un esfuerzo cortante r,
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1200 g
M
2m I m

Figura 14.14.

Viga empotrada en un extremo con carga
EJEMPLO 14.4 puntual

Consideremos una viga homogénea, empotrada por uno de sus extremos, con una
longitud de 3 m en voladizo y con una carga de 1 200 kg situada como se indica
en la Figura 14,14, Calculemos:

1. La reaccién y el momento en el empotramiento.

2° Fl esfuerzo cortante y el momento flector en una seccién cualquiera de la
viga.

3 La representacién de los resultados.

Solucidon:

1. El peso total, despreciando el de la propia viga, es:
P=—1200 x98f= —11760§
Las condiciones de la Estdtica dan:
YF=0 , R—-11760§j=0 , R=11760j

YM=0 , M+2ix(—11760))=0 , M=23520k

2.° Fl esfuerzo cortante en una seccién de abscisa x es:
Parax <2

r=—R=—11760j
Para x > 2:

r=-R+11760§=0

El momento flector en una seccién de abscisa x, es:
Parax < 2:
m= (2 — )i x (—11760f) = (11 760x — 23 520)k
Para x > 2:
m=10

3.° EnlaFigura 14.15 se ha representado los resultados

r m

2 3 X 2 3 X
e )

11 760

23 520

Figura 14.15.

Debemos hacer notar que el momento en el empotramiento es igual y opuesto
al momento flector de la seccién de la viga que coincide con el comienzo del em-
potramiento (x = 0).
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Viga empotrada en un extremo con carga
uniforme

Consideremos una viga homogénea, empotrada por uno de sus extremos y con
una longitud de 3 m en voladizo. La viga soporta una carga uniforme de
g = 5000 N/m, incluyendo su propio peso (Figura 14.16). Calculemos:

1.° La reaccién y el momento en el empotramiento,

2" El esfuerzo cortante y el momento flector en cada seccién de la viga.

3.° La representacién de los resultados anteriores. Figura 14.16.

Solucidn:

1.° El peso total es:
P=—g-lj=—5000.3j = —15000jN
Las condiciones de la Estatica dan:
YF=0 , R+P=0 , R=—P=15000§
yy M=0 ,H+%lxl’=0dedonde:l'l=225{]{]k
2.° El esfuerzo cortante en una seccién de abscisa x es:

r=—(R— gxj) = (gr — R)j = 5000(x — 3)j
El momento flector en una seccion cualquiera de abscisa x lo calculamos por
aplicacién de la [14.12]:

M= %(3 — i (—(3 — x)5 000 = —2500(3 — x)°k

3. Enla Figura 14.17 se ha representado los resultados

0 ~ o

15 000

22°500 =

Figura 14.17.
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Figura 14.18.

Figura 14.19.

m Médulo de rigidez

Consideremos un sélido en forma de cubo de arista /, una de cuyas caras supondre-
mos fija y en la cara opuesta, supondremos que actiia una fuerza F uniformemente
distribuida y contenida en ella. Si la cara fija es horizontal, cualquier seccién hori-
zontal del cubo estd sometida a esfuerzo cortante igual a F y la deformacién se
produce como si el cubo estuviese formado por ldminas horizontales que resbalan
unas sobre otras. La tensién que produce esta deformacién es F/S = 1, siendo S el
érea de una secci6n horizontal del cubo. Pues bien, entre esta tensién y la deforma-
dén ¢ existe la relacién:

t=G ¢ [14.13]

denomindndose al coeficiente G, mddido de elasticidad transversal o de rigidez,
expresién que es completamente andloga a la [14.4],

De las cuatro constantes eldsticas que hemos estudiado: E, médulo de elastici-
dad o de Young; x, médulo de compresibilidad; », coeficiente de Poisson; y G,
médulo de elasticidad transversal o de rigidez, solamente dos son independientes;
por tanto, existen dos relaciones que las ligan: una, ya ha sido deducida, la [14.9],
y otra, cuya deduccién cae fuera de nuestros objetivos, que es:

E=2G(1+n [14.14]
En la Tabla 14.2 indicamos los valores de G y x para algunos materiales,
Tabla 14.2. M¢ddulos de elasticidad transversal y de compresibilidad

Consideremos un sélido homogéneo con forma de cilindro circular recto de radio
R y longitud L, uno de cuyos extremos suponemos fijo y, actuando sobre el otro
extremo, suponemos un sistema de fuerzas cuyo momento M tiene la direcci6n del
¢je del cilindro (Figura 14,19),

Cualquier seccién normal al citado eje estd sometida a unas fuerzas eldsticas
cuyo momento es M, normal a ella y, por tanto, estd sometida a torsién, Cada una
de estas secciones rectas gira en su plano alrededor del eje del cilindro y sin defor-
marse, resbalando sobre la contigua; por tanto, aparecen esfuerzos cortantes produ-
cidos por la torsién. Una generatriz AB, debido a la deformaci6n, pasa a ocupar la
posicién AB', siendo el arco BB"

R
BB =Ri=¢L = =0

La Ecuacién [14,13] se escribe:

Tw =0

R
EB [14.15]
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La deformacién aumenta con la distancia al eje, igualmente sucederd con la
tensién que actida, siendo ésta, a una distancia r del eje:

5
t=G10 [14.16)

en la que para r = 0, es T = 0 y para r = R, obtenemos [14.15]. La fuerza que ac-
tiia a través de una corona circular de radios r y r + dr es:

df=1:2nrdr= = 0. 2nrdr = 2 2 dr
L R
El momento de esta fuerza respecto al eje del cilindro es:
dm = r-df =2 2 dr

y el momento total de las tensiones respecto al citado eje es:

R 4
T Tm TR
=an— | Pdr=—t— 14,17
oy J.._.. R 2 e
H factor 7R*/2 = I es el momento de inercia de la secci6n circular respecto al
eje del cilindro, supuesta la densidad unidad, pudiendo escribirse, puesto que el s6-
lido esti en equilibrio:

M=—=1 [14.18]

o, teniendo en cuenta [14.15]:
ER4

Gl
M—IH_GEE [14.19]

expresién que permite calcular G en funcién de M y #, o bien, conocido G, hallar
el valor de 0 para cada M.



274 w Hsica general

Durante el siglo xviiI la Fisica tenfa planteadas dos
cuestiones: la forma de la Tierra y su estructura inter-
na. La primera se trat6 de resolver midiendo el arco de
meridiano en diferentes lugares y la segunda determi-
nando la densidad media de la Tierra en diferentes si-
maciones. Uno de los primeros intentos de esclarecer
esta lltima cuestién se debe a Bourger que, utilizando
un péndulo, establecié la relacién entre la densidad
media de una montafia, en su caso el Chimborazo, y la
densidad media de la Tierra; ésta debfa ser unas cuatro
veces la densidad media de la montaiia,

El astrénomo y profesor de geologia en Cambridge,
John Michell (1724-1793), ide6 en 1750, la balanza de
torsién, capaz de detectar momentos de fuerzas extraor-
dinariamente pequeiios y disefi® una experiencia, en
1768, para determinar la densidad media terrestre, mi-
diendo la atraccién que se ejercen pegueiias masas.

En esencia la balanza de torsién estd formada por
dos pequefias masas m,, situadas en los extremos de
una barra de masa despreciable, la cual esti suspendi-
da, en posicién horizontal, mediante un hijo de médulo
de torsién conocido o previamente calculado. Al ejer-
cerse sobre las citadas masas sendas fuerzas iguales y
opuestas, aparece un momento M, que retuerce el hilo,
M = dF, siendo d la distancia entre las masas y F el
médulo de las fuerzas que actian sobre ellas, A esta
deformacién se opone el hilo con el momento de sus
fuerzas elsticas, M, que es proporcional al 4ngulo gi-
mdo, 0, M, = — k0. En el equilibrio se verificard

M+M,=0 o dF=kf
Con lo cual, conocidos k y d, y midiendo 6, puede de-
terminarse el valor de la fuerza F.

El propio Michell utiliz6 su balanza para determi-
nar las fuerzas que se ejercen los polos magnéticos de
los imanes y se considera que fue el primero en esta-
blecer que esa fuerza era inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia entre ellos, Este mismo tipo
de balanza, al parecer ideada de forma independiente,
aparece descrita en una memoria presentada por Cou-
lomb (1736-1806), en 1777, a la Academia de Cien-
cias de Paris y fue usada por éste para determinar las
acciones que se ejercen las particulas cargadas, esta-
bleciendo, en 1785, la ley que lleva su nombre.

A la muerte de Michell, sin haber podido realizar
las experiencias por €l disefiadas para determinar la

densidad media terrestre, la balanza llegé, no en muy
buenas condiciones, a manos de su amigo y compaie-
ro en la Royal Society, Henry Cavendish (1731-1810).
Este decidi6 construir una nueva y modificar el disefio
buscando mayor precisitn, para lo cual encerrd el dis-
positivo mévil en una vitrina que evitara las perturba-
cdones del aire, las diferencias de temperaturas y los
fenémenos de electrizacion, llegando incluso a deter-
minar el efecto de atraccién de la masa de la vitrina
sobre las esferas méviles, Para ejercer el par de fuerzas
exteriores colocd, frente a las masas de la balanza, dos
grandes masas, m,, las cuales podfan cambiar a posi-
cones simétricas, indicadas en la figura con lineas de
puntos, mediante una polea. Para la medida del dngulo
girado colocd un espejo, en un extremo de la barra
mévil y midi6 la desviacién del haz de luz incidente
sobre €1, En disefios posteriores el espejo se sitiia en el
centro de la barra mévil, Cavendish comenzd sus me-
diciones el 5 de agosto de 1797 y las concluyé el 30 de
mayo de 1798, realizando 29 determinaciones, que
aparecen en su trabajo On the metod of computing the
density of the earth. Como media de sus medidas se
cbtiene, para la densidad media de la Tierm, el valor
5448 glem?, pero por error Cavendish dio el valor
5,48. En ninglin momento aparece en sus trabajos refe-
rencias a la determinacion de la constante G de la gra-
vitacién universal,

La ley de la gravitacion universal establecida por
Newton, en 1665, no se vio completada con el cdlculo
de su constante de proporcionalidad hasta casi dos si-
glos después. Parece ser que la expresién completa
aparece por primera vez en 1873, en el trabajo Deter-
mination nouvelle de la constante de I'afiraction et de
la densité moyenne de la Terre, realizado por Cornu y
Baille y presentado a la Academia de Ciencias de Pa-
s, en el cual se indica: a partir de ahora la balanza
de torsion podrd realizar medidas absolutas.

De la expresion de la fuerza de atraccién gravita-
cional

se deduce g = GM/R?, y la densidad media de la Tie-
mra, p, se relaciona con la constante de la gravitacién
universal

M gR* 3gR? 3g

P= VTGV~ GanR® 4nGR
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y La iltima recomendacién de CODATA da para G el
- 3g valor
4zRp G =6,67259 X 10~ N-m? -kg 2
Con el valor de p dado por Cavendish se obtiene
G=66979 x 10~ N.m? .kg~? 2 I

La balanza de torsién fue muy mejorada por el
hingaro Lorand EGtvis (1848-1919), que utilizé ma-
sas de platino e hilo de platino-iridio, realizando en
1888 determinaciones de la gravedad de gran precisién J i
y disefiando un método dinimico para la determina- il
cdén de G, haciendo oscilar la balanza entre dos pa-
redes de plomo en dos direcciones perpendiculares:
una paralela a las paredes y otra perpendicular a ellas.
Eotvos v sus discipulos siguieron perfeccionando su

balanza v llegaron a poder establecer, en 1908, que la W g em,
diferencia entre la masa inerte y la gravitacional era . f o
inferior a 1/20 000 000, =

La iltima medida de G ha sido realizada en abril T =
de 2000 por el grupo EotWash, de la Universidad de HHC

Washington, habiendo obtenido el valor
G = 6,67390 x 10™'* N. m? kg?






Fluidos en equilibrio

m Nociones generales. Fluidos perfectos

Fluido es todo medio material continuo que en reposo sélo admite tensiones nor-
males. Debido a las propiedades comunes que poseen, bajo la denominacién de
fluidos se engloba las sustancias liquidas y gaseosas.

En las sustancias liquidas, las moléculas se mantienen unidas por fuerzas de
cohesién, formando agrupaciones que se mueven las unas respecto a las otras, lo
que las da el cardcter de fluidez. En consecuencia, no tienen forma propia y su es-
tructura les permite adaptarse a la forma del recipiente que las contiene. No obs-
tante, las fuerzas de cohesién son suficientemente grandes como para mantener
una separacion media constante entre las diferentes agrupaciones moleculares, lo
que hace que los liquidos tengan volumen propio. Por ofra parte, si mediante una
presién exterior tratamos de aproximar las moléculas entre si, aparecen en el
interior del liquido fuerzas enormemente grandes que se oponen a ello, de aqui que
la compresibilidad de los liquidos sea muy baja.

En las sustancias gaseosas las moléculas tienen entidad propia, estando anima-
das de un movimiento desordenado que las hace chocar entre sf y con las paredes
del recipiente que las contiene. Esta agitacion intemna las lleva a ocupar todo el es-
pacio de que dispongan, de aqui que los gases no tengan volumen ni forma pro-
pios, Los gases son ficilmente compresibles,

Diremos que un fluido es perfecto cuando, tanto en reposo como en movimien-
to, los esfuerzos interiores son linicamente presiones y éstas son perpendiculares al
elemento de superficie sobre el que actiian,

Los fluidos en los cuales, estando en movimiento, existen, entre dos cuales-
quiera de sus partes contiguas, esfuerzos tangenciales o cortantes, se denominan
fluidos viscosos.

Concepto de presion. Equilibrio de fluidos
en el campo de la gravedad

Por definicidn, el valor de la presién en un punto es el cociente entre el valor de la
fuerza elemental dF, que se ejerce sobre el elemento de superficie dS en ese punto,
y el valor de esta superficie:

P=
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Las dimensiones de la presién son ML 'T 2 y su unidad en el S.I. el N-m 2,
lamado pascal. En el sistema C.G.S. la unidad es la dina-cm ™, llamada bar. La
equivalencia entre ambas es 1 pascal = 10 bares. Frecuentemente, se usa el mili-

har, que equivale a 10 bares.
X Un fluido estari en reposo cuando lo esté cada uno de los elementos que lo
componen, Consideremos el equilibrio de un elemento de volumen db, suficiente-
mente pequefio como para que en todo €l se pueda considerar constante la densidad

0 y lo suficientemente grande como para que no sea necesario considerar su estructu-
k{ J f, ra molecular. Sea éste un paralelepipedo recto rectingulo de aristas d, dy, d,
g arientado como se indica en la Figura 15.1,
r. ' ;f.-' S Las fuerzas que actian sobre las caras verticales son, por simcu'fa,_ iguales y
-"*f" ' B opuestas dos a dos, anuldndose, La fuerza £ que actiia sobre la cara horizontal su-
I EO LS perior es:
a T,/"/ £, = pdsk
z o

siendo p la presién sobre la citada cara. La presién en la cara horizontal inferior es
Figura 15.1. p+ dpylafuerza £, = — (p + dp) dSk Ademss, debemos tener en cuenta el peso
propio del elemento de volumen:

pgdvk
siendo p la densidad del fluido.
La suma de estas fuerzas debe ser nula para que el equilibrio subsista, verifi-
cédndose:

pdS—(p+ dp)dS+ pgdo =0
y, puesto que es dv = dSdz, al dividir por dS, resulta:
dp = pgdz [15.1]

que es la ecuacidn fundamental de la Estitica de fluidos en el campo gravitatorio.

Para poder integrar esta ecuacidén es necesario conocer la densidad en funcién
de zo de p. En el caso de los liquidos, debido a su baja compresibilidad, p es pric-
ficamente constante y la integracidn da:

p=pgz+C [15.2]

Para el célculo de la constante de integracién, tomemos el origen de coordena-
das en la superficie libre del liquido vy, si la presién en esta es [, al particularizar
para ellas la Ecuacién [15.2], resulta C' = p,, con lo cual:

p=po+ pgz [15.3)

expresién que nos dice que Ja presion p en un punto de profindidad z es jgual a la
presion py que se eferce sobre la superficie libre del Iiquido mas el producto del
peso especifico por la profindidad. Por tanto, todos los puntos de igual profundi-
dad tienen igual presién, aumentando ésta linealmente con la profundidad. Los
puntos de igual presién pertenecen a planos horizontales.

Calculemos la presién a diferentes profundidades en el mar, tomando para el
agua del mar la densidad constante p = 1,03 x 10 kg/m* y para la presién at-
mosférica, py = 1,01 x 10° Pa,
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Solucidn:
La presién en funcién de la profundidad es:

P=1,01 x 10%+ 1,03 x 10> x 9,8 x z= (1,01 + 0,1012)10° Pa

Para z=2m, p, = 1,212 x 10° Pa = 1,2 atm,
Para z= 10 m, p,, = 2,02 X 10° Pa = 2 atm,
Para z= 20 m, py = 3,02 x 10° Pa = 3 atm,
Para z= 100 m, pygo = 11,11 % 10° Pa = 10,97 atm,

EEmPLO 1.2 | TP

H manémetro es un dispositivo para medir la presién de un gas en el interior de
un recipiente, para lo cual se conecta al recipiente un tubo en forma de Ulleno de
un liquido, que usualmente es mercurio (Figura 15.2).

Solucidn:
La presi6n del gas es la que existe en el punto A y es la misma que la existente en Figura 15.2.
e punto B del mismo plano horizontal:
Pc=Ps=po+pgh=101x10° + 136 x 10 x 9,8. h=
= (1,01 + 1,323%) x 10°Pa =1+ 1,308 hatm
De forma que la presién del gas estd medida por la diferencia de alturas h en-

tre las dos superficies libres del mercurio, debiendo coincidir el punto A con el
orificio del recipiente.

m Vasos comunicantes

Hemos visto cémo, en un liguido sometido (inicamente al campo gravitatorio, los
puntos de igual presién pertenecen a planos horizontales, De aquf que la superficie
libre, lugar de los puntos en los cuales la presién es la atmosférica, sea un plano
horizontal.

Asf, si la vasija que contiene el liquido estd formada por diferentes conductos
(Figura 15.3), la superficie libre del liquido estar4 formada por diferentes elemen- Figura 15.3.
tos, pero todos ellos deben pertenecer a un mismo plano horizontal, lo que consti-
tuye el principio de los vasos comunicantes.

Si dos vasos comunicantes contienen distintos liquidos no miscibles (Figu-
ra 15.4), dado que la presién en A y en B ha de ser la misma, deberd verificarse:

Z M 5
htpz=ptpg o =
1 P

lo que indica que Jas alturas alcanzadas en cada rama, medidas a partir de la su-
perficie de separacicn, son imersamente proporcionales a las densidades de los
respectiv s liquidos. Figura 15.4.
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Figura 15.5.

m Principio de Pascal

La Ecuacién [15,3] demuestra que si la presién en la superficie libre del liquido
varfa en una cierta cantidad, la presién en cualquier punto varia la misma cantidad,
lo que constituye el principio de Pascal, que puede enunciarse asf: la presidn efer-
dda en un punto de un Iliquido en equilibrio se transmite Integramente en todas
direcciones. Hemos conservado el nombre de principio por tradicién, pero en reali-
dad se trata de un teorema, cuya demostracion es la va indicada.

m Prensa hidraulica

Es una de las aplicaciones més inmediatas del principio de Pascal. En esencia estd
formada por dos cilindros intercomunicados, uno de ellos de seccién pequeiia 5 y
otro de mayor seccién S, llenos de un liquido. Sobre la superficie libre del liquido
existen sendos pistones, el conjunto estd en equilibrio (Figura 15.5). Si sobre el
pistén de menor seccién hacemos actuar una fuerza £ la presién en la superficie
del liquido en contacto con los pistones es:

2
5

p=

¥, por tanto, la fuerza sobre el pistén de mayor seccién es:

e
S S

luego la fuerza obtenida Fes igual al producto de la fuerza aplicada f por la rela-
don de las secciones S/s. Si la relacién entre las secciones es grande, con la aplica-
d6n de una fuerza pequeiia, f, obtendremos grandes fuerzas, F. De aqui que a la
relacién F} f= S/sse le denomine ganancia mecanica,

Es interesante ver que el trabajo realizado por las fuerzas aplicadas al pistén
menor es igual que el realizado por la fuerza que ejerce el pistén mayor. Si los des-
plazamientos son D'y d, respectivamente, el trabajo realizado por la fuerza aplica-
da al pistén menor es W} = fDy el realizado por la ejercida por el pistén mayor,
W, = Fd Debido a la pricticamente incompresibilidad del liquido, generalmente
un aceite, el volumen permanece constante y, por ello, debe ser sD) = S5d teniendo
en cuenta la expresién de la ganancia mecdnica fD = Fd = W, ambos trabajos son
iguales.

Fuerzas sobre superficies planas sumergidas.
Centro de presiones

Sobre cada elemento diferencial de superficie, dA, situado a una profundidad z,
actiia normalmente y dirigido contra él una fuerza dF que es:

dF = —pdA= —(p, + pg2) dA [15.4]

La fuerza total sobre la superficie es:

F=J—[po+pgmdi
A
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Si la superficie es plana, se puede escribir:

F= —p.,A—ngsz
¥ puesto que es:
Az = szA
resulta:
F=—pA—pAzc=—(po + pEOA = —pA [15.5]

lo que nos indica que /2 filerza efercida por un liquido, sobre una superficie plana
en él sumergida, es igual a la que ejercerfa sobre una superficie plana de igual
drea, sifuada paralelamente a la superficie libre del liquido a la profundidad a que
estd el centro de masas de la primera supuesta homogeénea,

H sistema de vectores [15.4], cuya direccién es normal a la superficie en el
punto de actuacin y sentido contra ella, por ser la superficie plana, constituye un
sistema de vectores paralelos que serd equivalente a su resultante aplicada en el
centro del sistema, el cual se denomina centro de presiones y verificara todo lo es-
tablecido para el centro de sistemas de vectores paralelos,

m Muro de contencién de liquidos

Calculemos para un muro de contencién de liquidos, el empuje total que el ligui-
do ejerce sobre el muro y su punto de aplicacién o centro de presiones (Figu-
m 15.7).

Solucidn:
La presién debida al liquido es:
P=pgz
y la fuerza sobre un elemento de superficie de muro es:
dF = —pgzdAi

Tomando como elemento de drea un rectingulo de base la longitud / del muro
yla altura dz la fuerza total del liquido sobre el muro es:

)]
|
—IJ pgdzd= - pglifi
0

cuyo médulo, puede comprobarse ficilmente, es igual al drea del diagrama de
presiones. El célculo también puede realizarse aplicando [15.5].

El centro de presiones, de acuerdo con la definicién de centro de sistemas de
vectores paralelos, verificard:

b
1
Fiz,= Lz-pgsz=png; Z‘Z&=§pgih3

de lo que resulta que el centro de presiones esté situado a una profundidad de dos
tercios con respecto a la total:

2
&‘p=§h

___________

CE

Figura 15.6.
[ X
2
i = h
F
Z
Figura 15.7.
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o

Figura 15.8.

m Principio de Arquimedes

H principio de Arquimedes establece que fodo cuerpo sumergido en un fluido ex-
perimenta un empuje vertical y hacia arriba igual al peso del fluido que desaloja.
Por tradicién, hemos conservado el nombre de principio, pero realmente se trata de
un teorema demostrable a partir de los principios fundamentales de la Mecédnica.
En efecto, consideremos un fluido en equilibrio y aislemos mediante una superficie
cerrada imaginaria una porci6n de él. Esta seguird en equilibrio si consideramos,
ademés de su propio peso, las acciones (presiones) que el resto del fluido ejerce so-
bre la superficie que lo limita (Figura 15.8). Por tanto, la resultante de las presio-
nes sobre la superficie imaginaria que limita 1a porcién considerada, E, es igual y
opuesta al peso del fluido encerrado, P. Si, un cuerpo sélido, cuya forma es igual a
la de la superficie imaginaria considerada, lo sumergimos en la misma posicién de
ésta, las presiones que sobre la superficie del s6lido ejerce el fluido son las mismas
que ejercia sobre la superficie imaginaria y, por tanto, su resultante es igual al peso
del fluido desalojado, pero dirigida hacia arriba,

Del principio de Arquimedes se deduce que, en fluidos homogéneos en densi-
dad, el empuje es el mismo cualquiera que sea la paosicién del cuerpo sumergido,
puesto que siempre es igual al peso del fluido desalojado.

H rey Hieron de Siracusa plante6 a Arquimedes la posibilidad de saber si la co-
ona que le habfa fabricado un orfebre era realmente de oro,

Solucion:

La masa de la corona resulté ser de 12,4 kg v, al ser sumergida en agua, su masa
se redujo a 11,3 kg, debido, obviamente, al empuje ascendente recibido del agua,
debiendo verificarse el principio de Arquimedes:

124 g= 11,3 g+ pgV
de donde se obtiene el volumen de la corona:
V=(124-113)-103m*=1,1.-10"*m?
y con ello, la densidad del material que la compone, 12,4 = p_V/
Pm= 11,27 x 10° kg/m>

La corona resulté no ser de oro, cuya densidad es de 19,3 x 10° kg/m” o,
al menos, no ser toda ella de oro. Al parecer el orfebre fue ejecutado, pero
Arquimedes pudo publicar sus trabajos en su famoso tratado Sobre los cuerpos
flotantes,

EJEMPLO 15.5

Una balsa de forma cuadrada, de dimensiones [ d y altura A, tiene una masa
de 250 kg. Analicemos cuéntas personas de masa 75 kg pueden subirse a ella
sin que se hunda, si suponemos el mar en calma y la densidad de su agua
p=1,03 x 10° kg/m®, Hallar la aplicacién a /=120 m, d=0,80 m y h=0,60 m,
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Solucidn:
Si la parte sumergida tiene una profundidad Z la condicién de equilibrio es:
@250 + 175)g = ldzpg
de donde:
n=(l.d-zp— 250)/75
Para los datos del enunciado es:
n= (206 I.d.z— 50)/15

oomo méaximo, puede ser n < (206 /- d- h — 50)/15.

Para los valores de la aplicacién es n< (206 x 1,2 x 0,8 x 0,6 — 50)/
15 < 4,58, Por tanto, sélo pueden subirse sin que la barca se hunda 4 personas
como las indicadas, suponiendo que la barca se mantiene siempre horizontal.

m Equilibrio de los cuerpos sumergidos

Sumerjamos un cuerpo homogéneo, de volumen V'y densidad p, en un fluido de
densidad p,. Debido a la homogeneidad del cuerpo sumergido, coinciden el c.d.g.
de éste, G, y el del fluido desalojado, C, que se denomina centro de empuje o de
carena, coincidiendo las lineas de accién del peso del cuerpo y del empuje, que se-
rd la vertical que pasa por G = C. El médulo del peso es:

P=pgV
y el del empuje:

E=pgV
pudiendo presentarse tres casos:

1.° Sip> py, P> Eyel cuerpo cae al fondo,

2,°. Si p = po, P= Eyel cuerpo queda dentro del fluido en equilibrio indife-
rente (Figura 15.10).

Si el cuerpo sumergido es menos compresible que el fluido, la posicién de
equilibrio serd estable pues, al apartarlo de ella, por ejemplo, hacia abajo, aumenta
su densidad al disminuir su volumen, pero aumenta mds la densidad del fluido
aumentando £’y volviendo el cuerpo hacia la posicién de equilibrio. Andlogamente
sucede cuando el desplazamiento a partir de la posicién de equilibrio se realiza ha-
cia arriba,

Si el cuerpo sumergido es més compresible que el liquido, su posicién de equi-
librio es inestable, puesto que si le sacamos de ella, por ejemplo, hacia abajo, I/
disminuye y p aumenta mds que po, disminuyendo £ frente a Py cayendo al fon-
do. Por el contrario, si lo desplazamos de su posicién de equilibrio hacia amriba,
aumenta y p disminuye méds que po, aumentando E'frente a Py subiendo el cuerpo
a la superficie.

3.° Sip < pg, P < Eyel cuerpo flotard (Figura 15,11) dejando sumergido un
volumen V}, que verificara:

pgi=P ; V= v

2=

o
g

. =

B - =] ==

Figura 15.9.

Figura 15.10.

Figura 15.11.

™y
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Equilibrio estable

Equilibrio inestable

Figura 15.12.

i

Figura 15.13.

Si el cuerpo sumergido no es homogéneo, el centro de gravedad y el de empuje
no coinciden (Figura 15.12), La posicién de equilibrio serd aquélla en la cual am-
bos centros estén en la misma vertical. Al sacar el cuerpo de su posicién de equili-
brio, aparece un par de fuerzas que tratard de volverlo a su posicién de equilibrio si
el centro de empuje estd por encima del de gravedad (equilibrio estable) vy que tra-
tard de volcarlo en caso contrario (equilibrio inestable).

AR Hidrémetro

Un hidrémetro estd formado por un tubo recto de seccién constante, cuyo didme-
tro llamaremos d. En su parte inferior lleva una masa m y se usa para la determi-
nacién de densidades de liquidos en funcién de la longitud de fubo que se intro-
duce en éste cuando flota.

1.° Para calibrarlo se introduce en agua destilada, p, = 10° kg/m®. ;A qué pro-
fundidad llegara?

2. Hallar la relacién entre la densidad del liquido y la longitud de hidrémetro
sumergida.

3° Aplicacién al caso: d= 1,6 cm, m= 50 g.

Solucion:

1.° El peso del hidrémetro es neutralizado, en la posicién de equilibrio, por el
empuje que recibe del agua:

1
mg="Yopog , m=adzp , z=4mndpo

2.° Al introducirlo en otro liquido de densidad p, el equilibrio hidrostético es:
m=pyVp = pV

Puesto que la seccién es constante, debe ser poz = pz= 4m/nd".

La longitud introducida es inversamente proporcional a la densidad del liqui-
do, vy ésta queda determinada en funcién de aquélla y la constante del hidrémetro
C=dm/nd, p = (z.
3° Aplicacién: z, = 4mind’po=4 % 50 x 10 */x x 1,6* x 10 *.10% =
= 248,68 mm,

La relacién entre densidad y longitud sumergida es p = 248,68/2, en la que z
debe expresarse en metros y p se obtiene en kg/m®,

m Equilibrio de los cuerpos flotantes

La condicién de equilibrio estable, que hemos visto para los cuerpos sumergidos,
no es condicién necesaria para la estabilidad de los cuerpos flotantes, es decir, pue-
de existir equilibrio estable en un cuerpo flotante aun cuando su centro de grave-
dad esté situado por encima de su centro de empuje. Supongamos que esto sucede
y saquemos el cuerpo de su posicién de equilibrio, el centro de empuje variard de
posicidn al variar la forma de la parte sumergida, pero no variari el empuje, que
siempre ha de ser igual y opuesto al peso, lo que lleva consigo que el volumen de-
salojado siempre sea el mismo, En definitiva, aparece un par de fuerzas que se
opone a que el cuerpo se aparte de su primitiva posicién de equilibrio, si el punto
de corte M, llamado metacentro, de la linea de accién de E con el eje del cuer-
po estd por encima de G, el equilibrio es estable. Pero este mismo par de fuerzas
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tratard de volcarlo, si M estd por debajo de G, equilibrio inestable. El equilibrio es
indiferente cuando M cincide con G. La distancia del metacentro M al centro de
gravedad G, d, se denomina distancia metacéntrica.

En el caso de equilibrio estable, la inercia del cuerpo y el par que se opone a su
movimiento hacen que se produzca una oscilacién alrededor de la posicién de
equilibrio estable. La ecuacién de este movimiento se obtiene por aplicacién del
teorema del momento cinético.

El momento de las fuerzas exteriores es:

M;=GCXxE=GH XE = dsenai x (—mgk) = mgdsenaj
siendo mg el peso del cuerpo y para pequeiias oscilaciones:
M, = mgds}

que resulta ser proporcional a la distancia metacéntrica, siendo, por tanto, mayor la
estabilidad cuanto mayor sea ésta,
El momento cinético es:
d
== —Joj=—I—
Ecuacién en la cual /es el momento de inercia respecto al eje longitudinal que pa-
sa por (, y sélo si es principal de inercia o paralelo a uno principal de inercia es
rigurosamente cierta la expresién de L.
H teorema del momento cinético se escribe:

o
IE+mgdx—U

que es la ecuacién de un movimiento arménico simple de pulsacién:

_ mgd , e ot L
o= I y periodo: P=2gn mgd

Luego, para un mayor periodo de oscilacién, debe aumentarse / y disminuirse d.

m Atmosfera. Presion atmosférica

La atmésfera es la envoltura gaseosa que rodea la Tierra y se mantiene unida a ésta
por la atraccién gravitacional. Su composicién quimica se conserva précticamente
homogénea hasta alturas de unos 80 km, debido al constante movimiento que pro-
vocan en el aire los gradientes térmicos y la rotacién de la Tierra alrededor de su
eje. Para el aire seco y puro, su composicién media en tantos por ciento en volu-
men es:

Elemento Volmnen %
Nitrégeno 78,084
Oxigeno 20,9476
Argén 0,934
Cco, 0,0314
Nedn 0,001818
Helio 0,000524
Metano 0,0002
50, 0,0001
Hidrégeno 0,00005

Kripton, Xenén, Ozono 0,0002

Distancia metacéntrica
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Atmésfera fisica

Atmdsfera técnica

A partir de los 80 km los gases se encuentran estratificados, encontrindose el
nitrégeno entre los 80 y los 100 km, el oxigeno, de 100 a 130 km, el helio, de 130
a 150 km y, por encima, el hidrégeno, hasta unos 200 km,

La atmésfera contiene, ademds, vapor de agua en cantidad variable, desde un
0,1 % en el aire frio y seco, hasta un 4 % en el aire caliente y hiimedo, disminuyen-
do en cualquier caso con la altitud.

El contenido de CO, también es variable estacionalmente, disminuyendo en la
primavera y el verano debido a la actividad fotosintética de las plantas verdes, para
aumentar en invierno, Pero esta oscilacién se superpone a una tendencia creciente
debida a la actividad del hombre, que ha provocado un aumento constante de su
contenido atmosférico durante el dltimo siglo.

La atmésfera es fundamental para que pueda darse la vida sobre la Tierra y sin
ella no seria posible, no solamente porque nos facilita oxigeno para la respiracion y
CO,, para la funcién clorofilica, sino también por ser un sistema protector frente a
meteoritos vy a la radiacién solar,

La presién que la atmdsfera ejerce sobre la superficie terrestre se denomina
presidn atmosférica y su determinacién puede hacerse mediante un bar6metro,
cuya configuracién més sencilla es un tubo de seccién constante, cerrado por uno
de sus extremos, en el que se ha colocado un liquido, generalmente mercurio. Se
tapari el extremo abierto y, una vez introducido en una cubeta con el mismo liqui-
do, se destapar4. El liquido descenderd por el tubo, dejando un vacio en la parte su-
perior y alcanzando una altura sobre su nivel en la cubeta, de forma que equilibre
la presién atmosférica, Esta experiencia fue realizada por primera vez por Torrice-
lli (1608-1647), La presién atmosférica, que se ejerce sobre la superficie del liqui-
do en la cubeta, es igual a la que existe en el punto B de la base del liquido en el
tubo, verificindose:

Fy=pgh

Por tanto, conociendo la densidad del liquido utilizado a la temperatura que se rea-
liza 1a medida, la aceleracién de la gravedad en el lugar de la determinaci6n, y mi-
diendo A, podemos calcular el valor de la presién atmosférica. A nivel del mar la
altura h es, aproximadamente, de 76 ¢m, La Conferencia Internacional de Pesas y
Medidas, en 1972, definié la atmdsfera normal o atmdsfera fisica como la presién
que sobre su base ejerce una columna de mercurio, de 76 cm de altura v densidad
p = 13,5951 g/cm’, bajo una aceleracién de la gravedad g, = 980,665 cm/s”. Su
valor en pascales es:

1 atmésfera fisica = 0,76 g-13,35951 x 10° =
= 1,033 . g- 10* pascales = 1,013 x 10° pascales

En la prictica, se utiliza frecuentemente como unidad de presién la atmdsfera
tcnica, que es igual a la presién de un kp/cm?; su equivalencia en pascales es:

1 atmésfera técnica = 1 kp/em® = ghjfem® = g- 10* pascales
¥, en consecuencia;
1 atmésfera fisica = 1,033 atmdsferas técnicas

A la presi6n ejercida sobre su base por una columna de mercurio de 1 mm de
altura, de las caracterfsticas y en las condiciones antes citadas, se denomina forr
(en honor a Torricelli) o simplemente milimetro de mercurio (mmHg). Puesto que
760 mmHg son 1,013 % 10° Pa, serd 1 mmHg = 133,29 Pa. En el apéndice se ha
incluido una tabla de conversién entre las diferentes unidades para medir presiones.
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Variacion de la presion atmosférica con la altitud

Debido a la compresibilidad de los gases, la densidad atmosférica serd variable con
la presién y, por tanto, con la altitud, Para la integracién de la Ecuacién [15.1] no
podemos ahora suponer la densidad constante, y admitiremos que ésta y la presién
son directamente proporcionales:
P —
P o

|9

siendo F, la presién a nivel del mar (z = 0) y p,, la densidad del aire a esa presién.
Con ello, 1a [15.1] se escribe:

en la que hemos incluido el signo menos porque la presién disminuye con la altura.
La férmula anterior puede escribirse de la forma:

dP Po
e L <
P- RS
cuya integracién es inmediata:
e
InP= P, gZz+ C
Puesto que para z= 0, P = F, la constante de integracién es C = In F, y, con ello:
P Po B :
PR s Py .
In B B y P=DPFe [15.6]

Para p, = 1,28 kg/m®, g=9,8 ms™? y P, = 1,013. 10° Pa es:
P=1013 x 105~ 124 x 107" p, [15.7]

Calculemos:

1.° Laaltura a la que hay que ascender para que la presién se reduzca a la mitad
de la correspondiente a nivel del mar,

2 El valor de la presién en la cima del Everest,
Solucién:

1.° Aplicando la [15.7]:

l = g 124-107%,

y tomando neperianos: —In2 = —1,24.10*z,, de donde, z, = 5590 m.
2.° Para la altura del Everest, z= 8 848 m, la [15.7] da:

P=1,013-10°e 12+ 1978348 — 1 013 x e 97152=0,338. 10° Pa =0,338 atm
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Naci6 en el afio 287 a.C. en Siracusa (Sicilia), que en
aquella época pertenecia a Grecia. Parece ser que per-
tenecié a una familia de alta clase social, hijo del
astrénomo Phidias y amigo, e incluso posiblemente
familiar, del Rey Hieron II, lo que hizo posible que
llevara a cabo sus estudios en Alejandrfa, donde coin-
cidi6 con Eratdstenes.

Fue el mejor matemitico y fisico de su época, v
su ingente obra sigue teniendo plena vigencia en la
actualidad. Plutarco le atribuye una inteligencia so-
brehumana.

Obtuvo aproximaciones del nimero #, inscribiendo
y circunscribiendo poligonos regulares en circunferen-
das, llegando a poligonos regulares de 96 lados y a la
acotacién de m: 310/71 < m < 31/7. Sus célculos de
freas de figuras planas y de longitudes de arcos pue-
den considerarse precursores del cdlculo infinitesimal
de Newton y Leibniz. Introdujo la idea de centro de
gravedad y calculé su posicién pama diversos cuerpos.
Demostré gran cantidad de teoremas de geometria;
aquf, inicamente citaremos dos: el volumen de una es-
fera es 2/3 del volumen del cilindro circunscrito, lo
que constituyo su teorema preferido, v el volumen de
un cono, el de una semiesfera y el de un cilindro, fo-
dbs de 1a misma altura, estdn en la relacion 1:2:3.

Se le considera autor de méds de cuarenta inventos
mecénicos, Ided, entre otras méquinas, la catapulta, la
polea compuesta, la meda dentada, el tomillo de Ar-
quimedes o fornillo sinfin y 1a palanca, atribuyéndose-
le la célebre frase: «Dadme un punto de apoyo y mo-
veré la Tierra»,

Enuncié su famoso principio de Arquimedes, como
msultado de sus trabajos para determinar, por encargo
del rey Hieron II de Siracusa, si la corona de éste era o
no de oro, y cuando se le ocurrié la idea, parece ser
que profiri6 el famoso grito eureka que, en griego sig-
nifica «lo encontré».

Entre sus obras se encuentran: Sobre la esfera y el
dlindro; Sobre los conos y las esferas; Sobre 1a medi-
da de un circulo; Sobre las espirales, donde establece
la ecuaci6n de su famosa espiral; Sobre el equilibrio de
los planos, donde establece la ley de la palanca y los
c.d.g. de varios cuerpos; Sobre la cuadratura de la pa-
rabola, Sobre los cuerpos flotantes, en el cual establece
su famoso principio y Sobre el método de las tearemas
mecdnicos, conocido simplemente por £ Méfodo, que
es la obra més estudiada de Arquimedes y que en mejor
estado ha llegado a nosotros. Su manuscrito original fue
vendido en subasta y adquirido por un coleccionista
americano por 2,2 millones de délares.

Lamentablemente, en la conquista de Alejandria
por los drabes ardi6é su famosa biblioteca y se perdid
gran parte de la obra de Arquimedes. La parte que no
sucumbi6 al fuego fue traducida al latin en la Edad
Media v su influencia en el desarrollo cientifico de la
humanidad ha sido enorme, baste decir que Galileo ci-
ta a Arquimedes unas cien veces y se refiere a él con
expresiones como div fnissimus Arquimedes o superhu-
manus Arguimedes.

Puso todos sus conocimientos al servicio de la de-
fensa de Siracusa frente a las legiones romanas manda-
das por Marcelo y logré mantener la cindad durante
tres afios, Las tropas invasoras le sorprendieron en el
patio de su casa resolviendo propiedades de circulos
que habfa pintado en el suelo. Aunque parece ser que
Marcelo ordend que se le apresara vivo, Arquimedes
recibid a estas tropas con la famosa frase: «No toquéis
mis circulos», negdndose a ser apresado, por lo que un
soldado lo maté, Marcelo mand6 construir una tumba
para Arquimedes sobre la que grabé los simbolos de su
teorema preferido, una esfera inscrita en un cilindro, lo
que posibilité su descubrimiento por Cicer6n en el afio
75 a.C. Arquimedes murié en su misma ciudad natal el
ano 212 a.C,
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Las moléculas ejercen unas sobre otras fuerzas que reciben el nombre de fuerzas
intermoleculares. Las atracciones gravitatorias entre moléculas son despreciables
frente a las acciones de origen eléctrico, siendo estas acciones distintas segin la
naturaleza de las moléculas en cuanto a la distribucién de cargas dentro de ellas.
Una molécula en la cual el centro de accién de sus cargas eléctricas positivas no
coincide con el de sus cargas negativas se dice que es polar. Por el confraro, si
ambos centros de accién coinciden, la molécula se dice no polar o apolar.

Dos moléculas polares préximas se ejercen entre si fuerzas que son resultantes
de las ejercidas entre las cargas positivas y negativas de una con las de la otra. Si
las dos moléculas son apolares, las fuerzas que se ejercen tienen su origen en las
fluctuaciones de las posiciones de las cargas dentro de ellas, que originan dipolos
instantdneos. Finalmente, en el caso de ser una molécula polar y la otra no polar,
debido al campo eléctrico creado por la primera, se polariza la segunda e interac-
tmari de forma aniloga a como lo hacen dos moléculas polares,

Las fuerzas intermoleculares que se ejercen entre dos moléculas préximas en F
funcién de la distancia que las separa, son de la forma indicada en la Figura 16.1. \
Para r > ro es F{r) < 0 y las moléculas se atraen explic4dndose asf la cohesi6n de
sélidos y liquidos, siendo la magnitud de estas fuerzas proporcional a 1/7 y deno- o
mindndose a estas fuerzas de Van der Waals. Cuando r es grande, la fuerza de 9 \/—'
atraccién es pricticamente nula, como sucede en los gases a baja presi6n. Para
r = I, la fuerza intermolecular se anula y para r < n, las fuerzas son repulsivas,
F{r) > 0, lo que permite a sélidos y liquidos soportar elevadas presiones. Figura 16.1.

En los s6lidos, la distancia media de separacion entre sus moléculas es r = 1,

Para el entorno de esta posicién la curva F' = F(r) puede sustituirse por una recta,
lo que nos indica que las fuerzas que aparecen cuando se modifica la posicién re-
lativa intermolecular son proporcionales a los desplazamientos relativos (ley de
Hooke).

A las fuerzas de afraccién entre moléculas de un mismo cuerpo se les denomi-
na filerzas de cohesidn y, a las fuerzas de atraccién entre moléculas de cuerpos dis-
tintos, filerzas de adherencia,
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Las moléculas tienen un cierto radio de accién, y se puede admitir que las fuer-
zas de cohesion son despreciables para distancias superiores a éL

RPN Tensi6n superficial

La separacion intermolecular en los liquidos es menor que el radio de accién de
sus moléculas, lo que da lugar a la existencia de fuerzas de cohesion, Una molécu-
la A, situada en el interior de la masa liquida (Figura 16.2), se encontrard sometida
a fuerzas atractivas por parte de las moléculas contenidas en la esfera de centro A y
radio el de accién molecular. Todas estas fuerzas, por razén de simetria, se anula-
rin y la molécula quedari en equilibrio.

Si las moléculas estdn situadas a una distancia de la superficie libre del liquido
inferior al radio de accién molecular, hay un casquete de su esfera de accién que
queda fuera del liquido vy, en consecuencia, la accién de las moléculas de liquido
situadas en el casquete simétrico del anterior no estd equilibrada, resultando que
estas moléculas son atrafdas hacia el interior de la masa liquida. Para aumentar la
superficie libre del liquido, llevando a ella moléculas del interior, es necesario rea-
lizar un trabajo aumentando la energfa del sistema. El aumento de energfa del sis-
tema serd proporcional al nimero de moléculas llevadas a la superficie del mismo,
es decir, al aumento de esta superficie,

Por tanto, la superficie libre del liguido posee una cierta energia potencial pro-
porcional a su drea, y dado que los sistemas tienden a ocupar el estado de minima
energia potencial, el liquido adoptard una forma tal que la superficie sea minima,
Esto puede comprobarse introduciendo un arillo de alambre en una solucién jabo-
nosa, al sacarlo se habrd formado una pelicula de soluci6n jabonosa limitada por el
arillo. Si sobre ella se coloca un hilo que forme una curva cerrada cualquiera, al
eliminar la solucién jabonosa del interior del hilo, éste adopta forma circular debi-
do a que la membrana jabonosa debe presentar superficie minima (Figura 16.3).

Fsta sencilla experiencia pone también de manifiesto que, sobre cada elemento,
del hilo, la membrana ejerce una fuerza normal a él; a esta fuerza por unidad de
longitud y de superficie de membrana se le denomina fensidn superficial, Su ecua-
dén de dimensiones serd MT 2 y su unidad, en el S.I,es el N.m™",

La medida de la tensién superficial puede realizarse de la siguiente manera: un
bastidor ABCD lleva mévil sin rozamiento, el lateral B C'; se sumerge en una solu-
cén jabonosa y se elimina la pelicula de jabén de la parte AB C D, quedando iini-
camente pelicula de jab6én en BBCC, que tratard de llevar el lateral 5 C sobre BC,
gjerciendo sobre él la fuerza:

F=2q]

en la que o es la tensi6n superficial, /la longitud BC, y el factor 2 se debe a que la
pelicula tiene dos superficies activas. Si sujetamos el lateral BC con un hilo que
pase por una miniiscula polea sin rozamiento y del cual cuelgue un platillo, colo-
cando pesas en éste, podremos equilibrar a la fuerza F' y conseguir que el lateral
B C quede en equilibrio. El peso del platillo mis el de las pesas colocadas en él
deberd ser igual a F, quedando asf determinada o:

{?=Ef [16.1]

Si damos al lateral B'C un desplazamiento elemental dx, la fuerza F realizari
el trabajo:

dW=2eldx= ¢ dA
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siendo dA = 2/dx la variacién de la superficie libre en el citado desplazamiento.
Esto nos permite expresar la fension superficial de la forma:

_dw

7 [16.2]

a

Es decir, /a tensidn superficial es la energia necesaria para variar la superficie
libre del liquido en la unidad de superficie. Por tanto, su unidad podr§ también ser
el T.m™2

Tabla 16.1. Tensién superficial de algunas sustancias a 20 °C

La tension superficial disminuye de forma continua al ir aumentando la tempera-
tura, lo que se explica por la disminucién de la cohesién al aumentar la temperatura.

EJEMPLO 16.1

Un insecto apoya cuatro de sus patas sobre la superficie del agua, de forma que
reparte su peso igualmente entre ellas, Admitiendo que el extremo de apoyo de la
pata es esférico, de radio £ = 0,5 mm (Figura 16.5), calculemos:

1.° El peso méiximo del insecto para que no se hunda,

2% La deformacién de la superficie del agua si el peso del insecto es de 0,6 gra-
mos,

Solucion:

1.° Siel peso del insecto es p, cada pata debe soportar p/4. La fuerza de susten-
tacién debe estar suministrada por la tensién superficial del agua, verificindose:

£= 2nrgcos 0 = 2nRe cos’ 6

H valor méximo del peso es para cos@ = 1, 1o que da:
Prix = BnRo = 8710,5 x 107°0,072=0905 x 10 kg =0905 g
2" La deformacién de la superficie del agua es:
h=R— Rsenfl

El valor de 0 se obtiene de la primera expresi6n:

. . A% 10~ = 0,5758236
0s0= | 8nRs ~ \/Bz05 x 1020072 !

de donde 6 = 0,9571852 rad., con lo cual, h= 0,091 mm,

Figura 16.5.
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m Membranas liquidas

Supongamos que una membrana liquida soporta una diferencia de presién Ap entre
sus caras, Consideremos, en un entorno del punto P de ella, el elemento de superfi-
cie d4 = ds, - ds, (Figura 16.6). Para que el equilibrio subsista, debemos considerar
las fuerzas que la membrana ejercia sobre este elemento y que estdn indicadas en
la Figura 16.6; también se indican en éstas los radios de curvatura principales de la
superficie en el punto P, K, y R, correspondientes a las curvas de interseccién de
la superficie con sendos planos normales a ella y entre sf,
La ecuacién de equilibrio sobre la normal es:

Apds, ds, = 2(26 ds, sen dx + 20 ds; sen dff)

como son:
sende=cy y sendf=dp
y ademds:
ds, ds
dx:— =
2w Y dp 2R,
es:
d:
Apdﬁd&=2¢rdﬁi+2¢rdsz%
de donde:

A 2(1+1)
=2g|—+—
P kB

En Geometrfa diferencial se define la curvatura media de una superficie en un
punto P mediante la expresién:

- + - [16.3]
TUSE R ®

mesultando:

Ap = dgy [16.4]
Ecuacién conocida con el nombre de ecuacidn de Laplace que, en el caso de una
superficie liquida, es:

Ap = 20y [16.5]
ya que éstas presentan una sola cara activa,

Un caso particular importante son las burbujas, que podemos considerar como
membranas esféricas; se verifica:

1
R=R=F y y=3

lo que da:

Ap=— [16.6]
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En consecuencia, /a diferencia de presidn que puede soportar una burbija entre su
Interior y su exterior es directamente proporcional a la tension superficial de la
sustancia que la forma e inversamente proporcional a su radio.

Una gota de agua adoptard forma esférica si sobre ella no actdan fuerzas exte-
riores, lo que exige que su masa sea pequefia para poder despreciar las fuerzas gra-
vitacionales, En este caso, es la superficie exterior la que debe soportar la diferen-
cia de presiones entre su interior y el exterior y, en consecuencia, esta diferencia es:

2
Ap= ff [16.7]

EJEMPLO 16.2

Una gota de mercurio a la presién atmosférica normal y temperatura de 20°C tie-
ne un didmetro de 4 mm, calculemos la presién que existe en su interior,

Solucién:
La Expresién [16.7] nos da la diferencia de presién entre el interior de la gota y

el exterior, cuyo valor es:

Ap=2 440 Pa

X —— =
2x 1077
La presidn en el interior es:

p=po+ Ap=1013 x 10° + 440 = 1,0174 x 10° Pa

m Contacto liquido-sélido

Consideremos una molécula perteneciente a la linea de interseccién de la superfi-
cie libre de un liquido con una pared sélida. Sobre ella, las demfs moléculas del
liquido situadas a una distancia menor al radio de accién, ejercerdn una fuerza K,
fiterza de cohesidn, y las moléculas del sélido, la fuerza K, fiierza de adhesion.
Esta, por razén de simetrfa, si la pared es suficientemente amplia, ser4 normal a di-
cha pared v aplicard contra ella la molécula. La fuerza de cohesi6n estard conteni-
da en el plano bisector del dngulo formado por la pared y el plano tangente a la su-
perficie del liquido en su linea de encuentro con aquélla (4ngulo de contacto) y
dirigida hacia el interior del liquido, La superficie del liquido en el punto ocupado
por la molécula considerada debe ser normal a la resultante de estas dos fuerzas,
R = F, + F pues, de lo contrario, existirfa una componente tangencial y, dado
que los fluidos en equilibrio no pueden soportar esfuerzos tangenciales, éste no es-
tarfa en equilibrio. Hallemos la expresién analitica de la resultante R en un caso
general como el indicado en la Figura 16.7:

R= (chﬂl'l g - FA)I— FC"DDS g‘l

Figura 16.7.
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Pueden suceder dos casos, £, > 00 R, < 0 (Figura 16.8). En el primero, la re-
sultante queda comprendida en el espacio ocupado por el liquido; y la superficie de
é&te, para ser normal a ella, adoptard forma convexa, diciéndose que el liquido no
moja el s6lido y debiendo verificarse:

Fcsen g >F, esdecir: Fc> F,

Figura 16.8.

En el segundo, la resultante queda en el espacio exterior al liquido; y la superficie
de éste, para ser normal a ella, adoptard forma céncava, diciéndose que el liquido
moja el sélido y debiendo verificarse:

Fsen g < Fy

lo que siempre sucederd si es Fy > F.

Ascension y depresion en tubos capilares.
Ley de Jurin

P P Si un tubo abierto y de pequefio didmetro se introduce por uno de sus extremos en
un liguido que moja al material de que estd hecho el mbo, el liquido asciende por
éste, debido a la fuerza ejercida por la tensién superficial ¢ (Figura 16.9). Si el ra-
= dio del capilar es ry el dngulo de contacto 0, la fuerza ascensional vale 2nro cos 0.
" La fuerza que se opone a la ascensién es el peso de la columna liquida conteni-
da en el interior del wbo, cuyo valor es nr*hpg, siendo p la densidad del liquido y

\ / hla altura de la columna en el interior del capilar.
El liquido quedard en equilibrio cuando se igualen la fuerza ascensional y el

peso de la columna en el interior del capilar:

Figura 16.9.
2nracos 0 = nr'phg
- 20 cos !

pEr

lo que nos indica que Ja alfura de ascensidn en un tubo capilar cilindrico es imer-
samente proporcional al radio del tubo (ley de Jurin).
\ :;1 B / Si introducimos el tubo capilar abierto en un liquido que no moja al material

[16.8]

que forma el tubo, lo que se produce es un descenso del liquido en el interior del
mismo (Figura 16,10), El célculo de este descenso puede hacerse de forma andloga
a como se ha hecho para el caso anterior, sin embargo, consideramos interesante
Figura 16.10. realizarlo como aplicacién de la ecuacién de Laplace.

RS
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La superficie libre del liquido en el interior del tubo capilar adopta una cierta
forma que se denomina menisco. Por la parte exterior actia sobre el menisco la
presién atmosférica p,, mientras que por la parte interior actiia la presién hidrosté-
tica py + pgh, siendo su diferencia Ap = pgh. Considerando el menisco como una
superficie esférica de radio R, la ecuacién de Laplace, en este caso, es:

h_ﬁ_cr_iamsﬂ
Pg_R_ r

de donde:
_20cosf

pEr

h

que es idéntica a la [16.8].

Ascension y depresion de liquidos entre laminas
planas paralelas muy préximas

Si sumergimos en un liquido dos ldminas paralelas separadas entre si una distancia
d muy pequefia, el liquido ascenderd o descenderi dentro de ellas, segiin que moje
o no a las sustancias de que estdn hechas (Figura 16.12). Sea /1 la cota alcanzada
por el liquido en el espacio entre 14minas, el peso del liquido desplazado entre las
liminas por unidad de longitud de éstas es pghd

La fuerza proporcionada por la tensién superficial y que equilibra este peso es
2¢ cos @, Igualando ambas, resulta:

pgdh = 2g cos
2gcos @
h= 16,9
o [16.9]

lo que demuestra que el desnivel del liquido es la mitad del que se produciria en un
tubo cuyo didmetro fuese igunal a la separacién entre ldminas.

m Estudio de la superficie libre

R

AN

Byt pgh "
R

Figura 16.11.

Consideremos un punto del menisco que forma un liquido al ascender por un tubo
capilar y sea z su cota sobre el plano de referencia, en el cual la presién es p, (Fi-
gura 16.13), En el punto M, por la parte exterior del liquido, actida la presién at-
mosférica po, y por el interior, la presién hidrostética ps — pgz Sies 7 la curvatura
media en el punto M, la ecuacién de Laplace se escribe:

i . d
ﬁﬁ_PA"‘PEZ—"(E"'E)

1 1
P32=F(E+E)+PA—&

Consideremos el caso de ascensién capilar por una pared plana vertical (Figur-
ta 16.14). La superficie libre del lf{quido serd una superficie cilindrica y una de las
curvaturas 1/F, se anulard, Teniendo esto en cuenta y tomando como plano z=0a
la superficie libre del liquido, la ecuacién de Laplace es:

a

PE=7 [16.10]

M

Fa

Figura 16.12.

5

Figura 16.13.

Figura 16.14.
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Figura 16.15.

siendo K el radio de curvatura de la seccién recta de la superficie por un plano ver-
tical. Designando o al 4ngulo que forma la tangente en M con el eje de las x, la de-
finicién de radio de curvatura permite escribir:

siendo ds el elemento de arco de la seccién recta de la superficie en M. Con ello,
[16.10] se escribe:

_, &
gz &
y, como es dz= dssena, resulta:

pgzdz= asen o dy

que integrada, teniendo en cuenta que para z= O es o = 0, da:
2¢
Z="—(1—cosq) [16.11]
PE

Si el dngulo de contacto es 0 y la flecha del menisco A, particularizando la expre-
sién anterior para un punto en contacto con la pared, oblenemos:

E-1=2—“(1—mnﬁj [16.12]
PE

que permite, midiendo dos cualesquiera de las tres variables £, ¢ y 0, calcular el
valor de la tercera.

Las mismas ecuaciones son aplicables al estudio de la superficie de una gran
gota pesada o de una burbuja de gas aprisionada en el interior de un liguido, sien-
do, linicamente necesario que en el punto de tangencia horizontal presenten una
zona plana y que pueda despreciarse la curvatura de las secciones horizontales.

m Estalagmémetros. Ley de Tate

Debido a la tensién superficial, un liquido que fluye a través de un tubo capilar lo
hace en forma de gotas. Cada una de éstas se desprende, en tubos verticales, cuan-
do su peso supera las fuerzas debidas a la tensién superficial que actian en el es-
trechamiento £, en el momento del desprendimiento (Figura 16.15). El equilibrio
en el instante anterior al desprendimiento verifica:

p=2nne
Ahora bien, el radio r; es proporcional al radio r del tubo, 1 = Kir, pudiendo
escribirse:
p= 2nkiro = ko

que constituye la expresién analitica de la ley de Tate: el peso de la gota que cae
es proporcional al radio del cuentagotas y a la tensién superficial del liquido.

Si hacemos fluir sucesivamente por el mismo cuentagotas dos liquidos de dis-
finta tensidn superficial, se verificar4:

p=kre, y p=hro,
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Al hallar el cociente entre ambos resulta:

A_o
P 02

lo que permite calcular la tensi6n superficial de un liquido conociendo la tensién
superficial de otro, pues bastard hacer fluir pesos conocidos de uno y otro por el
mismo cuentagotas.

Si contamos el mimero de gotas 1 que se forman al fluir un volumen V' de un
cierto liquido de densidad p, y es pel peso de cada gota, seré:

[16.13]

prn=Vpg
Haciendo la misma operacién con un volumen igual de un liguido de tensién
superficial conocida, tendremos:
Poty = Vpog
Al hallar el cociente de ambas expresiones:
0P o
P Po
y teniendo en cuenta la [16.13], resulta:
e _ho
Gy 11 py

es decir, la tensién superficial es directamente proporcional a la densidad e inver-
samente proporcional al nimero de gotas necesarias para hacer fluir por un mismo
capilar igual volumen de liquido.






Dinamica de fluidos

m Introduccién

El movimiento de un fluido estd definido por un campo vectorial de velocidades,
v = ¥(1, ), correspondientes a las particulas del fluido y un campo escalar de pre-
siones, p = p(r, {) corespondientes a los distintos puntos del mismo.

El movimiento de un fluido puede obedecer, fundamentalmente, a dos tipos de
regimenes: régimen laminar y régimen turbulento. Régimen laminar es aquél en el
cual la funcién que define el campo de velocidades de sus particulas, ¥ = w(r, ), es
funcién univoca de la posicién r, es decir, para cada instante y en cada punto del
espacio ocupado por el fluido, su velocidad es una: la partfcula de fluido que llega
a un punto debe tomar la velocidad que le corresponde a ese punto en el instante
en que ella llega. Si el régimen laminar es, ademés, independiente del tiempo, se
denomina estacionario o permanente, siendo univoca la funcién v = ¥(r); por tan-
fo, a cada punto ocupado por el fluido le corresponde una velocidad constante y la
particula que llega a cada punto toma la velocidad que le corresponde a ese punto.
Régimen furbulento es aquél para el cual la funcién v = (1, £) no es univoca: a cada
punto del espacio ocupado por el fluido le corresponde més de un vector velocidad.

Dentro del régimen laminar pueden presentarse dos tipos de movimiento: rofa-
clonal e irrotacional El movimiento es rotacional cuando en alguno de sus puntos
el fluido tiene una cierta velocidad angular respecto a aquél; si colocdsemos en es-
te punto una diminuta rueda con paletas, se pondria a girar alrededor de su eje. El
movimiento es frrofacional cuando no presenta punto alguno con movimiento rota-
cional,

Debe también tenerse en cuenta si el fluido en su movimiento se comporta
como compresible o incompresible, El comportamiento de los liquidos puede
suponerse siempre como pricticamente incompresible, es decir, su densidad es
pricticamente constante, mientras que los gases pueden comportarse de ambas for-
mas; asi, a bajas velocidades, los gases también se comportan como incompresi-
bles, pero no a altas,

Finalmente, los fluidos pueden presentar en su movimiento un comportamiento
viscoso o no viscoso, seglin que aparezcan o no dentro de ellos fuerzas cortantes o
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Tubo de corriente

Figura 17.1.

Figura 17.2.

Ecuacién de continuidad

tangenciales. Estudiaremos, en primer lugar, el movimiento de los fluidos perfec-
t0s 0 no viscosos y, posteriormente, el de los fluidos viscosos.

FLUIDOS PERFECTOS

Nos limitaremos aquf al estudio del movimiento de los fluidos perfectos incompre-
sibles y en régimen estacionario,

\V/“2 Lineas de corriente. Ecuacién de continuidad

Consideremos un punto A del fluido y sea en €l la velocidad v, (Figura 17.1). Toda
particula que llega a A, por ser el movimiento estacionario, deberd adquirir esta ve-
locidad vy, en consecuencia, su trayectoria queda determinada. Por tanto, toda parti-
cula que llegue a A deberé seguir la misma trayectoria. A estas trayectorias se les
denomina Ifneas de corriente. Evidentemente, en cada punto de una lfnea de co-
miente la velocidad es tangente a la misma. Asimismo, es obvio que dos lineas de
corriente no pueden cortarse, puesto que la velocidad en el punto de corte no puede
ser mis que una. En consecuencia, si trazamos las lfneas de corriente que pasan
por los puntos de una linea cerrada contenida en el fluido, formarédn una superficie
que se denomina fubo o filamento de corriente, En todo punto de esta superficie la
velocidad de la particula de fluido es tangente a la superficie y, por tanto, no hay
flujo de fluido a través de las paredes del tubo; todo fluido que entra por un extre-
mo debe salir por el otro,

Consideremos la linea de corriente que pasa por el punto 1 (Figura 17.2), en el
cual la velocidad es ¥;, y un tubo de cormriente en un entomo de esta linea. Sea dA,,
el drea de la seccién normal del tubo en el punto 1 y d4,, la correspondiente al
punto 2, en el cual la velocidad es ¥,. En la unidad de tiempo, por la seccién 1 en-
tra la masa del fluido p,v, dA,, siendo p, la densidad del fluido en el punto 1. An4-
logamente, por la secci6n 2, y en la unidad de tiempo, sale la masa p,v, dA,.

Si la masa en el interior del tubo permanece constante, es decir, ademés de no
haber flujo a través de las paredes de éste, no hay variacién en la densidad del flui-
do con el tiempo, deberd verificarse:

pivy dA; = pov,dA, [17.1]

que es una expresién de la ecuacicn de continuidad de los fluidos, Si el fluido es
incompresible, p; = p, = de., la ecuacién de continuidad se expresa:

v, dA; = v, dA, [17.2]

Si la velocidad es constante en todos los puntos de la seccién 1 y sucede lo
mismo en los puntos de la seccién 2, la integracién de [17.2] es

U|A1 = U2A2 “?3]

que es la denominada ecuacion de continuidad, inicamente aplicable al caso para
e que ha sido deducida.

El caudal ) que circula es el producto vA, ¢ = vA. Su ecuacién de dimensio-
nes es L*T ' ysu unidad, en el S.I, el m”s. En funcién del caudal, la ecuacién de
continuidad se expresa ¢} = de., v establece que las velocidades son inversamente
proporcionales al drea de la seccién recta del conducto.
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m Circulacion arterial

La arteria aorta en el cuerpo humano fiene un didmetro medio de 2 cm y trans-
porta un caudal medio de sangre de 88 cm’s. Calculemos:

1. La velocidad de la sangre en la aorta.

2% Si se ha producido una estenosis, que ha reducido la seccidn (itil en un 60 %,
{qué velocidad debe llevar la sangre para conseguir su aporte normal?

Solucidn:

1.° El 4rea de la seccién recta de la aorta es de A= mwd*/4 = 1 cm? Para
conseguir aportar el caudal indicado, la velocidad debe verificar v-n = 88,
v =28 cm/s=1 km/h,
2.° La estenosis reduce la seccién itil a 0,4 4 =04 © cm” y, para mantener el
caudal de sangre aportado, la velocidad debe verificar ahora v"-0,4n = 88, de
donde:

v' = /04 =70 cm/s = 2,52 km/h

m Teorema de Bernoulli

Alo largo de una linea de corriente, la velocidad del fluido y la presién serdn fun-
cién del arco v = ¥(s) y p = p(s). Tomemos un elemento de volumen de seccién
recta dA y longitud ds (Figura 17.3), la masa de éste es dm = p dA ds. En la direc-
cién de su movimiento y tangente a la linea de corriente, las fuerzas que actian son:

pdA, —(p+dp)dA y —pgdAdscosa= —pgdAdz

La ecuacién del movimiento es:
by
p -:ﬂ!..':'ISFr = —dpdA — pgdAdz

que, dividida por p d4 y teniendo en cuenta que es:

b _dbvd b
dt dsdt ' ds
resulta:
vdy = —%—gdz 0 vcﬁ:+gdz+j—{]
que integrada es:
v? dp
E+gz+J.F—cte. [17.4]

denominada ecuacién de Saint-Venant,
Si el fluido es incompresible, p = cte., la Ecnacién [17.4] se escribe:

2 p
R AL [17.5]

que es la expresién analitica del teorema de Bernoulli y en la cual cada uno de los
sumandos es una energfa por unidad de masa, denominada, respectivamente, ciné-
tica, potencial y debida a las presiones.

n

pgdd ds
Figura 17.3.

Ecuacién de Saint-Venant
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Figura 17.4.

Puesto que la ecuacién de dimensiones de la energia es ML*T 2, la ecuaci6n de
dimensiones de la energfa por unidad de masa es LT, que son las dimensiones
de cada uno de los miembros de [17.5]. En efecto:

E] =L P=02T? : [@=LT?L=0T"

FL™* MLT?L™?

En consecuencia, el teorema de Bernoulli puede enunciarse asi: en un fluido
perfecto, incompresible y en movimiento estacionario, la suma de las energias por
unidad de masa cinética, potencial y debida a las presiones, permanece constante
a lo largo de una linea de corriente. Lo que, obviamente, constituye un principio
de conservacién de la energfa,

5i 1a Ecuacién [17.5] se escribe de 1a forma:

2

U—+z+£=c:h3. [17.6]

2g Pg

cada uno de los sumandos es una longitud, altura sobre un plano de referencia o
cota: zes la cota geoméirica; pfpges la cota plezoméirica o altura que deberfa dar-
se a una columna de liquido para que ejerza la presi6n p; y v*/2ges la cota desde la
que seria necesario dejar caer una particula de liquido en el vacio para que adqui-
nese la velocidad que realmente lleva, se le denomina altura debida a la velocidad.

Si el fluido estd en equilibrio, v = 0, 1a ecuacién de Bernoulli conduce como
caso particular a la ecuacién de la Hidrostética.

m Aplicaciones del teorema de Bernoulli

a) Flujo de un liquido en una tuberia de seccion variable,

Sea una tuberfa como la indicada en la Figura 17.4, que presenta un estrechamien-
to no brusco para evitar turbulencias. Consideremos dos puntos de una misma linea
de corriente, los 1 y 2, y sean las velocidades y secciones normales en estos pun-
s, vy, U5, A; ¥ A, respectivamente.

La ecuacién de Bemoulli para la 1fnea de corriente considerada puede escribir-
se de la forma:

N PGP

2 p 2 p

y, en funcién del caudal ¢ = v,;A; = v,4,, resulta:
£+&=£+& []??J

24 p 243 p

observindose que los puntos en los que la seccién es menor y, por tanto, el fluido
lleva mayor velocidad, estdn sometidos a una presién menor, efecto que se conoce
con el nombre de Venturi, y que puede ponerse de manifiesto colocando unos tu-
bos de pequefia seccién, que se denominan piezémetros, pues nos medirdn la altura
piezométrica o debida a las presiones; en el situado en la seccién correspondiente
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al punto 1, el liquido alcanzard mayor altura que en el correspondiente a la seccién
2; puesto que en aquélla la presién es mayor que en ésta.

b) Venturimefro,

Es éste un dispositivo empleado para la medida del caudal del liquido que fluye
por una tuberfa, Para ello, debe practicarse en ésta un suave estrechamiento y colo-
car un dispositivo (manémetro diferencial) que nos permita medir la diferencia de
presién del fluido en la tuberia vy en la zona del estrechamiento (Figura 17.5).

La Ecuacion [17.7], deducida en el apartado anterior, permite despejar el cau-
dal @ que circula por la tuberia:

)

@=AA p(Az A,)

. | ¥
y By i)
I - ——
Figura 17.5.

teniendo en cuenta que es p, — p, = pgh, es:

Q= A4 f =C/h [17.8]

siendo C una constante especifica de cada venturimetro, cuya expresi6n es:

EA
C=Abs |7 5

¢) Trompa de agua,

Un dispositivo como el que se esquematiza en la Figura 17.6 constituye una trom-
pa de agua o pulverizador. Veamos en qué estd basado su funcionamiento. Apli-
quemos el teorema de Bernoulli entre los puntos 1 y 2:

2

PLvi_P W
Pz 2 ps 2

Figura 17.6.
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Figura 17.7.

Figura 17.8.

Despejemos p:
p=p - 2@ o)

y, teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad [17.3], se expresa:

w4

Al aumentar la velocidad v, de entrada del aire en la trompa, disminuye la pre-
sién en 2 y el agua asciende por el tubo vertical, puesto que 5 aumenta, ya que su
valor es:

=P
g

El agua, al llegar en su ascenso al tubo horizontal, es arrastrada por la corriente
de aire y sale pulverizada.
d) Thubo de Fitot.

Es un dispositivo usado para medir la velocidad de gases en tuberfas y se esquema-
tiza en la Figura 17.7. Considerando que la conduccién del gas es horizontal y que
la velocidad de éste en el punto 2 es nula, por impedir su paso el liguido del tubo
manométrico, la ecuacién de Bernoulli, admitiendo que la densidad del gas perma-
nece constante, se escribe;

P ti_P
p 2 p

1‘2( )
= i =
1 P P h

Teniendo en cuenta que es p, — py, = pgh, resulta:

~
v, = [2gh—
1 g 3

siendo p la densidad del gas y p, la del liquido del tubo manométrico.

y la velocidad vy:

e) Sonda de Prandtl,

Es un dispositivo andlogo al anterior y se utiliza para los mismos fines (Figu-
ra 17.8). En la misma hipétesis del caso anterior, la ecuacién de Bernoulli se escribe:

p_P B

p p 2
vz=./gﬁﬂl—ﬁﬂ y vz=,32gb&
p P



Dindmica de fluidos = 305

) Teorema de Torricelll,

La aplicacidn del teorema de Bernoulli al estudio del flujo de un liquido contenido
en un recipiente, a través de un pequefio orificio practicado en la pared de éste,
bajo la accién de la gravedad, da como resultado la obtencién del teorema de
Torricelli: /a velocidad de salida de un Iiquido por un pequeiio orificio, practicade
en la pared de un gran depdsito, es la misma que llevaria un grave, abandonado
sinvelocidad inicial al nivel de la superficie libre del liquido, al pasar por el pla-
no horizontal que contfiene al centro del orificio.

La aplicacién del teorema de Bernoulli enfre un punto de la superficie libre y
uno de la seccion del orificio (Figura 17.9), da:

2 2

Uy p_v P
—+gh+Ef=—+%
2 & p 2 p

La ecuaci6én de continuidad es v,5 = vs v, si la superficie libre del liquido S, es

muy grande comparada con la superficie del orificio s, la velocidad v, serd mucho

menor que v, y el término v}/2, despreciable frente a v°/2, resultando: v = ,/2gh,
que es la expresién analitica del ya enunciado teorema de Torricelli.

Cantidad de movimiento y momento cinético.
m Accion sobre la conduccion

Consideremos un filamento de corriente, limitado por dos secciones rectas de dreas
S; ¥ 55, en un liquido animado de un movimiento permanente (Figura 17.10). La
variacién en la unidad de tiempo de la cantidad de movimiento del fluido que ocu-
pa el filamento debe ser igual a la resultante de las fuerzas exteriores que actian
sobre él, Sean v; y v las velocidades de entrada por la seccién 1 y de salida por la
2, respectivamente, En la unidad de tiempo, el fluido habra pasado de la posicién
1-2ala 12" y la cantidad de movimiento del fluido se habrd incrementado en la
correspondiente al fluido comprendido entre 2-2', que vale P, = pS,v,¥, y ha dis-
minuido en la correspondiente al fluido comprendido entre 1-1°, cuyo valor es
P, = — pSiv,v,. Por tanto, la resultante del sistema de fuerzas que actdan sobre el
filamento es:

Y B, = pSovov, — pSiow, = P, +P

Hay que hacer notar que, en esta ocasién, simbolizamos con IP la cantidad de mo-
vimiento, para distinguirla de la presién p.

Aplicando el teorema del momento cinético, la variacién de éste en la unidad
de tiempo es debida al momento cinético de la parte 2-2' mds la debida al momento
cinético de la parte 1-1; debe ser igual al momento resultante de las fuerzas exte-
riores que actian sobre el filamento:

L= M(pSv.%, —pSiow) = M(P,, i'ﬂ' = E M(F)

En consecuencia, el sistema de fiierzas exteriores que actiian sobre el filamento de
fluido es equivalente al sistema de dos vectores, — pSjv\%; ¥ pS:v;¥s, cuyas lineas
de accién pasan, respectivamente, por los centros de las secciones 1 y 2, y son nor-
males a ellas,

Accitn sobre una conduccidn, Las acciones que ejerce la conduccién sobre una
porcién de liquido considerada, y que denominaremos CL, més las debidas a

P |
I
L}
— Y
P

Figura 17.9.

Figura 17.10.

—fs Y

Figura 17.11.
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Figura 17.12.

Hipétesis de Navier.

las presiones en las secciones que limitan la porcién de liquido considerada, que se
expresan:
i

£, =Sp y £=-Sp "

: t Uz
deben ser equivalentes al sistema de dos vectores antes citado:

En consecuencia, la accién de la conduccién sobre la porcién de liquido consi-
derada debe ser equivalente al sistema de dos vectores, P, — £, y P, — £.:

CL~® —-fP -5
En efecto, ambos sistemas tienen la misma resultante, ya que por [17.9] debe ser:
CL+fi+£=P+P
y de aqui:
CL=P - f+P —f
Andlogamente para los momentos, puesto que por [17.9] es:
M, (CL) + My(f,) + My(f) = My(P,) + My(IP)

y por tener la misma direccién los vectores I, y £ y P, y £, se puede escribir:
M,(CL) = My(P, — ) + M\(P, — £)

La acci6n del liguido sobre la conduccién, LC, serd equivalente a los dos vec-
oresfi —P,y6 — Py

WO ~@ -P,£-P)= [S. ('ﬂ+pv1)ﬂ - %(&+Puz)'z] [17.10]
1

AL

cuyas lineas de accién pasan, respectivamente, por los centros de las secciones 1 y
2, v son normales a ellas (Figura 17.12),

FLUIDOS VISCOSOS

m Viscosidad

En los fluidos reales en movimiento aparecen fuerzas que se oponen al movi-
miento relativo entre capas contiguas y que se denominan filerzas de vkcasidad, y
son la causa de la disipacién de la energfa mecénica del fluido y del consiguiente
calentamiento del mismo.

La hipdtesis de Navier establece que la fuerza de viscosidad entre dos capas de
fluido en contacto es proporcional a la superficie y al gradiente de velocidades se-
gin la direccién de la normal comiin a ambas superficies:

dv
ui‘=qd—ﬂd5' [17.11]
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llaméndose al coeficiente de proporcionalidad n coeficiente de viscasidad absolu-
ta o dindmica, Su ecnacién de dimensiones es:

Fuerza longitud ~ MLT 2L
Velocidad superficie LT 'I?

tn) = = ML'T!

y su unidad en el sistema C.G.S. se denomina Poise (P). En el 5.1, 1a unidad es el
N-s/m” = Pa-s, sin nombre especial. La equivalencia entre ambas unidades es:

1P=0,1Pa:s
En numerosos problemas de la Dindmica de fluidos aparece el coeficiente:

V== [17.12]
P

que se denomina coeficiente de viscosidad cinemdtica, cuya ecuacién de dimen-
siones es 12T !, denomindndose a su unidad en el sistema C.G.S., stokes, La uni-
dad en el S.I, que es el m?s, no tiene nombre especial.

El valor del coeficiente de viscosidad depende de la naturaleza del fluido. En
los liquidos disminuye al aumentar la temperatura, segilin la ecuacién:

i
n = Ael [17.13]
mientras que en los gases aumenta muy lentamente al aumentar la temperatura, se-
gin la ley:
T
n= Al—B [17.14]
T

Tanto en unos como en otros, el coeficiente de viscosidad puede considerarse
pricticamente independiente de la presién,
La inversa de la viscosidad dindmica se llama fluidez, ¢ = 5",

Tabla 17.1. Viscosidad dindmica #

T : n
SRR 20

! 20

; H 20

Vapor de agua .. 0,013 100
ey 0,0084 0

ATHON o anni s 0,0222 20

*SAE (Society Automotive Engineers),

Coeficiente de viscosidad
dindmica.

Coeficiente de viscosidad
cinemditica.
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Nimero de Reynolds

Pérdida de carga en una conduccién

Si entre dos secciones de una conduccién no hay conservacién de la energfa, la
Expresién [17.5] no se conserva entre esas secciones y debemos escribira de la
forma:

en la que W, es la pérdida de energia por unidad de masa entre las secciones 1 y 2,
o pérdida de carga por unidad de masa entre ambas secciones:

1
Wo=5 01— v) + &z~ 2) + (@~ plp [17.15]

Con frecuencia, aparece la pérdida de carga expresada por unidad de volumen:

1
M=ﬂWm=£ﬂ(Uf—v§J+pg{zﬁ—za)+p1—pz [17.16]

y, en otros casos, por unidad de peso:

W, 1
WP=E=E(u%—v%),fg+z.—ZZ+(ﬁ—}be’pg [17.17]

En cualquier caso, y puesto que la pérdida de carga es proporcional a la longitud
de la conduccidén, es usual dar la pérdida de carga por unidad de longitud de con-
duccién;
W W W,
=T BEE Y BT

La pérdida unitaria de carga, en el caso mis general, puede ser funcitn de la
densidad del fluido, p; de su viscosidad cinemdtica, v; de la velocidad media en la
conduccién considerada, v, y del didmetro de esa conduccién, d, lo que se expresa

w=Fp, v,v, d

que puede escribirse:
2
pU
= f
w=2410v.09

Puesto que la pérdida de l1a carga unitaria y el factor pv’/2d tienen las mismas di-
mensiones, la funcién f debe ser adimensional, de aquf que, en ella, no pueda
intervenir p, ya que es la dnica de las cuatro variables en la que aparece la magni-
ud masa. Las otras tres deberan agruparse en una expresién adimensional. Puesto
que sus dimensiones son [v] = 2T !, [v] = LT 'y [d] = L, 1a expresi6n buscada
es el llamado niimero de Reynolds, R

vd

pra el [17.18]
v "

_pt L _pvt fvd
- f{Ea)—Zdl(:) [17.19]

La determinaci6n de la funcién f debe hacerse experimentalmente.

resultando:
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m Regimenes laminar y turbulento

Al determinar experimentalmente la funcién £ si en abscisas tomamos el logarit-
mo del niimero de Reynolds y en ordenadas el valor del logaritmo de £ resulta una
curva como la indicada en la Figura 17.13. Hay un valor del nimero de Reynolds,
llamado critico, por debajo del cual el régimen es laminar, a la velocidad cormres-
pondiente se le denomina velocidad critica;

Ry
b= —

d

En general, valores del nmimero de Reynolds inferiores a 2 300 indican que el
régimen es laminar y valores superiores a 4 000 indican que el régimen es turbu-
lento:

E,<2300 Régimen laminar
R,> 4000 Régimen turbulento

Una tuberia de didmetro 2’* suministra un caudal de agua de @ = 41/s, en estado
estacionario, Determinemos:

1.° La velocidad del agua en la tuberfa.
2 El nimero de Reynolds.
Solucion:

1.° La velocidad del agua en la tuberfa se obtiene de la ecuacién de continuidad
= vA. El didmetro de la tuberfa es D= 2"" = 2 x 0,0254 m = 0,0508 m, con

1
ello, el 4rea de la secci6n recta de la tuberfa es A = i D* = 0,00203 m® yla ve-
locidad buscada es:

Rl UL B
T4 T 000203 2037 WIS

2° Elntimero de Reynolds, tomando para la densidad del agua p = 10° kg/m® y
para su viscosidad dindmica n = 1,005 x 107° Pa-s, es:

vD oD 1,97 x 0,0508
_Ee =—=—0p=

10 =0,0996 x 10° =996 x 10*
v n 1,005 x 1073 159 99

lo que nos indica que el régimen en la tuberia es turbulento,

m Régimen laminar: pérdida de carga

Si tomamos en ordenadas log f(K,) y en abscisas, log X, (Figura 17.13) se com-
prueba que en la zona correspondiente al régimen laminar, la funcién log f(K,) es
una recta de pendiente — 1, por lo cual, se expresa de la forma:

G
log f{k,) =log C— logk, = logE

log f

Régimen
laminar

Zona de
transicion

Régimen
lurbulento

R,

log #

Figura 17.13.
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Ley de Poiseuille

Figura 17.14.

C
Tomando antilogaritmos, es f(K.) = E, con lo cual, la pérdida de carga dada por

[L7.19] se expresa:

Ly PEC_Cpw

T 2dR 2 d

y el caudal que fluye por la tuberfa es:
AW
T Cpv 4 2C g
férmula que expresa la conocida ley de Poiseuille: ef flyjo laminar de un fluido vis-
wso por una tuberia cilindrica es proporcional a la cuarta potencia del didmetro

de la tuberia y a la pérdida unitaria de carga en la fuberia, siendo imversamente
proporcional al coeficiente de viscosidad dindmica del fluido.

Q=S

m Otra deduccion de la ley de Poiseuille

Analicemos el flujo de un fluido viscoso en un tubo cilindrico, Admitiremos la
hipétesis de que la presién es constante en todos los puntos de una misma seccién
recta, lo que supone despreciar la presién debida al peso del liquido. Por razones
de simetria, consideraremos un elemento de liquido cilindrico centrado con el eje
de la tuberfa (Figura 17.14),

En el movimiento estacionario, la suma de las fuerzas que actian sobre el cilin-
dro considerado debe ser nula y, en particular, su componente sobre el eje de la tu-
berfa, lo que se expresa:

nrp, — arp, — 2rrk =0

0
dv
f(Pl_ﬂz)"“z'F}E,—n
¥a que es:
g 2
Lol i

puesto que la velocidad disminuye al aumentar el radio. La ecuacién diferencial
puede escribirse:
iy —p)
= —-——— " dr
db 2n!

y su integracién da:

r o —p)
=-—""4
v anl cte
Para el célculo de la constante de integracién, consideraremos que la velocidad
es nula en la capa liquida en contacto con la tuberfa, es decir, v = Oparar= Kyla
constante de integracién vale:

B(p—p)
4nl



Dindmica de fluidos = 311

resultando para la velocidad la expresién:

_h B .
T anl =)

Existe, pues, un reparto parabélico de velocidades (Figura 17.15), siendo la veloci- 3

dad méxima la correspondiente al eje de la tuberfa, r=0:
R 0

Umdx = 4']' I,PZ }? v

H caudal que fluye por la corona de radios, ry r+ dr, es:
Figura 17.15.

dQ=vds=2"22 % _ Pyzrdr

y el caudal total que fluye por la tuberia es:

Q=rd€? 2 P’JJ (B — Pyrdr=

_HP P o TAP

a
8nl 8n ATan]

que es la expresi6n de la ya conocida ley de Poiseuille.

Debido a la arteriosclerosis, una arteria ha reducido su didmetro de paso a la mi-
tad. Suponiendo que el flujo de sangre en las arterias es laminar y estacionario,
determinemos el aumento del gradiente de presiones que debe suministrar el co-
mzén, para mantener el flujo de sangre constante,

Solucion:

Utilizando la Expresién [17.20], al reducirse el didmetro a la mitad, K2, para
mantener constante el caudal de sangre (), el gradiente de presiones a lo largo de
la arteria debe modificarse, verificando:

T ‘ mApR
@-s—’-’*!’(a =8 16

de donde:
ANp= "Q = 16Ap

Es decir, el corazén debe suministrar una presién 16 veces superior a la que nece-
sitaria en el estado normal de la arteria.
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m Régimen turbulento

Si tomamos en ordenadas log f(K,) vy en abscisas, log K, (Figura 17.13), en la zona
comrespondiente al régimen turbulento, la funcién log f(%,) resulta ser una recta de
pendiente — 1/4, pudiendo expresarse:

1
log f(R,) = log C — 3 log B, = log CR; '

y tomando antilogaritmos:
f(R) =CR/*
con lo cual, la pérdida de carga resulta ser ahora:

2 Ti4
pu 14 G ya Y
Wr=— =— — 17.21
T ad Gy 2 PV l )

La pérdida de carga es superior a la correspondiente al régimen laminar, verifi-
cando:
E"_ 'I,JIHUT'M&
w,  wd?

= y PPN = A

En consecuencia, la energfa disipada es superior y el caudal transportado in-
ferior.

17.12 Resistencia de los fluidos al movimiento
= de un sélido en su interior

Los fluidos oponen una resistencia al movimiento de los sélidos en su interior, re-
sistencia que depende, en primer término, del movimiento relativo entre el s6lido y
el fluido,

A pequeiias velocidades relativas, el fluido se desplaza en torno al s6lido de
acuerdo con un régimen laminar, la capa en contacto con el sélido es inmévil res-
pecto a éste y las demais capas del liquido se deslizan unas respecto de otras, dando
lugar a la aparicién de esfuerzos cortantes debidos a la viscosidad. La resistencia
que ofrece el fluido es proporcional a la velocidad relativa y al coeficiente de vis-
cosidad de aquél. En el caso de ser el s6lido una esfera, la resistencia es también
funcién del radio de ésta:

A= flv,n, D

La funcién f se obtiene considerando las dimensiones de cada una de las mag-
nitudes:

[Al =MLT? [g=ML"'T!
[v] =LT? [A=L
Evidentemente, la inica agrupacién posible es:
A= Crom
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habiendo sido calculado por Stokes el valor C = 6r y denominéndose a:
A= 6nqr [17.22]

formula de Stokes, vdlida dnicamente para pequefias velocidades.

Si la velocidad relativa del fluido y el s6lido supera un cierto valor limite, el
régimen del fluido deja de ser laminar y pasa a turbulento, apareciendo remolinos
en la parte posterior del cuerpo, debido a lo cual se crea una diferencia de presion
entre el fluido situado delante del cuerpo y el situado detrés, lo que da lugar a una
fuerza que se opone al movimiento, no influyendo pricticamente en este caso la
viscosidad, La resistencia, en este caso, es de la forma:

2

e c::s*% [17.23]

siendo Sla seccién aparente del sélido y C un coeficiente sin dimensiones que de-
pende de la forma geométrica del sélido y varfa muy poco con el niimero de Rey-
nolds,

Si la velocidad relativa del s6lido en el fluido se aproxima a la del sonido en él,
los fenémenos se hacen més complejos y hay que considerar la compresibilidad
del fluido, ya que las variaciones de densidad de éste dan lugar a la propagacion de
ondas eldsticas.

m Efecto magnus. Fuerza ascensorial

Si en un fluido en movimiento colocamos un cilindro con su eje normal a la direc-
cién del movimiento del fluido (Figura 17.16), las lineas de corriente de éste se
distribuirdn alrededor de aquél, como ya conocemos. Si se hace girar el cilindro al-
rededor de su eje, las lineas de cormriente se distribuirdn como se indica en la Figura
17.16, 1a velocidad de las capas superiores serd mayor que la comrespondiente a las
capas inferiores y la presion en la parte inferior serd mayor que en la parte supe-
rior, apareciendo una fuerza F que mover4 el cilindro en el sentido indicado (efecto
Magnus).

La fuerza ascensional en el ala del avién es un efecto parecido al descrito.
Aunque el ala del avién no gira, puede establecerse una circulacién alrededor de
ella siempre que ésta tenga la forma adecuada. Al ponerse en movimiento el avién,
se forman sendos torbellinos a la salida de la parte posterior de sus alas. La conser-
vacién del momento cinético exige la formacién de una circulacién de aire alrede-
dor del ala del avién, con momento cinético igual y opuesto al del torbellino. Ello
hace que la velocidad del aire en la parte superior del ala sea mayor que la veloci-
dad en la parte inferior (Figura 17.17).

La aplicacién del teorema de Bernoulli, despreciando la diferencia de cota co-
mespondiente al espesor del ala, da:

1 2 1 2 1 2
Prop=ptsm=ptsm
Con ello, la diferencia de presiones entre la parte inferior del ala y la superior es:

1
P~ P =7 p(vi — vd)

Figura 17.16.

Figura 17.17.
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La fuerza ascensional es F' = A(p, — py), siendo A el drea de la parte inferior del
ala. Esta fuerza puede expresarse de la forma:

1 |
F=Aip(u%— ) =APE{U1 +v)(vy —vy)

1
Puede admitirse que, aproximadamente, es v = 2 (v, + vy); por otra parte, experi-

mentalmente se comprueba que la diferencia de velocidades del aire entre la parte
superior y la inferior del ala es proporcional a la velocidad v, v; — v, = Kb, siendo
0 < K < 1, con todo lo cual la fuerza ascensional puede expresarse de la forma:

F=Apo(v; —vy) = K}-‘.puz

Al moverse el ala del avién dentro del aire, aparece una resistencia, K, a su
avance, y el perfil del ala se determinar4 para que la relacién F/Fsea méxima, re-
lacién que también depende del dngitlo de ataque, 9, formado por el plano del ala
y la direccién del movimiento del avién.
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La Termodindmica puede definirse como la ciencia
que estudia los intercambios o interacciones energéti-
cas enire sistemas, o entre éstos y el medio exterior,
cuando una de las energfas que interviene es el calor,
definiendo un sistema como la porcién de universo, de
volumen y/o masa no necesariamente constantes, que
s objeto de estudio.

Los origenes de la Termometrfa pueden estable-
cerse en Galileo, por sus estudios termométricos en-
caminados a cuantificar las sensaciones de calor y
frfo, que construy el primer instrumento para medir
femperaturas, al que llamé6 fermascopio.

Observando procesos de enfriamiento de liquidos
contenidos en recipientes de distinta naturaleza, se lle-
26 a los conceptos de materiales aislantes y conducto-
m®s térmicos, lo que puede ser considerado como el na-
cimiento de la calorimetria.

Experiencias hechas mezclando cantidades de un
mismo lfquido a diferentes temperaturas llevaron a la
conclusién de que el calor era un fluido, que pasaba de
los cuerpos mas calientes a los més frios y que verifi-
caba un principio de conservacién, La mezcla de liqui-
dos diferentes condujo al resultado de que en la tempe-
mtura final de la mezcla, ademis de la masa de los
liquidos mezclados y de su estado térmico, intervenia
un nuevo concepto, caracteristico de cada liquido, el
aalor especifico, lo que configuraba al calor como ca-
mcterfstica intrinseca de la materia.

Los trabajos de Benjamin Thomson, conde de
Rumford, publicados en 1798 con el titulo Clestiones
oncernientes a las fientes de calor excitadas por el
Iozamiento, establecfan un origen mecénico para el ca-
lor, al poner de manifiesto que mediante el trabajo po-
diamos continuamente producir calor, segiin lo cual no
parecia que éste tuviera que ver con la naturaleza de la
materia. Quedando asf planteado un antagonismo entre
los procesos de conservacién y los de conversién, y
una cuestién fundamental, la naturaleza del calor,

En 1824, Carnot publicé su famoso trabajo Kefle-
xiones sobre 1a potencia motriz del fiiego y las maqui-
nas adecuadas para producir esa potencia, en el cual
aparecen nuevos conceptos como ©co térmico, proce-
so reversible e Irreversible, necesidad de salto érmico
para producir trabajo, proceso ciclico, efc., todos los
cuales contribuyeron a ir estableciendo las bases de los
principios de la Termodindmica.

En 1843, Mayer formula el principio de conserva-
cién de la energfa o imposibilidad del mévil perpetuo
de primera especie: la energia ni puede crearse ni des-

truirse, sélo se fransforma, La equivalencia cuantitati-
va enfre calor y trabajo se establecid por primera vez
en 1845 por Joule, con lo cual, definitivamente, el ca-
lor pasé a ser una forma mas de la energfa, deter-
mindndose posteriormente su equivalencia con otras
formas de energia, como la eléctrica o la quimica.

La Termodinidmica qued6 configurada como cien-
cia durante el siglo X1x, siendo los principales impul-
sores, ademds de los ya indicados, Kelvin, que en 1848
definié la escala termométrica de temperaturas a partir
del ciclo de Camot; Clausius, que introdujo, en 1865,
el concepto de entropfa; Gibbs, que, en 1875, extendi6
la aplicaci6n de la Termodindmica a los sistemas hete-
rogéneos, incluso con reacciones quimicas, e introdujo
los conceptos de energia y entalpfa libres; Helmholtz,
que, de forma independiente a Gibbs, tambien definié
la energia libre, en 1882; Boltzmann, que establecid
los fundamentos de la Mecédnica estadistica y relaciond
la entropfa con los estados microscopicos del sistema;
Planck, que, en 1900, plantea la necesidad de que la
energia esté cuantizada, para poder explicar la emisi6n de
radiacion térmica; y, finalmente, Einstein, que establecid,
en 1905, la teorfa del calor especifico de los sélidos.

La Termodindmica es una ciencia axiomética, ba-
sada en cuatro axiomas o principios. El principio cero,
que define el equilibrio térmico y es base para definir
la temperatura; el primer principio, que establece el
balance energético de los procesos, basado en la con-
servacion de la energfa; el segundo principio, que li-
mita la conversién del calor en trabajo e indica el sen-
tido en el cual los procesos son realmente posibles vy el
tercer principio, que establece el nivel de referencia
para la entropia. Estos principios se han deducido de la
observacion del comportamiento de la naturaleza y no
hay demostracién alguna para ellos; su validez queda
comprobada al contrastar los resultados que de ellos se
deducen con la realidad del mundo fisico.

La Termodindimica cldsica estudia los sistemas
desde el punto de vista macroscdpico, sin atender a los
fenémenos moleculares o atémicos que en ellos pue-
dan tener lugar, El estudio de los sistemas a este nivel
se lleva a cabo dentro de la Termodinimica estadistica
y cuéntica. Una iniciacidn al estudio microscépico de
los gases lo constituye la teorfa cinética de los gases
que, si bien es capaz de explicar algunos fenémenos
macroscépicos a partir de propiedades moleculares, ri-
pidamente demuestra su incapacidad en muchos ofros,
siendo necesario el concurso de las Termodindmica es-
tadistica y cuéntica.
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m Sistema termodinidmico

Como ya hemos indicado, denominamos sistema termodindmico a la porcién de
universo fisico objeto del estudio termodindmico, Al resto de universo que no per-
tenece al sistema considerado, se le denomina medio exterior. Hay que hacer notar
que una misma regién del espacio puede estar ocupada por dos sistemas, como
pueden ser los iones y los electrones de un gas ionizado, Los lfmites del sistema
han de estar siempre muy bien definidos, pudiendo ser barreras materiales (paredes
de los recipientes), barreras fisicas (campos electromagnéticos) o superficies ima-
ginarias, pudiendo, en cualguiera de los casos, ser fijos o mdéviles,

Los sistemas termodindmicos se denominan abiertos cuando, a través de la su-
perficie 1imite que los define, hay flujo de masa, y cerrados, cuando no existe el
citado flujo. Si las paredes que limitan el sistema permiten el flujo de energia, se
dice que son diatérmas v, si lo impiden, se denominan adiabdticas. Se dice que
un sistema estd aislado ciando no existe interaccién alguna entre él y el medio
exterior,

Propiedades. Coordenadas termodinamicas.
Estado de un sistema

Denominaremos propiedad de un sistema a toda magnitud del mismo, es decir, a
toda caracteristica o atributo medible; asf, por ejemplo, son propiedades el volu-
men, la masa, la presin, la temperatura, la energfa, etc. Evidentemente, toda fun-
cién uniforme, X, de propiedades x;, x,, ..., X,, del sistema, es también una propie-
dad de éste:

xr= "t{xlp XE! seey %'n)

De esta forma, definiremos posteriormente la entalpfa y la energia libre, que son
propiedades muy imporiantes de los sistemas termodindmicos,

El estado de un sistema en cada instante estd definido por los valores que to-
man sus propiedades en ese instante. Ahora bien, segilin acabamos de indicar, las
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Coordenadas termodindmicas

Funciones de estado

Fase.

propiedades de un sistema no son todas independientes entre sf, denomindndose
oordenadas fermodindmicas o variables de estado al conjunto de propiedades in-
dependientes entre sf, a partir de las cuales pueden deducirse, mediante relaciones
funcionales, las restantes propiedades del sistema; estas relaciones funcionales se
denominan finciones de estado.

Una propiedad muy importante de los sistemas termodindmicos es la forma ca-
racter{stica para cada uno de ellos de reaccionar, a partir de un cierto estado, ante
las acciones ejercidas por el medio exterior, lo que posteriormente podremos com-
probar al definir propiedades tan importantes como los calores especificos o la en-
tropia.

Las propiedades de un sistema se denominan Iifensivas cuando no dependen
de la cantidad de materia del sistema, como, por ejemplo, la temperatura o el calor
especifico; y extensivas, cuando dependen directamente de la cantidad de materia
del sistema, como, por ejemplo, la masa, el volumen o el nimero de moles. Por
tanto, si un sistema en un cierto estado se divide en dos partes iguales en cuanto a
cantidad de masa, en cada parte, las propiedades intensivas tienen el mismo valor
del sistema inicial, pero las propiedades extensivas tendrdn por valor la mitad, si
son directamente proporcionales a la masa,

Debemos hacer notar que las propiedades o variables termodindmicas del siste-
ma sélo tienen sentido macroscépico y cuando consideremos cantidades muy pe-
quefias de ellas éstas no podrdn ser infinitamente pequefias, pues deben contener
un nimero elevado de moléculas, ya que no tiene sentido hablar de presién o tem-
peratura en sistemas de muy pocas moléculas,

m Sistemas homogéneos y heterogéneos. Fases

Los sistemas pueden ser de un solo constituyente, cuando est4n formados por una
sola especie quimica, o estar compuestos de varios constituyentes o especies qui-
micas distintas,

Se dice que un sistema es homogéneo cuando sus propiedades tienen el mismo
valor en todos sus puntos y feferogéneo, en caso contrario. El sistema puede ser
homogéneo para alguna propiedad y no para ofras, asi, puede ser homogéneo en
presién pero no en temperatura. Muchos sistemas heterogéneos de interés préctico
estdn formados por un mosaico de sistemas homogéneos, a cada uno de los cuales
se le denomina f2se del sistema heterogéneo. Pueden existir sistemas formados por
una sola especie quimica y que, sin embargo, sean heterogéneos, puesto que la es-
pecie quimica que lo forma puede presentar las tres fases, sdlida, liquida y gaseosa.
También pueden existir sistemas formados por varias especies quimicas y que sean
perfectamente homogéneos, como puede ser una mezcla homogénea de gases,

m Equilibrio. Transformaciones o procesos. Ciclos

Cuando el estado de un sistema permanece constante en el tiempo, se dice que éste
es un estado de equilibrio. El estado de equilibrio est4 definido por ciertos valores
de las coordenadas termodindmicas del sistema, que permanecerin constantes du-
rante todo el tiempo que dure el equilibrio. El equilibrio termodindmico exige tres
tipos de equilibrio:

1) Equilibrio mecdnico, establecido por las leyes de la Mecdnica para todas
las fuerzas que actiian sobre el sistema.
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b) Equilibrio térmico, que se establece cuando todos los puntos del sistema
tienen la misma temperatura y ésta coincide con la del medio exterior, si la pared
es diaterma.

¢) Equilibrio quimice, cuando todos sus puntos tienen la misma composi-
cién y no hay fenémenos de difusidn.

Los estados de equilibrio pueden ser descritos en funcién de las variables ma-
croscépicas de estado y la relacién que liga a éstas se denomina fincidn de estado,
que, obviamente, serd independiente del tiempo.

Cuando un sistema termodindmico, partiendo de un estado de equilibrio inicial,
evoluciona hasta un estado de equilibrio final, se dice que ha sufrido una transfor-
macién o proceso, lo que usualmente se deberd a la interaccién entre €l y su entor-
no. A lo largo del proceso pueden permanecer constantes algunas coordenadas del
sistema y el proceso tendrd denominaciones especiales:

Isécoro, si se realiza a volumen constante.
Isébaro, si se realiza a presi6n constante.
Isotermo, si se realiza a temperatura constante.

Si el proceso se realiza sin intercambio de calor entre el sistema y el medio, se de-
nomina adiabdtico,

Si después de una transformaci6n el estado de equilibrio final coincide con el
inicial, se dice que el sistema ha descrito un ciclo,

Un proceso ideal en el cual el sistema va pasando por infinitos estados de equi-
librio infinitamente préximos se dice que es un proceso cuasi-estatico, Un proceso
de este tipo se consigue dando variaciones infinitesimales a las variables de estado
que definen el sistema, por ello, serd un proceso infinitamente lento, Un sistema
formado por agua y hielo en equilibrio a 0°C, realiza un proceso cuasi-estatico al
suministrarle una cantidad de calor dg: una parte del hielo se funde y pasa a estado
liquido, pasando el sistema a un nuevo estado de equilibrio a la misma temperatu-
ra. El proceso inverso se realiza tomando del sistema la cantidad de calor — dG}
una parte del agua se solidifica y pasa a un nuevo estado de equilibrio a la misma
temperatura. El cambio de estado es un proceso cuasi-estdtico a la temperatura de
cambio de estado.

m Procesos reversibles e irreversibles

Se dice que un proceso es reversible cuando se realiza de tal modo que una vez fi-
nalizado puede verificarse en sentido contrario, volviendo al estado inicial tanto el
sistema como el medio exterior.

Los procesos alasi-estdticos pueden considerarse reversibles, si no conllevan
disipaci6n de energia, puesto que al ser una sucesién de infinitos estados de equili-
brio, pueden detenerse en cualquier momento y repetirse en sentido contrario,
En los procesos reales la degradacién de la energfa es inevitable, por lo que, en
realidad, todos son irreversibles, siendo el proceso reversible una abstraccién teéri-
ca, 1itil para desarrollos tedricos y célculos aproximados,

El cambio de estado indicado anteriormente como proceso cuasi-estatico, es un
proceso irreversible. Al sistema se le puede suministrar desde el medio la cantidad
de calor d(), pero para extraer esa cantidad de calor del sistema es necesario un
aporte de energia, que debe realizar el medio y, en consecuencia, aunque el sis-
tema vuelva a su estado inicial, el medio no vuelve al suyo, y el proceso no es
reversible.
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Se dice que un proceso es irreversible cuando no cumple las condiciones de re-
versibilidad. Como consecuencia del segundo principio de la Termodindmica se
podrd demostrar que todos los procesos reales son irreversibles,

Aislantes y conductores térmicos.
Procesos adiabaticos. Equilibrio térmico

Se dice que una pared que limita un sistema es un aislante térmico cuando por me-
dios externos no se puede provocar cambio alguno en el estado térmico del siste-
ma, salvo que se mueva la pared o actien fuerzas de accion a distancia (gravitacio-
nales o electromagnéticas). Por el contrario, los conductores térmicos permiten la
influencia térmica del medio exterior sobre el sistema que limitan,

Un sistema limitado completamente por materiales aislantes térmicos se dice
que estd aislado térmicamente, y a cualquier proceso que se realice en esas condi-
dones se le denomina proceso adiabdtico, ya que se har sin intercambio de calor.

Diremos que dos sistemas estdn en confacto térmico cuando alguna zona de la
separacién entre ambos esté formada por conductores térmicos. Dos sistemas en
contacto térmico, que no se ejercen influencia mutua alguna, se dice que estin en
equilibrio térmico.

Principio cero. Definicion de temperatura

H principio cero de la Termodindmica establece que & dos sistemas estdn en equi-
librio térmico con un tercero, estdn en equilibrio térmico entre si, Parece ser que
fue enunciado por primera vez por Helmholtz: «Cuando cada uno de dos cuerpos
estd a su vez en equilibrio con un tercero, entonces estfn en equilibrio térmico en-
tre si.» Sin embargo, su consideracién como principio y su denominacién como
principio cero se debe a Fowler y Guggenheim, en 1939, en su libro Satistical
Thermodynamics.

Si consideramos como referencia un sistema en un cierto estado de equilibrio,
odos los sistemas en equilibrio térmico con €l tendrdn una propiedad comiin, que
caracteriza el equilibrio térmico entre ellos; pues bien, a esta propiedad se le deno-
mina femperatura, Dos sistemas en equilibrio térmico tienen la misma temperatura
y, recfprocamente, una serie de sistemas con la misma temperatura estarfn en equi-
librio térmico entre si.

La temperatura es la cuarta magnitud fundamental necesaria para el desarrollo
de la Termodindmica,

Medida de la temperatura. Termémetros

Una vez definida la igualdad de temperaturas mediante el principio cero, hace falta
ahora, para poder medir temperaturas, definir cudndo un sistema tiene temperatura
doble, triple, etc., que la de otro, Como veremos posteriormente, para esto es nece-
sario estudiar la miquina térmica reversible de Canot; hasta entonces, tendremos
que ir valiéndonos de temperaturas tomadas sobre escalas arbitrarias, que se esta-
blecen segiin la variacién de alguna propiedad del sistema con la temperatura, co-
mo la dilatacién de liquidos, la variacién de presién en gases a volumen constante,
la variacién de la resistencia eléctrica, la variacién del color, etc,

Denominemos X a la propiedad elegida del sistema, variable con la temperatu-
ra . Evidentemente, es necesario que las funciones # = 0(X) y X = X(6) sean uni-
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formes y mondétonas, y conveniente que los incrementos de temperatura sean direc-
tamente proporcionales a los incrementos del valor de la magnitud considerada, es
decir, & = adX, cuya integracién da:

0=aX+b [18.1]

Para determinar las dos constantes a y b, es necesario asignar dos valores de
arbitrarios a sendos estados elegidos también arbitrariamente y cuyos valores de X
se deben determinar; para lo cual el sistema debe tener alguna propiedad que varfe
linealmente con la temperatura. Los instrumentos que, construidos sobre estas ba-
ses, se emplean para medir temperaturas se llaman fermdmefros.

La escala centigrada o de Celsius (1701-1744) toma la temperatura del hielo
fundente (mezcla de hielo y agua en equilibrio a la presién de 1 atm.) como tempe-
ratura cero, 0°C, y la temperatura de punto de ebullicién del agua a la presi6n de
una atmésfera, como temperatura 100°C. La Ecuacién [18.1] en cada uno de los
casos se escribe:

0=aX.+ b
100 = aX, + b
sistema que, resuelto, da:

100 p - 100X,
= R =)

d

y la expresion de la temperatura queda de la forma:
100

g= X—X. (X— X)

Si se despeja X puede escribirse:
X= X1+ i0)
denominédndose a & coeficiente termométrico:
Xe = Xc‘
R 100X,
Si en lugar de la propiedad X empleamos la Y, la expresién de la temperatura
serd:
100
Py (1)

Ambas escalas ! y , coincidirdn en los puntos fijos cero y cien pero, para que
coincidan a todas las temperaturas debe verificarse:

X=X r—r
X,— X Y.-7,

lo que exige que X'e Ysean propiedades proporcionales, y esto jamés sucede asf,
Incluso para una misma propiedad, diferentes cuerpos dan diferentes escalas, por
ejemplo, para la dilatacién, la del mercurio no es proporcional a la del alcohol vy,
por tanto, dos termémetros, el uno de mercurio y el otro de alcohol, basados en la
dilataci6n, indicardn exactamente igual el cero y el cien, pero en cualquier otro es-
tado de equilibrio térmico no marcardn la misma temperatura.
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P
l Tubo capilar

Bulbo de gas

Mercurio

Tubo flexible

Figura 18.1.

Las conferencias internacionales sobre pesas y medidas tomaron el acuerdo de
elegir como escala normal la centigrada, definida por un termémetro de gas a volu-
men constante y cuyo gas fuese el hidrégeno. El termémetro de gas se esquematiza
en la Figura 18.1, La rama libre A, merced al tubo flexible, puede moverse en sen-
tido vertical y conseguir que el menisco del mercurio de la rama B coincida con el
indice existente del final del tubo capilar, de esta forma, se mantiene a volumen
constante el gas encerrado en el bulbo.

La presion a la que estd el gas viene dada por la atmosférica més la cormres-
pondiente a la columna de mercurio de altura b, p = p, + pgh. La escala normal
utilizaba como gas el hidrégeno, el bulbo era de platino y su volumen de un litro,
La expresién que da la temperatura en funcién de la presién es:

B——mﬂ P [18.2]
Pioo — Po o
o su inversa:
P = pl + B6) [18.3]
siendo:
ﬁ=ﬁm—ﬁ
100,

Para medir la temperatura de un sistema, debemos introducir en €l el bulbo del
ermémetro y mover la rama libre para que el menisco del mercurio coincida con
el indice sefialado en el termémetro, esperar a que se llegue al equilibrio térmico y
hacer la lectura h, calculamos p y llevando su valor a la (18.2) se obtiene la tempe-
mtura 0, El resto del termémetro estaré a la temperatura ambiente y la distinta dila-
facién de los materiales y el mercurio puede afectar a las lecturas. Evidentemente,
éste es un termdmetro experimental, pero como tal ha sido fundamental en el desa-
mollo de la Termologfa.

m Temperatura absoluta

La Expresi6n [18.3], sacando en el segundo miembro factor comiin a f, se escribe:

p=pb(5+9)

y, haciendo el cambio de origen de temperaturas definido por:

1
T=—+0
p

mesulia ser:
1
fm”
por tanto, la temperatura T es esencialmente positiva, de aqui que se le denomine

iemperatura absoluta, y su grado, de igual tamafio que el centigrado, se simboliza
con K. La nueva escala se expresa.

T

100 100

T= ]
[ Y

h
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Gas perfecto. Ecuacion de estado.
Constante de los gases perfectos

Sometamos a un mol de un cierto gas a diferentes presiones, manteniendo siempre
fija la temperatura; el gas ocupard diferentes volimenes correspondientes a cada
una de las presiones. Si en ordenadas representamos el producto PV'y en abscisas
la presién P, los valores anteriores se situardn sobre una curva (Figura 18.2). Si la
experiencia se repite para diferentes gases, conservando la misma temperatura, ob-
tendremos distintas curvas, siendo muy importante observar cémo todas ellas, al
tender la presi6n a cero, tienden a un mismo punto sobre el eje de ordenadas. El
valor de la ordenada en el origen, comiin a todas las curvas depende tinicamente de
la temperatura del ensayo, siendo igual al producto de una constante por la tempe-
ratura absoluta a la que se realizé aquél, R7, pudiendo escribirse:

lim PV = RT
p=0

Definiremos el gas perfecto como aquel gas que para cualquier valor de la
presién verifica la ecuacion:

PV=RT
o bien para 1 moles:

PV = nRT [18.4]

Ala constante £ se le denomina constante de los gases perfectos. Su ecuacién
de dimensiones se deduce de la tltima ecuacién, resultando:

[R = MET 2K mol™!
Su valor numérico, en el sistema intemacional de unidades, es:
R=18314472(+14 x 1075 J K ! mol !

En la practica, se emplea, con frecuencia, la presién en atmésferas y el volumen en
litros, en cuyo caso el valor de K es:

R=0,082028 atm:1: K" mol ™’
Asimismo, se utiliza con frecuencia el valor:

R=1,987216 cal, mol ' K™!

m Escala de temperaturas de los gases perfectos

Realicemos con el termémetro de gas a volumen constante la siguiente experien-
cia: para una cierta masa de gas contenido en el bulbo, determinemos las presiones
P_y P, corespondientes a los puntos de congelacién y ebullicién del agua pura a
la presién de una atmdsfera. Repitamos esas determinaciones para distintas canti-
dades de gas encerradas en el bulbo y obtendremos las correspondientes parejas de
valores P,y P, Sirepresentamos en una gréfica los valores (F,/P,), en ordenadas
y P, en abscisas, resulta una curva que, para pequeifios valores de P, se hace recti-
linea (Figura 18.3). 5i en el bulbo se colocan gases distintos, las curvas que se ob-
tienen al realizar la experiencia antes descrita son distintas, pero las rectas a las

P¥

RT -(::—;—_— = —_—:—'-*':;r,_-"':

T=T, _%/ Gas 2
& Gas 3
e B pecticio
o] P
Figura 18.2.
Gas perfecto

Ecuacién de estado
del gas perfecto

F,
E Gas 1
: Gas 2
/_//// Gas 3
R L E it e
] Gas perfecto
F.
o
Figura 18.3.
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que tienden, al hacer tender la presién a cero, concurren en un punto comiin cuya
ordenada resulta valer 1,36609 + 0,00004, es decir:

P
lim (—’) = 1,36609 + 0,00004
p—0 Pﬂ' ]

y para el gas perfecto:

P
(F) = 1,36609 + 0,00004

Teniendo en cuenta la Expresién [18.4] v que el proceso se realiza a volumen
constante:
T,

—% = 1,36609 + 0,00004
7.

Si, ademds, obligamos a que la escala sea centigrada:
T, — T.=100°K

2]
resulta;
T,=1373,16 + 0,03°K y T.=1273,16 +0,03°K [18.5]

La temperatura de un sistema cualquiera se determinard obteniendo, para cada
cantidad de gas encerrada en el bulbo, la presién P correspondiente a la temperatu-
m del sistema y la presién P, correspondiente al punto de congelacién. Una vez
calculada la expresién (P/P,), = f(P,), l1a temperatura del sistema viene dada por:

P
T= T, lim (—)

P—o\P.

De acuerdo con las expresiones de [18.5], la relacién entre las temperaturas de
las escalas centigrada y absoluta es:

T"K=1t°C+ 273,16

por tanto, el cero de la escala absoluta estd a —273,16 °C,

La Conferencia Internacional de Pesas y Medidas del afio 1954 dio una nueva
definicién de escala Celsius, confirmada en 1967 y basada en determinaciones rea-
lizadas con el termémetro de gas a volumen constante, tal como se ha descrito, pe-
o tomando como temperatura de referencia la del punto friple del agua, estado en
el cnal coexisten en equilibrio las tres fases: silida, liquida y vapor de agua, lo que
slo ocurre a la presién de 4,58 mm Hg, a 1a cual se le asignd el valor 0,01 °C, de-
biendo usarse en su determinacién agua con la composicién isotépica del agua de
los océanos, La correspondencia entre las escalas Celsius y Kelvin queda estableci-
da por la relacién:

T°K = £°C + 273,15

Recientes determinaciones experimentales han obtenido que en esta escala el punto
de ebullicién del agua est4 en los 99,974 + 0,003 °C, con lo cual, la escala Celsius
deja de ser centigrada.

Ademss de las escalas Celsius y absoluta, se usan, aunque de forma cada vez
més restringida, las escalas termoméiricas de Fahrenheit y Rankine, A continua-
cidn, se presenta grificamente la comparacién de las escalas termométricas citadas.
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°C K °F R
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m Escala practica internacional de temperaturas

La dificultad de utilizar la escala de los gases perfectos hizo que se adoptase, en
1927, una Escala Prictica Internacional de Temperaturas; ésta fue revisada en
1948 y ampliada en 1968 por el Comité Internacional de Pesas y Medidas. Est4 ba-
sada en un nimero de puntos fijos facilmente reproducibles y cuyas temperaturas
tienen valores numéricos concretos que, salvo en los casos de puntos triples, co-
mesponden a estados de equilibrio a la presién de una atmdsfera.

Tabla 18.1. Fscala préctica intemacional de temperatura

Punto triple del agua ........ccovvirinninennineee. 0,01
Punto normal de fusién del cine .................. 419,58
Punto normal de fusion de la plata ................ 961,93
Punto normal de fusién del oro ............o00ee 1 064,43

La propia Escala Prictica Internacional de Temperaturas contiene normas en
cuanfo al tipo de termémetro y férmula de interpolacién a emplear en cada una de
las cuatro zonas en que se divide.

1. De0a630,74°C, Se utilizard para las medidas un termémetro de resisten-
cia de platino y la férmula para la interpolacién de temperatura serd del tipo:

R=R{(1+ AT+ BT

las constantes %, A y B se determinarin por medidas en el punto normal de ebulli-
cién del agua, punto normal de ebullicién del azufre y punto normal de fusion del-
hielo.

2, De —259,34 a 0°C. Se utilizard también un termémetro de resistencia de
platino v la férmula de interpolacién serd ahora:

R=R)J1+ AT+ BT+ C(T— 100)T%]
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determinédndose la nueva constante C a partir de una medida en el punto de ebulli-
cién normal del oxigeno.

3. De 630,74 a 1064,43°C, Se utilizard como instrumento de medida un ter-
mopar, uno de cuyos hilos serd de platino y el otro estard formado por una aleacién
de 90 por 100 de platino y 10 por 100 de sodio, La férmula de interpolacién utili-
zada en este caso serd:

E=a+bT+ cT

y las constantes &, b y ¢ se determinan por medidas en el punto 630,74°C, dado
por el termdmetro de resistencia de platino, y en los puntos de fusién de la plata y
el oro,

4. Temperaturas superiores a 1 064,43 °C, Se comparard la luminancia ener-
gética de una cualquiera de las longitudes de onda emitidas en la radiacién con la
luminancia energética para la misma longitud de onda emitida por un cuerpo negro
a la temperatura del punto normal de fusién del oro, utilizando, para la compara-
cién, la ecuacién de Planck para la radiacién del cuerpo negro:

L &
E_EQMT_]_

si 4 se expresa en metros, el valor de ¢ es 0,014388 m,

La Conferencia Internacional de Pesas y Medidas de 1989 establecié nuevas
recomendaciones para medidas a muy bajas temperaturas y puso las bases para el
desarrollo de una nueva escala, que se denominé Escala Internacional de Tempera-
turas de 1990. En ésta se establecen nuevos puntos fijos y toda una serie de reco-
mendaciones para efectuar las medidas. Una amplia informacién puede encontrarse
en www.its.90.com.



Gas perfecto

m Ley de Boyle-Mariotte

Si hacemos variar el volumen ocupado por una clerta cantidad de gas perfecto,
manteniendo constante su temperatura, el producto de la presién a la que esta so-
metido el gas por su valumen permanece constante, De forma analitica, la ley se
expresa: PV = cte. donde, de acuerdo con la ecuacién de estado [18.4], la constan-
te depende de la temperatura:

PV = nRT, [19.1]
En un diagrama P — V| la ley se representa por una familia de hipérbolas equilste-
ras, una para cada valor de T (Figura 19.1).

Tomando logaritmos en [19.1], log P + log V= cte., y en un diagrama doble-
mente logarftmico, y = log P, x = log V, se representaré por rectas de pendiente
—1 (Figura 19.2).

m Leyes de Gay-Lussac

Primera ley. A presidn constante, el volumen de una determinada cantidad de gas
perfecto es directamente proporcional a 1a temperatura, La variacién del volumen
de un gas con la temperatura, cuando se mantiene la presién constante, fue obser-
vado por primera vez por Charles, en 1787, Este comportamiento fue cuantificado,
en 1808, por el cientifico de quien tomé nombre, si bien su verdadero valor no fue
obtenido hasta 1847 por Regnault.

Estas leyes pueden demostrarse a partir de la ecuacién de estado del gas perfec-
to. Sea una cierta cantidad de gas que ocupa un volumen I} a la presién F, y tem-
peratura Ty = 273,15K. Si hacemos pasar su temperatura al valor T, para que su
presién no varfe deberd variar su volumen hasta el valor I, que ahoma calculare-
mos. En el estado inicial, la ecuacién de estado se escribe FyVy = nRT, y, en el fi-
nal, B,V = nkT, dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones:

Vv T

h T

19.1.
19.2.
19.3.
19.4.
19.5.
19.6.
19.7.

19.8.

Ley de Boyle-Mariotte
Leyes de Gay-Lussac
Volumen molar normal
Ley de Avogadro

Masa especifica o densidad
Volumen especifico

Ley de Dalton

o de las presiones parciales
Masa molecular ficticia

de una mezcla de gases
perfectos

o e

Figura 19.1.

log P

log V¥
Figura 19.2.
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Coeficiente de dilatacién

Coeficiente de aumento de presion

Vo, . T+AT_ AT\ 2
Vol i _m0+£}wm+mn [19.2]

que también puede expresarse:

V=15

7 =gAT

la variacién unitaria de volumen a presidn constante es proporcional al incremen-
io de temperatura, siendo el coeficiente de proporcionalidad:

1 1

. amas
que se denomina meficiente de dilatacidn de los gases perfectos.

Segunda ley. A valumen constante, la presién de una determinada cantidad de
gas es directamente proporcional a la femperatura, Supongamos, como en el caso
anterior, una cierta cantidad de gas que ocupa un volumen 1} a la presién P, y
emperatura T = 273,15 K. Si hacemos pasar su temperatura hasta el valor T,
manteniendo constante el volumen 1/, la presi6én pasaré a un valor P, Para el esta-
do inicial, 1a Ecuacién [19.1] se escribe Pyl = nRT, v, para el final, PV = nkT,
Dividiendo ambas entre sf resulta:

7 T T+ At Af
Fu_f: . P=F T —P0(1+?0)—P0{1+,GAQ [19.3]

que también puede expresarse;

P_PD
B

= BAT
la variacion unitaria de presion a volumen constante es proporcional a la varia-
dén de temperatura, siendo el coeficiente de proporcionalidad:

1 1
B T T, 273,15

al cual se le denomina meficiente de aumento de presicén,
Una propiedad importante de los gases perfectos es la identidad de sus coefi-
dentes de dilatacién y de aumento de presién, a = f.

m Volumen molar normal

H volumen molar normal es el volumen ocupado por un mol en condiciones nor-
males de presién y temperatura: B, = 1,01325 x 10°N-m 2y T, = 273,15 K. Es-
te volumen, deducido de la ecuacién de estado de los gases perfectos [18.4], es:

BTy 8314472 x 273,15

Vir=
Rl - 1,01325 x 10°

m® = 2,414 x 107* m* = 22,414 litros




Gas perfecto = 329

m Ley de Avogadro

En igualdad de presién y temperatura, voliimenes iguales de cualquier gas perfec-
to contlenen igual mimero de moléculas, Esta hipétesis fue emitida por Avogadro
en 1811, y también se puede enunciar diciendo: en igualdad de condiciones, un
mol de cualquier sustancia contiene siempre el mismo niimero de moléculas, ni-
mero que se denomina de Avogadro y cuyo mejor valor actualmente determinado es:

Ny = 6,02214199 x 10** moléculas/gmol
El niimero de moles puede expresarse en funcién del nimero de moléculas:

ok
H_NA

con lo cual, la ecuacién de estado puede escribirse de la forma:

N
PlV= N, RT

R
La constante & = N cociente entre la constante de los gases perfectos v el nimero
A

de Avogadro, es la constante universal de Boltzmann, cuya ecuacién de dimensio-
nes, deducida de la iltima expresién, es MI>T 2K~ !, y su valor, en unidades del
5.1, es:

k=1,3806503 x 102 J.K!
resultando con ello una nueva expresién de la ecuacién de estado del gas perfecto:
PV = NkT [19.4]

Esta ecuacién pone de manifiesto la ley de Avogadro ya que, en igualdad de pre-
si6n y temperatura, volimenes iguales de diferentes gases contienen el mismo ni-
mero de moléculas.

EJEMPLO 19.1

Calculemos para el aire contenido en una habitacién de 32 m®, a la presi6n de 1
atm y temperatura de 20 °C:

1. El mimero de moléculas.

2" El nimero de moles,

Solucion:

1. Aplicando la Expresi6n [19.4], se obtiene el nimero de moléculas:

PV 1013 x 10° 2%
= E’= W b4 Z}B,[S = 8,0]_ % 10 lmléculﬂs

2"  El nimero de moles es:

N 801 x 10%

=N, 62 x 108

= 1330,56 moles

Nimero de Avogadro

Constante de Boltzmann
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Densidad relativa

Esto también podria haberse calculado por aplicacién de la ecuacién de estado:

_PV_ 1013 x 10° x 32
" RT 83145 x 203,15

n = 1399,94 moles

La diferencia entre los resultados es debida al error de las operaciones con niime-
08 no exactos,

m Masa especifica o densidad

Se define la masa especifica o densidad como la masa por unidad de valumen, la
cual depender4 de las condiciones de presion y temperatura a las que se encuentre
el gas. En el estado normal (F,, V, Tp), la masa especifica serd po = m/l, v, en
otro estado cualquiera (P, V, T), serd p = m/ V. Eliminando m entre ambas ecuacio-
nes, resulta la relacién p = po- V/V.

Para los dos estados, las respectivas ecuaciones de estado son: FyVj, = nkT y
PV= nkT que, al dividirlas entre sf, da:

Al _T W_PhL
Y T ° V BT

Lo que permite expresar:

ol [19.5]

que nos relaciona las densidades, presiones y temperaturas de dos estados.
Se define la densidad relativa de un gas respecto a otro a igualdad de presicn
ytemperatura, como el coclente de sus masas especificas:

d=L [19.6]

il

P

La ecuaci6n de estado de m gramos de un gas de masa molecular M, que a la
presién Py temperatura T ocupan el volumen ¥, es:

m
PV=—RT 19.7
7, [19.7]

Anglogamente, nf gramos de otro gas de masa molecular M, a la misma presién P
y temperatura 7, ocupardn un volumen V', verificando:

m'
PV =_—RT
M

Las dos iltimas ecuaciones pueden escribirse, respectivamente:
PM=pRT v PM = pRT

y, al dividir miembro a miembro, resulta:

M 19.8
Y [19.8]
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es decir, la densidad relativa de dos gases es igual al coclente de sus masas mole-
culares.

m Volumen especifico

Se denomina volumen especifico al valumen correspondiente a la unidad de masa,
el cual, obviamente, serd funcién de la presién y la temperatura. La ecuacién de es-
tado [19.7], para la unidad de masa, se expresa:

E
Pb—IfT

R
en la que v es el volumen especifico. A la constante v R, se le denomina cons-  Constante del gas

tante del gas y, en funcién de ella, la ecuacién de estado para la masa unidad se
expresa:

Po=R,T [19.9]

La inversa del volumen especifico es la densidad y la ecuacién de estado tam-
bién puede expresarse:

P=pR.T [19.10]
En la Tabla 19.1 se indican los valores de R para algunos gases.
Tabla 19.1.

tereeaaiaeas

Didxido de carbono .........cov0eeen 188,92

EJEMPLO 19.2

Para el mismo enunciado del Ejemplo 19.1, determinemos:

1.° La densidad del aire.
2.° La masa de aire contenida en la habitacion.
3. La masa de una molécula de aire.

Solucidn:

1.° La aplicacién de la Expresion [19.10] nos da la densidad del aire en las con-
diciones indicadas en el enunciado;

P 1013x10°
" R:T 287 x 293,15

p = 1,204 kg/m’




33Z = Hisica general

Ley de Dalton

Fraccién molar

2. La masa de aire contenida en la habitacion es:
m= Vp=32>¢ 1,204 = 38,529 kg
3" La masa de cada molécula de aire es:

m 38,529

o O SR —26
‘H_N 801 X 105 4810 x 10" kg

m Ley de Dalton o de las presiones parciales

Consideremos una mezcla de gases perfectos contenida en un volumen /ala tem-
peratura 7, y sean 1, I, ..., los niimeros de moles de cada uno de los gases. Cada
uno de éstos ejercerd una presién, denominada presién parcial, p;, que estard dada
por su ecuacion de estado:

piV=nkT iI=12, .. [19.11]

Si estos gases no se ejercen entre si interaccién alguna, la mezcla constituird un
mevo gas ideal y verificar4:

PV=3% nkT [19.12]
Sumando las ecuaciones de [19.11]:
Y pV=Y nkT
y, al compararlo con la Ecuacidn [19.12], resulta que debe ser:
P=3%p [19.13]

lo que constituye la expresién analitica de la ley de Dalton: Ja presidn total en la
mezcla de gases perfectos, que no se ejercen entre si interaccién alguna, es igual a
Ia suma de las presiones parciales que cada gas eferceria si ocupara €l solo el vo-
limen total de la mezcla,

Dividiendo 1a Ecuacién [19.11] por la [19.12], resulta:

aeste cociente se le denomina fraccidn molar. Evidentemente, la suma de todas las
fracciones molares es igual a la unidad:

L =&

Masa molecular ficticia de una mezcla
de gases perfectos

Consideremos una mezcla de gases perfectos de masas moleculares M, M, ..., M},
que contiene m,, i, ..., M, gramos de cada uno de ellos, respectivamente. El nii-
mero total de moles de esta mezcla es:

1y
n=¥Yn=y— 19.14
20=2 ok
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La ecuacidn de estado para cada uno de estos gases perfectos se escribe:

pV=nKkT
sumando todas ellas:
L pV=1) nkT
y, al tener en cuenta las ecuaciones [19.13] y [19.14] resulta:
PV=nRT

lo que nos indica que una mezcla de gases perfectos se comporta como un gas per-
fecto cuyo niimero de moles es la suma de los correspondientes a cada uno de los
componentes,

La masa molecular ficticia de la mezcla de gases perfectos se define por la re-
lacién M = m/n, siendo m la masa total de la mezcla y pudiendo expresarse:

; 1y

I

A e R Masa molecular ficticia del aire

Calculemos la masa molecular ficticia del aire, suponiendo que esté formado por
un 78 por 100 de nitrégeno, un 32 por 100 de oxigeno y un 1 por 100 de argén:

M=

[19.15]

Solucién:
La aplicacién de la Expresién [19.15] permite obtener directamente M

78 x 28+ 21 x 32 + 139
M=

100 = 28,95 g/mol
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En el modelo de gas perfecto se consideran a las molé-
culas de tamafio despreciable, es decir, el volumen que
ellas ocupan es despreciable frente al volumen total
del gas, con lo cual disponen del volumen total para
moverse, También se considera que tlnicamente se
gjercen acciones durante el tiempo que dura el choque.
Estas condiciones sélo se dan a altas temperaturas o a
muy bajas densidades, en cuyo caso se verifica la
ecuacion de estado de los gases perfectos, Ecuacién
(18.4) o (19.4)

PV = nRT= NkT

En cualquier otra sifuacién hay que hacer dos co-
mecciones al modelo de gas perfecto, En primer lugar
hay que considerar a las moléculas con un volumen no
despreciable frente al volumen del gas, El volumen
ocupado por las moléculas serd proporcional al nime-
ro de estas, bV, de forma que el volumen que queda
disponible para su movimiento es, IV'— b, con lo cual
la ecuacién de estado se expresa

BV — bN) = nRT= NkT
que es conocida como ecuacién de estado de Clausius.

Despejando la presién se expresa
NkT kT
P: -
V-bN V b
N

Debemos ahora realizar una segunda correccidn,
que hace referencia a la accién que se ejercen las mo-
léculas entre sf. Mientras las moléculas estin en el
interior del gas, la simetria esférica hace que la resul-
tante de todas las acciones sobre una molécula sea nu-
la, pero cuando las moléculas estdn préximas a las pa-
redes del recipiente, la resultante de esas acciones trata
de llevar a la molécula hacia el interior, por lo que su
accion sobre la pared disminuye y la presién quedari
disminuida. Al fratarse de una accién gravitacional en-
tre moléculas, la citada resultante serd proporcional al
cuadrado de la densidad, es decir, de la forma a (N/ 1)
y la presién puede escribirse

— (N)’“
P=—"_a(=
v

N

Con lo cual, la ecuacién de estado para un gas real

S
e

ecuacion que se denomina de Van der Waals por haber
sido propuesta, en 1873, por Johannes van der Waals
(1837-1923), y en la que Nes el niimero total de molé-
ailas y n el nlimero total de moles.

Una expresién mds general de escribir la ecuacién
de estado de un gas real es desarrollando en serie la
presién como funcién de la densidad, lo que se conoce
como desarrollo del virial, propuesto por Clausius
(1822-1888)

NkT N =
P=—V|:I+A?+B(—l:_) -+ '":l

en la cual, A, B, ... son los coeficientes del virial, Evi-
dentemente, si nos quedamos s6lo con el primer térmi-
no del desarrollo, se obtiene la ecuacidn de estado del
gas perfecto (19.4). Al ir utilizando més términos del
desarrollo la ecuacién va representando con mayor fi-
delidad el comportamiento del gas real, Para cada gas y
para cada rango de temperaturas deben obtenerse expe-
rimentalmente los valores de los coeficientes del virial.

Es fécil expresar la ecuacién de Van der Waals en
forma virial, para ello vamos a escribirla de la siguien-
e manera

NKT : NKT -
P=————af=] =——-a(5] =
V—bN “\V L v

v,
NkT = :

Desarrollando en serie

e N s
(l—b%}) =1+b?+b2?+---










Primer principio
de la Termodinamica

En Mecénica ya hemos definido algunas formas de energfa, como la cinética y la po-
tencial, asi como el modo de calcular su valor. Ahora, ampliaremos el concepto de
energla, que podemos definir de una forma m4s general y abstracta, como Ja capaci-
dad de un sistema para producir un efecto, La energfa es una propiedad de los siste-
mas que juega un papel importante en la explicacién de las interacciones entre éstos,
es almacenada en ellos y puede transferirse de unos a otros al interactuar entre sf,

La energia de un sistema presenta dos aspectos completamente distintos: uno
corresponde a la energia mecdnica (cinética y potencial), medible macroscépica-
mente y que depende de la posicidn, velocidad y masa del sistema considerado en
su conjunto; otro, que se denomina ernergia interna, radica en el estado energético
de cada una de las particulas que componen el sistema, perteneciendo, por tanto, al
mundo microseépico; ésta no puede ser medida directamente y es necesario hacer
una formulacién macroscépica de la misma, que nos permita su célculo.

Muchas son las formas en las que un sistema puede almacenar su energfa interna:

Como energia potencial intermolecular, dependiendo de las fuerzas intermole-
culares y de la posicidn relativa de las moléculas entre sf, no pudiendo ser determi-
nada con exactitud por no conocerse ni la funcién potencial de las fuerzas intermo-
leculares, ni la posicién relativa en cada instante de las moléculas. Para gases a
muy bajas densidades, las distancias intermoleculares se hacen lo suficientemente
grandes como para poder considerar que las moléculas no interactdan entre sf; te-
nemos entonces un sistema de particulas independientes, un gas ideal. Dentro de
las fuerzas intermoleculares hemos incluido las gravitacionales v las culombianas
que se ejercen entre si las diferentes moléculas,

©
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donales externos al sistema, siendo funcién de la intensidad de éstos y de la masa
de la particula sometida a ellos,

1€

Como energla potencial elecirénica, correspondiente a los campos gravitacio-

Como energfa potencial gravitacional, debida a la accién de campos gravita-

nales y eléctricos internos que actian sobre los electrones, y hacen que éstos per-
manezcan en sus Orbitas de forma estable.

&

Como energia de traslacién molecular, que es la energfa cinética correspon-
diente al movimiento de traslacién de las moléculas dentro del sistema.

&
£

¢

Como energia de rofacién molecular, que es la energfa cinética correspondien-
te al movimiento de rotacién de las moléculas dentro del sistema.

L]

Como energia de vibracién molecular, que aparece en las moléculas cuyos dto-
mos vibran alrededor de su centro de masas.

L
Como energia cinética de traslacion electrénica, que es la energia cinética que
lleva el electrdn en su 6rbita, debida al movimiento de traslacion,
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Como energia cinética de rotacion electronica, que es la energfa cinética en el
movimiento de rotacién del electrén alrededor de un eje que pasa por su centro
(spin).

Como energia cinética de rotacion nuclear (spin nuclear), que es la energfa cinéti-
ca en el movimiento de rotacién del miicleo alrededor de un eje que pasa por su cenfro,

Como energia asociada a momentos dipolares eléctricas o magnéticos, Los
electrones recorriendo su Grbita crean dipolos magnéticos que, en presencia de un
campo magnético externo, se orientan almacenando una energfa, funcién de su mo-
mento dipolar, Anidlogamente, los Atomos neutros no tienen sus cargas eléctricas
repartidas simétricamente y constituyen un dipolo eléctrico, que se orienta en pre-
sencia de un campo eléctrico externo y, almacenando una energfa, funcién de su
momento dipolar, Estas energias tienen mucha importancia en los dieléctricos y
materiales paramagnéticos,

Como energia mdsica, puesto que, segiin veremos al estudiar Mecénica relati-
vista, toda masa m, en reposo es asiento de una energfa m, ¢,

En resumen, la energia total de un sistema, E, puede expresarse como suma de
su energia mecédnica macroscépica y su energia intema, U, microsc6pica, subdivi-
diéndose la primera en cinética £, y potencial £, y la segunda, seglin hemos indi-
cado:

E=FE+E,+U 20.1]

Evidentemente, la energfa de un sistema compuesto de otros varios es la su-
ma de las energfas de cada uno de éstos, es decir, la energfa es una propiedad ex-
tensiva,

m Trabajo

La definici6n de trabajo fue establecida en el Capitulo 8, al estudiar el trabajo me-
cénico o trabajo realizado por las fuerzas al desplazar su punto de aplicacién, y to-
do lo allf visto es de aplicaci6n general,

H trabajo, en sentido abstracto, puede definirse como uma de las formas de
intercambio energético entre sistemas: un sistema puede ceder energfa a otro reali-
zando sobre €l un trabajo; o como una de las maneras de cambiar la energia de
forma; la energfa cinética puede transformarse en potencial realizando un trabajo
contra las fuerzas gravitacionales. Las reciprocas no son ciertas, toda forma de
intercambio de energia entre sistemas no es un frabajo, ni todo cambio de forma en
la energfa es un trabajo.

El trabajo, en general, depende de la trayectoria seguida por el punto de aplica-
cién de las fuerzas, por ello, el trabajo no es una propiedad de los sistemas, ni es
algo contenido en los sistemas, linicamente se realiza cuando interactian entre sf
los sistemas, o €stos y el medio exterior, y depende del proceso seguido en la inter-
accion,

Debemos sefialar aqui el convenio de signos que se utiliza en Termodindmica,
segiin el cual, el trabajo realizado por el sistema o trabajo que produce el sistema
se considera positivo, y el trabajo realizado sobre el sistema o consumido por él se
considera negativo (Figura 20.1),

En Termodindmica, el tnico frabajo que se considera es el realizado por las
fuerzas que se ejercen el sistema y su entomno, a través de la pared limite o frabajo
exterior, No se considera nunca el frabajo interno del sistema, que es el realizado
por las fuerzas que se ejercen entre s las diferentes partes del sistema, ya que éste
no cambia la energfa total del mismo. Tal es el caso de un sistema formado por dos

Figura 20.1.
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recipientes rigidos, en uno de los cuales estd confinado un gas y en el ofro se ha
hecho el vacio. Si dejamos expansionarse libremente el gas hacia el recipiente va-
do, se realiza un trabajo interno al sistema, el gas realiza trabajo para llenar la par-
te vacfa hasta igualarse las presiones en todo el sistema, pero no hay trabajo alguno
intercambiado por el sistema con el medio exterior.

m Trabajo en el cambio de volumen de un sistema

Consideremos un gas contenido en un cilindro circular recto, cuya seccién normal
tiene un drea A, mantenido en él mediante un pistén deslizante sin rozamiento (Fi-
gura 20.2). Sien una determinada posicién es P la presién que ejerce el gas sobre
dx el pist6n, la fuerza total sobre éste serd PA y, para un desplazamiento elemental del
piston, dy, el trabajo realizado serd:

dW= PAdx

lo que, teniendo en cuenta que dV' = A dx, se escribe di¥' = PdV, y el trabajo reali-
zado al pasar de un estado de volumen V| a otro de volumen ¥, es:

&3
diW = J. Pdv [20.2]

¥

;: : Si el desplazamiento del pist6n es sumamente lento, podemos considerar que el

5 | \'\ sistema evoluciona pasando por una infinita sucesién de estados de equilibrio (pro-

! ceso cuasi-estdtico) y, en consecuencia, en todo momento se verifica la ecuacién
Ldd = PdV = dW de estado, P= AV, 7), lo que posibilita la integracién de la Ecuacién [20.2]

En un diagrama P — V presién en ordenadas y volumen en abscisas (Figura

20.2), el trabajo elemental diW = PdV, coincide con el drea elemental, y el trabajo
total serd el 4rea limitada por la curva de la transformacién P= P(1), las dos orde-
Figura 20.2. nadas de los estados inicial y final, y el eje de abscisas,

Calculemos el trabajo en algunos procesos en los cuales la integracién de
[20.2] es inmediata:

a) Proceso isécoro. Obviamente, el trabajo serd nulo, al ser dV'= 0,
E b) Proceso isébaro. En procesos a presién constante, P = P, la integraci6n
de [20.2] da para el trabajo la expresién:

Wy, = PV, — W) [20.3)

¥, dv b ¥

V

Bl e Y
[¥]

En un diagrama P — V la transformaci6n isGbara se representa por un segmen-
0 de linea recta paralelo al eje de abscisas, y el trabajo por el drea del rectdngulo
formado por la citada linea, las ordenadas correspondientes a los estados inicial y
final, y el eje de abscisas, que se ha rayado en la Figura 20.3, cuya base es 15 — V)
yaltura A,

Figura 20.3. ¢) Proceso isotermo de un gas perfecto, Teniendo en cuenta la ecuacién de
estado del gas perfecto y suponiendo que el proceso es cuasi-estético, la Expresidn
[20.2] se escribe:

Rl

(]

-

Va dV
W, = nk Fr—
12 J-VI V
y, por ser ademés el proceso isotermo, la integracién de esta dltima expresién da:

Wi, = nRTiIn —— [20.4]
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trabajo que es positivo o producido, si es V5 > V), es decir, si hay expansién, y ne-
gativo o consumido, en caso contrario,
En funcién de las presiones, puesto que es P, V|, = nRT, = P, V., se expresa:

W, = nRT,In = 20.5]

En un diagrama P— V] la transformacién isoterma de un gas perfecto es una
hipérbola equildtera y el trabajo estd expresado por el drea sombreada en la Figura 20.4,

Las transformaciones ciclicas se representan en el diagrama P — Vpor una cur-
va cerrada C. Al expansionarse el gas desde el volumen 1 al volumen 14, siguien-
do la linea C, (Figura 20.5), realiza un trabajo que estd representado por el 4rea li-
mitada por la curva C;, las ordenadas /= Ij y I'= 1%, y el eje de abscisas; éste es
un trabajo realizado por el sistema, W, Para llevar el gas desde el volumen 14 al
volumen V] siguiendo la curva G, es necesario comunicar a éste un trabajo, que
est4 representado por el drea limitada por la curva C,, las dos ordenadas V= I y
V= V., y el eje de abscisas; es un frabajo consumido por el sistema, W. En conse-
cuencia, el frabajo iitil o neto que el sistema da estd representado por el 4rea ence-
mrada por la curva C representativa del ciclo, siendo:

Wn= M‘;'_ wc

m Trabajo en un proceso irreversible

En un proceso irreversible no se verifica en todos los instantes del mismo la ecua-
cién de estado y, por ello, no se puede calcular a partir de las variables de estado el
trabajo intercambiado. Podrd hacerse mediante datos del medio exterior o admi-
tiendo alguna aproximacién al proceso. Asf, podemos calcular el trabajo producido
en la expansién libre de un gas bajo una presién exterior, P,, Sea un gas contenido
en un cilindro, ocupando un volumen V] y a una presién P, > P, Se suelta el ém-
bolo que lo mantiene confinado y el gas se expansiona de forma sibita hasta un
volumen I4, manteniéndose la presién exterior constante, P, El proceso es irrever-
sible y admitiremos que la caida de presién en el interior del cilindro es instantd-
nea, realizdndose un proceso a presién constante, P, desde un volumen I hasta
otro V. En este caso, el trabajo realizado por el gas es:

¥z ¥
W= J PdV=P, J dV=PV,— V) 20.6]
v v,

m Concepto de calor

Mediante el sentido del tacto hemos adquirido un concepto intuitivo del estado tér-
mico de un cuerpo, asf, comrientemente se dice que un cuerpo estd més o menos ca-
liente, 0 més o menos frio que otro, lo cual esti relacionado directamente con la
temperatura, pudiendo decirse que ésta es la medida del estado térmico del cuerpo.
La experiencia pone de manifiesto que dos sistemas a diferente temperatura, pues-
tos en contacto térmico, acaban en equilibrio térmico: el més caliente se enfria y el
més frio se calienta, Esto llevé a suponer la existencia de una sustancia, e caldri-
€0, que se almacena en los cuerpos y que se transmite de los de mayor a los de me-
nor temperatura.

En 1798, Benjamin Thompson, conde de Rumford, llegé a la conclusién de que
¢l calor no era una sustancia, al observar cdmo se calentaban tanto el material del

4

Figura 20.4.

Figura 20.5.
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Figura 20.6.

Figura 20.7.

Caloria

cafién, como las virutas que se desprendian en el torneado de su 4nima, producién-
dose una generacién continua de calor. En este caso, era el trabajo realizado por la
broca del torno la responsable del flujo de calor,

La primera idea de que el calor puede ser una forma de energia, parece que se
debe al ingeniero francés Séguin, en 1839, aunque, en general, se le atribuye al fi-
sico alemdn Mayer, en 1842, El primero que relaciond cuantitativamente el calor y
el trabajo fue Joule que, en 1830, establecié el equivalente mecédnico del calor, si
bien de forma poco exacta. Helmholtz, en 1847, generalizé los trabajos de Joule a
sistemas eléctricos y quimicos.

Es muy importante poner de manifiesto el caricter energético del calor; para
ello, consideremos el gas encerrado en un cilindro cuya pared lateral sea aislante
térmico, que tenga una base fija v diaterma, v la otra formada por un pistén aislan-
te y mévil sin rozamiento (Figura 20.6). Si en contacto con la base diaterma colo-
camos un cuerpo C'a mayor temperatura que el gas encerrado en el cilindro, el gas
se expansiona desplazando el émbolo y produciendo un trabajo; esta energfa em-
pleada por el gas en producir un trabajo forzosamente debe provenir del cuerpo C,
y no es un trabajo mecénico, ya que la base es fija; pues bien, definiremos el calor
como la forma de energia que se transfiere del sistema de mayor temperatura al
de menor, en virtud de su diferencia de temperaturas. Por tanto, el calor es un fe-
ndmeno de transporte, es una energfa de trinsito y no tiene sentido hablar de calor
almacenado en un cuerpo, como no lo tiene hablar de trabajo almacenado en un
cuerpo. En consecuencia, el calor no es una propiedad del sistema. El calor inter-
cambiado en un proceso depende del camino seguido durante el proceso, no es,
pues, la diferencial exacta de funcién alguna de estado.

Se ha convenido que el calor recibido por un sistema se considere como positi-
vo y el cedido, como negativo (Figura 20.7). Hay que hacer notar que la energia
electromagnética radiante por todos los cuerpos en funcién de su temperatura no
queda englobada en la definicién de calor adoptada,

m Unidades de calor

Por ser el calor una forma de la energfa, su ecuacién de dimensiones y las unidades
en que se mide son las de ésta. Asi, en el sistema internacional, la unidad de calor
es el julio.

Tradicionalmente, se ha usado como unidad de calor la caloria, definiéndola
como la cantidad de calor que es necesario comunicar a un gramo de agua pura
para elevar su temperatura de 14,5 a 15,5 °C, a la presion constante de una atmos-
#ra,

De andloga manera se definié la BTU (British Termal Unit) como ka cantidad
de calor que es necesario comunicar a una libra de agua pura para elevar su tem-
peratura de 59,5 a 60,5°F, a la presidn constante de una atmdsfera.

La equivalencia entre estas dos (ltimas unidades es:

1 B.T.U. = 1libra % 1°F = 0,4536 kg 5/9°C = 0,252 kcal

La equivalencia entre la caloria y el julio inicamente puede determinarse expe-
fimentalmente y de acuerdo con la definicién de calorfa. La experiencia debe de-
terminar la energfa por gramo de agua que es necesario suministrar a una masa de
ésta para que su temperatura pase de 14,5 a 15,5°C, a la presién constante de una
atmésfera, El factor de conversién se denomina equivalente mecdnico del calor y
se simboliza por J. De esta forma, J es un valor sujeto a los refinamientos de las
experiencias empleadas en su determinacién, y no se puede establecer con certeza
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absoluta la equivalencia entre la calorfa y el julio. Todo ello llevé a definir por
convenio la caloria internacional como miltiplo fijo del julio:

1 cal = 4,1867 julios
y, andlogamente:
1 BTU = 1055,04 julios
resultando para la equivalencia entre ambas:
1 BTU = 251,998 cal

El valor actual, recomendado para el equivalente mecénico del calor o caloria ter-
modindmica, por el Comité sobre Datos para Ciencia y Tecnologia (CODATA), en
1998, es:

1 cal = 4,18398 J

m Capacidades calorificas. Calores especificos

Si a un sistema, que inicialmente se encuentra a la temperatura T, le suministramos
una cantidad de calor AQ y sin cambiar de estado, eleva su temperatura una canti-
dad AT; se define la capacidad calorifica media del sistema, entre las temperaturas
Ty T+ AT, mediante la relaci6n:

AQ
T+AT D%
Cr AT

El limite al que tiende la expresién anterior al tender AT a cero se denomina
capacidad calorffica instantdnea o verdadera ala temperatura Ty se expresa:

AQ _dg )

C= m Ar=ar el

En general, C serd funcién de la temperatura C = (X T), ya que la curva de ca-

lentamiento también lo es, § = ¢X(T) vy, en general, serd de grado superior a uno.

Las dimensiones de la capacidad calorifica serdn las de una energfa divididas por
una temperatura, es decir;

[C] — mﬂ.j’v—iﬁ—l

La unidad para capacidades calorificas en el S.L es el julio/grado.
Se define el calor especifico como la capacidad calorifica por unidad de masa:

1 d@
= — — ) 3
g=— [20.8]
su em}aciérll de dimensiones es [c] = [>T 26~ y su unidad, en el SIL, es el
Jkgm K™
También suele utilizarse el calor molar o calor especifico molar, que es la ca-
pacidad caloriffica por mol:

o109 _Moe

== [20.9]
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siendo 1 el nimero de moles, Mla masa molecular y mlos gramos de sustancia. Su
ecuacién de dimensiones es [¢,] = MI*T *mol ™" y su unidad, en el SI, es el
Jomol 'K,

La cantidad de calor que es necesario suministrar a un sistema para que, sin
cambiar de estado, su temperatura pase de Ta T+ dT, de acuerdo con las defini-
clones anteriores, puede expresarse de cualquiera de las formas:

d@ = CdT= mcdT = ncydT

y, para un cambio desde la temperatura T a la temperatura T,:

A L T m ("
Q=J. CdT=mJ ch=_nJ. chT:A_JJ Gedl  [20.10]
T T,

Ty EH

siendo necesario conocer las funciones C = ({7, ¢ = A7) 0 ¢y = A T) para po-
der resolver la correspondiente integral, funciones que se deben determinan expe-
P rimentalmente,

Puesto que el calor no es funcién de estado, es necesario definir el camino que
sigue el sistema para pasar de la temperatura T'ala T+ dT. Si un gas ideal estd en
el estado 1, indicado en la Figura 20.8, cualquiera de los caminos 1-3, 1-4 o 1-5,
entre los infinitos posibles, le lleva a la temperatura 7'+ dT. La cantidad de calor
necesaria para la realizacién de estos caminos es diferente de uno a otro y, por tan-
to, el calor especifico es diferente en cada transformacién. Una sustancia, en con-
secuencia, tendrd un nimero infinito de calores especificos, siendo muy importan-

% v ies, y posteriormente se determinarin, los calores especificos a volumen constante
Figura 20.8 y a presidn constante, que comresponden, respectivamente, a transformaciones del
o tipo 1-3y 1-5.

m Primer principio

H primer principio de la Termodindmica constituye un principio de conservacién
de la energfa para la magnitudes calor y trabajo, que son objeto de tratamiento es-
pecial por aquélla, Podemos enunciarlo asf: durante un proceso ciclico realizado
por un sistema, la cantidad neta de calor intercambiada es igual a la cantidad ne-
ta de trabajo intercamblado, cuando ambas magnitudes se expresan en las mismas
unidades. Lo que, analiticamente, es:

ﬂgdg=cﬁdw [20.11]

debiendo extenderse la integracién curvilinea a lo largo del ciclo recorrido por el
sistema.
Consideremos dos estados, 1 y 2 (Figura 20.9) de un cierto sistema termodiné-
p mico y, partiendo del estado 1, realicemos dos ciclos que pasen por el estado 2, el
1A2D y el 1B2D. La aplicacién del primer principio a estos ciclos da:

| } d@'—l—§ d@'=§ dW+§ dW
1 2 1 2

Figura 20.9.
2 1 2 1
JG dg+ﬂ§ d9=§ dw+5ﬂ dw
1 2 1 2

[ 2¥]
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y, al restar miembro a miembro, es:
2 2 2 2
:f d@—§ d@=§ dW—§ dW
1 1 1 1

2 2
ff. (dQ) —dW) = §1 (dQ — dW)

o bien:

de lo que se deduce que la cantidad:
2

j (dQ— Wy
1

no depende de la trayectoria seguida para pasar del estado 1 al 2, sino tinicamente
de estos estados. En consecuencia, la cantidad subintegral serd una diferencial
exacta de una cierta magnitud, que es la energia total del sistema, £, verificando:

dE= d@Q — di¥ [20,12]

que es una expresion diferencial del primer principio.
Integrando esta ecuacién para una trayectoria cualquiera entre los estados 1 y

2
2 2 2
jc, dE=ﬂc, dQ—ﬂg di
1 1 1

B —E=Q,— W, [20.13]

ya que ni d) ni di¥ son diferenciales exactas. Siendo E, y E,, la energfa total del
sistema en los estados 1 y 2, respectivamente; ()5, el calor tomado por el sistema
al evolucionar del estado 1 al 2; y I#},, el trabajo producido por el sistema al pasar
del estado 1 al 2, y de acuerdo con el convenio de signos adoptado, expresa que /2
variacién de energia de un sistema es igual al calor absorbido menas el trabajo
producido por el sistema.

Diferenciando la Ecuacién [20.1]:

dE = dE.+ dEp+ dU

o bien:

y, al sustituir en la [20,12], ésta se escribe:
dQ = diW+ dU + dE + dE; [20.14]
que es una nueva expresion diferencial del primer principio y que integrada es:
Q=W+ U, -U+E,—E,+E,— E, [20.15]

ya que dU también es diferencial exacta, por serlo dF, dEy dE.
Si en el sistema en estudio no sufren variacién ni la energfa cinética ni la po-
tencial, las ecuaciones [20.14] y [20.15] se escriben:

de} = dU+ dW [20.16]

Qu=UL-U+ W, [20.17]
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por tanto, en los sistemas con las restricciones impuestas, /a cantidad neta de calor
absorbida por el sistema al evolucionar entre dos estados, es igual al trabajo pro-
dicido por el sistema en esa evolucion, mds el aumento de energla interna al pa-
sar el sistema del estado 1 al 2.

Si el tinico trabajo es el debido a las presiones, la [20.16] se escribe:

dQ= dU+ PdV [20.18]

que es la ecuacién diferencial del primer principio méis ampliamente utilizada, pero
no deben olvidarse las restricciones impuestas para su deduccién.

m Entalpia

La entalpia de un sistema es una nueva magnitud que se define mediante la rela-
cdn:

H=U+ PV [20.19]

La entalpia serd una funcién de estado, ya que es funcién uniforme de variables de
estado. Su ecuacion de dimensiones es la correspondiente a una energia, pues asi
es lade Uy la de PV, siendo sus unidades las correspondientes a ésta en los distin-
fDs sistemas.

La entalpia especifica es la entalpfa por unidad de masa, h= H/my, para la
unidad de masa, la [20.19] se escribe:

h=u+pv [20.20]

en la que u es la energia interna especifica, o energfa intema por unidad de masa,
u= U/m,y los valores de py v son también los comrespondientes a la unidad de
masa. La Ecuaci6n [20.20] también puede estar expresada por mol, en cuyo caso
fanto la entalpia como la energia interna estdn expresadas por mol, asi como los
valores de py v,

Diferenciando la [20.19] se obtiene:

dH = dU+ PdV + VdP [20.21]
que permite escribir la [20.18] de la forma:
dQ = dH — VdP [20.22]
que es una nueva expresién diferencial del primer principio.

Para procesos a presién constante, como son los que tienen lugar durante un
corto periodo de tiempo en la naturaleza, la anterior expresidn se reduce a:

dQ = dH
que, integrada entre los estados inicial y final del proceso, es:
Q. =H, — H, [20.23]

Lo que nos indica que el intercambio de calor en un proceso a presion constante
es igual a la variacidn de entalpia del sistema.
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Calores especificos a volumen constante
y a presion constante

La energfa interna especifica puede expresarse en funci6n de las variables indepen-
dientes v y T, u= u(v,]), y su diferencial es:

ou ou
= (a)ﬁ (a—rl a

lo que, llevado a la [20.18], y agrupando convenientemente, permite escribir:

o)), )

Para un proceso a volumen constante, es:

= ar).

y como a volumen constante es dg = ¢, dT, resulta:

o= @ [20.24]
n a i -l

expresion en la que  es la energia interna especifica por unidad de masa.

Para la aplicacion de esta definicién del calor especifico a volumen constante,
ademss de las limitaciones que va tiene la Ecuacién [20.18], debe permanecer
constante la composicién del sistema. Por otra parte, el calor especifico asi defini-
do es una propiedad del sistema y, como tal, de aplicacién general a procesos sean
o no a volumen constante e, incluso, sean o no cuasi-estdticos,

El calor especifico a volumen constante, solamente para procesos a volumen
constante puede expresarse G, = dq/dT.

Si la Ecuacidn [20.18] fuese la correspondiente a un mol de sustancia, la
[20.24] darfa el calor especifico molar a volumen constante, Cyy,:

ou
= (a_:r) [20.25]

Expresién en la que U es la energfa interna especifica por mol.
La entalpia especifica puede expresarse como funcién de las variables indepen-
dientes T'y p, h= Hp, T), y su diferencial total es:

oh oh
ah= (a—p) L (a—r);””

lo que, llevado a [20.22] y agrupado convenientemente, da:

- ([

Para un proceso a presién constante, es

oh
dg = (H_T)p dT
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y como a presién constante es dg = ¢, d7T; resulta:

- 2026
cP'(a:rP a9

en la que h es la entalpfa especifica o por unidad de masa, que es otra propie-
dad del estado del sistema, de aplicacién general con las limitaciones ya indicadas,
y que tinicamente en el caso de ser el proceso a presién constante puede expresar-
se por:

dg

CP=EI'

De haber escrito 1a Expresién [20.22] para un mol de sustancia, hubiéramos ob-
tenido el calor especifico molar a presién constante, €y

- f 2027
c“"'(arp B

donde 4 es la entalpfa especifica por mol.
Tabla 20.1. Calores especfficos molares a 20°C y 1 atm, en cal-mol '-°K ™

-sm:?

Aluminio (AL} .......ovvvvrnnns 582
Gt_Jl:lre T 5,85
Hierro (Fe) ..ooovvvviiniinnnn, 5,97
Plata (AZ) ..oocovveiiiiininnnns 6,09

Energia interna, entalpia y calores especificos
de los gases perfectos

Experimentalmente, en 1845, Joule comprobé que la energia interna de un gas per-
fecto era funcién tinicamente de la temperatura absoluta de éste, U= [ T), lo que
constituye la ley que lleva su nombre, Para ello, utilizé dos recipientes diatermos,
Ay B, unidos por una conduccién que tenfa una llave de paso (Figura 20.10), Ini-
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cialmente, el recipiente A estaba lleno de gas a baja presi6n, de forma que pudiera
ser considerado gas perfecto y, en el B, habia hecho el vacio. Ambos estaban su-
mergidos en un bafio de agua, con termémetros dispuestos para medir la tempera-
tura del agua, y todo ello estaba encerrado en un recinto adiabético.

Hl sistema termodinimico objeto de estudio es el conjunto de los dos recintos,
uno con el gas y el otro inicialmente vacio. Al abrir la llave de paso, el gas del re-
cinto A se expansiona y ocupa también el recinto B, disminuyendo la presién en el
gas y aumentando el volumen ocupado por él. Los termémetros no acusaron varia-
cién de temperatura del bafio, lo que indicaba que no habia intercambio de calor
entre el sistema y el medio, AQ) = 0. Tampoco habfa intercambio de trabajo, ya
que los limites del sistema eran rigidos, AW = 0. Por tanto, la aplicacién del pri-
mer principio al sistema considerado obliga a que sea AL/= 0, es decir, la energia
interna del sistema permanece invariable. Puesto que el volumen del sistema y
su presién habfan variado y tinicamente la temperatura habfa permanecido constan-
te, dedujo Joule que la energia intema de un gas perfecto era linicamente funcién
de ésta.

Analicemos la expansién del gas. El gas del recinto A realiza un trabajo para
aumentar la presién en el recinto B hasta llegar a la presién de equilibrio. Por tan-
to, el gas que queda en A se enfrfa y toma calor del agua, mientras que el gas que
pasa a B, recibe trabajo, aumenta su temperatura y cede calor al agua. Las cantida-
des de calor intercambiadas son, aproximadamente, iguales y el calor neto inter-
cambiado entre el sistema y el baifio es nulo, Si la experiencia se hace partiendo de
altas presiones en el recipiente A, se puede observar que sf existe algin intercam-
bio de calor entre el sistema y el agua, es decir, en un gas real, la energfa interna es
funcidn de la temperatura y de la presién. Cuando la presién inicial tiende a cero,
la variacién de temperatura del agua tiende también a cero y, por tanto, en un gas
perfecto la energfa interna tinicamente depende de la temperatura absoluta.

Teniendo en cuenta la ley de Joule, de la [20.24] se deduce que el calor especi-
fico a volumen constante para un gas perfecto es:

Gh =i £ [20.28]
dr
ecuacién en la cual U es la energfa interna por unidad de masa de gas perfecto. Si u
fuese la energia interna por mol de gas perfecto, hubiéramos obtenido el calor es-
pecifico molar del gas perfecto a volumen constante, ¢fy, .
La entalpfa de un gas perfecto, de acuerdo con la ecuacién de estado, se es-
cribe:

H= U7+ PV=UT + nRT= HT) [20.29]
y, por tanto, también es funcion inicamente de la temperatura absoluta del gas per-

fecto. Teniendo esto en cuenta, de la [20.26] se deduce que el calor especifico por
unidad de masa a presién constante para un gas perfecto es:

ot =— [20.30]

férmula en la que 4 es la entalpia por unidad de masa de gas perfecto. Si /1 hubiera
sido la entalpia por mol de gas perfecto, hubiéramos obtenido el calor especifico
molar del gas perfecto a presion constante, Cj,

' Para simbolizar que los calores especificos corresponden a gases perfectos utilizamos como su-
praindice un asterisco,

Adslanie érmico

Agua

Figura 20.10.
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Los calores especificos son una propiedad de estado y, por tanto, los valores
dados por [20.28] y [20.30] son vélidos tanto si el proceso es o no a volumen cons-
fante, como si es 0 no a presién constante. Hay que sefialar que el calor especifico
a volumen constante, inicamente en un proceso a volumen constante, se puede

exXpresar por:
d\
cr= ar [20.31]

y andlogamente, el calor especifico a presién constante, inicamente en los proce-
sos a presidén constante, puede expresarse por

o = ("'_0) 2032)
dar/,
que para un mol se expresan

_ (4 _ [ >
Cﬁ_(dﬁ")a y cﬁp—(dT)P [20.33]

Por tanto, el calor intercambiado en un proceso a volumen constante es

Qn=n J. cle dT [20.34]

y para un proceso a presién constante
G=n J.ch,di" [20.35]
Si los calores especificos molares se mantienen constantes durante el proceso son
Go=nciy(h—T1) vy Qu=nc(h—-T1) [20.36]
los calores intercambiados en procesos a volumen constante y a presién constante,

espectivamente.

Resulta evidente, de 1a ley de Joule y de la [20,29], que las lineas isotermas en
un diagrama p-v para un gas perfecto, serin también lineas de energfa intema cons-
tante y de entalpfa constante, de aquf que también de las denomine isentdlpicas.

La variacién de la energfa intema por unidad de masa en un gas perfecto se
obtiene integrando la Ecuacién [20.28]:

h— = jc;*d?" [20.37]

que, en caso de procesos en los cuales pueda considerarse constante ¢, la integra-
don es inmediata:
b—th=ch—- 1) [20.38]

La variacién de entalpfa por unidad de masa se obtiene integrando la [20.30]:
hh—h= jc;dT [20.39]

que, para procesos en los cuales ¢} sea conslante, es:

h-—h=c(L~-T) [20.40]
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Andlogamente, para un mol de gas perfecto seréin:
!&=!&=J.cﬁ,d?’ y b;_—h1=J.CﬁJdeT [20.41]

La determinacién de las variaciones de energia intema o de entalpia de un gas
perfecto hace necesario conocer sus calores especificos en funcién de la temperatu-
ra, para poder proceder a la integracién de las expresiones [20.34], [20.35],
[20.37], [20.39] o [20.41]. Varios autores: Spencer, Justine, Flanagan, Chipman,
Fontana, Sweigert y Beardsley, han propuesto unas férmulas empfricas que dan el
valor del calor especifico molar a presién constante en funcién de la temperatura
absoluta. Las citamos en la Tabla 20.2,

Tabla 20.2. Calor especifico molar a presién constante de algunos gases

SRR EERa s b, cj¢=941 ~3470 1 + 1t6. m*r‘
OXIZENO ..vvvvveeievernnn Cpp= 11,515 =173 T2 4+ 1530 T
Vapor de agua ............. Cp = 19,86 — 597 TS T !

La ley de Mayer relaciona los calores especificos molares a presién constante y a
volumen constante para un gas perfecto. Para su deduccién, utilizaremos la defini-
cién de la entalpia especifica molar de gas perfecto:

KD =D + po = uT) + RT
Si derivamos esta ecuacién respecto a T, resulta:

dh du

deTR

y, teniendo en cuenta las [20.28] y [20.30], se escribe:
Clp=Cip T &
o bien:
lo—clp=K [20.42]

que es la conocida ley de Mayer: Ia diferencia entre las calores especificos mola-
res a presion y a volumen constante de un gas perfecto es igual al valor de la
constante universal de los mismos.
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Energia interna y entalpia en una transformacioén
de un gas ideal

Se define el coeficiente adiabdtico de un gas perfecto como el coclente entre los
valores de sus calores especificas molares a presidn constante y a volumen cons-
tante:

ity

y = [20.43]
*
Cu

Cuando este coeficiente es una constante, independiente de la temperatura, se dice
que el gas se comporta como ideal.

De acuerdo con la ley de Mayer, siempre es cjy, > ¢j, y, por tanto, siempre es
r>1,

Los calores especificos molares de un gas ideal pueden expresarse en funcién
de las constantes Ky 7, utilizando las expresiones [20.42] y [20.43). Para ello, des-
pejemos Gy, de [20.43] y sustituyamos su valor en [20.42], obteniendo:

el — Gl =R
de donde:

R R
il =R Cgﬁp—m [20.44]

La variacién de la energfa interna molar para un gas ideal también puede ex-
presarse en funcién de las citadas constantes, ya que:

1 _
I&—M—RJ—?_IJT [20.45]
y, puesto que 7 es constante, la integracién da:
R _ _
Uz‘£-’1=?T1(T£— ) [20.46]

Andlogamente, la variacion de la entalpfa molar se expresa:

}32__&'=3J.£—1.ﬂ' [20.47)
aiya integracidn da:
¥
h— by =R?T1{E— ) =p—w [20.48]
P - - - - - -
Aplicacion del primer principio
i : a sistemas cerrados
Proceso a volumen constante (isécoro). Consideremos un gas perfecto encerrado
[, — 2 en un recipiente rigido, de volumen constante V' (Figura 20.11). El estado de equi-
: librio inicial, estado 1, debe estar determinado por tres de los cuatro pardmetros V,
0 IF’u = F,, T) y n, pues el cuarto se obtiene de la ecuacién de estado:

Figura 20.11. B V=nRT



Primer principio de la Termodindmica = 353

H trabajo intercambiado con el medio exterior durante el proceso 1-2 es nulo,
ya que la vasija es rigida. Por tanto, el primer principio se expresa:

dQ = dU
y su integracién da:
=0 U

Para hacer evolucionar el sistema debemos intercambiar calor con él, calor que
empleard en modificar su energfa interna y, con ello, su temperatura y su presion,
En el diagrama P-V el proceso se representa por un segmento normal al eje de los
volimenes (Figura 20.11),

Del estado final, estado 2, conocemos dos coordenadas, su volumen V'y el ni-
mero de moles 1, ya que el sistema es cerrado. Las otras dos coordenadas est4n re-
lacionadas por la ecuacién de estado:

P,V=nRT,

de forma que, si es conocida una de ellas, queda determinada la otra.
La cantidad de calor intercambiado en el proceso 1-2 debe verificar 1a relacién:

Tl
Qn = nj cth dT [20.49]

Ty

que relaciona la cantidad de calor intercambiada con las temperaturas de los esta-
dos inicial y final, y para cuya integracién es necesario conocer g, = (7). Si el
calor especifico molar permanece constante durante el proceso, la integracién es
inmediata y da:
@, = nefy(T, — 1)
La presidn en el estado final se calcula a partir de la ecuacién de estado.
Al suministrar calor a un sélido o a un liquido, la variacién de volumen que ex-

perimentan éstos es muy pequefia y, pricticamente, todo el calor suministrado se
emplea en aumentar su energfa interna, elevando su temperatura.

Una vasija rigida, de volumen V= 8,51, contiene 1 mol de gas perfecto a la pre-
si6n de 3 atm. Se le suministra la cantidad de calor {) = 228 cal. Admitiendo que
el calor especifico molar a volumen constante se mantiene constante durante el
proceso y su valor es ¢, = 3,8 cal -molg 'K ', determinemos la temperatura
y la presién en el estado final.

Solucion:
La temperatura inicial es:

_3x85
17 0,082

La temperatura final se obtiene aplicando la Ecuacién [20.49]:

=311K

T
228 = J 3,8dT=38(T —311)
311
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Figura 20.12.

[

[S¥]

— -
-1

de donde:
,=371K
La presi6n final serd:
0,082 x 371
P2 = T = 3,6 atm,

Proceso a presion constante (isobaro). Consideremos un gas perfecto contenido
en un cilindro y mantenido a presi6n constante, P;, mediante un pistén mévil sin
mzamiento (Figura 20,12), El estado inicial queda definido por tres de las varia-
bles Vi, B, T y n, y la cuarta se determina mediante la ecuacién de estado. Ahora,
el sistema puede intercambiar con el medio calor y también trabajo.

Al suministrar al gas una cantidad de calor §),,, se expansionari, pasando del
volumen V] al 14, manteniendo la presién constante. En el diagrama P-Vel proce-
s0 estd representado por un segmento normal al eje de las presiones (Figura 20.12),

H trabajo producido en esta expansién a presién constante es:

W= P(la— W) =nRT, - T)) [20.50]

la segunda igualdad se escribe por aplicacién de la ecuacién de estado.

La varacion de energfa intema, por fratarse de un gas perfecto, estd dada por la
primera de [20.41] y admitiendo que el calor especifico molar se mantiene cons-
tante:

U,— U, = ney(T, — T) [2051]

El calor intercambiado en el proceso, por ser éste a presién constante, estd dado
por la [20.35] v si el calor especifico molar es constante, por la segunda [20.36]:

Q2= noy(h — Th) [20.52]
La aplicaci6n del primer principio da:
Qu=UL—-U+P(V,-V)=H - H [20.53]

Por tanto, del calor suministrado al sistema una parte se emplea en producir trabajo
y otra en aumentar la energfa interna del gas, v es igual a la variacién de entalpfa
que experimenta el gas.
El volumen y la temperatura del estado final estén relacionados por la ecuacién
de estado:
PV, = nRT,

Un mol de gas perfecto se mantiene en el interior de un cilindro a presién cons-
tante, P = 3 atm., mediante un émbolo mévil sin rozamiento. El volumen inicial
es de I/} = 8,5 1. Se le suministra la cantidad de calor §) = 228 cal, manteniendo
la presién constante, Admitiendo que el calor especifico molar a presién constante
se mantiene constante durante el proceso, con valor ¢fy, = 5,8 cal-molg - K™,
determinemos: las temperaturas inicial y final del gas, ef volumen final, el trabajo
realizado por el gas y el aumento de su energfa interna,
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Solucidn:
La temperatura inicial es:
_3x85

1= o082 MK

La temperatura final se obtiene por aplicacién de la Ecuacién [20.32] v, por
ser constante el calor especifico molar, directamente de la [20.52]:

TE-
28 = J. 5,8dT=58(T, — 311)
311

de donde;
T =3503K
El volumen final es:

0,082028 = 350,3
p ) 3

=9,5781

El trabajo realizado por el gas es:
W= P(l, — 1) =309,578 — 8,5) = 3,234 atm. |

Es conveniente expresar este resultado en calorfas o, mejor atin, en julios, Pa-
m ello, es suficiente fener en cuenta que:

R = 1987216 cal -mol ~!- K~ ! = 0,082028 atm-1-mol ' K!
Con lo cual, resulta;

1987216

0082028 = 78,347 cal

W=3234.

y, teniendo en cuenta que es 1 cal = 4,18398 J, resulta:
W = 78,347 cal x 4,18398 J.cal ! = 327,806 )
La variacién de energfa interna del gas es:
U,— U =Q— W= 228 — 78347 = 149,653 cal
Que también podria haberse obtenido directamente:
U — Uy = nee (T, — Ty) = 3,812784 x 39,3 = 149,84 cal

Proceso a temperalura constante (isolermw). Si un gas perfecto se somete a
un proceso isotermo, la representacién de éste en un diagrama P-1/es una hipérbo-
la equildtera (Figura 20.13), cuya ecuacidn estd dada por la de estado del gas per-
fecto, particularizada para la temperatura a la que se realiza el proceso:

PV = nRT, = cte.

La energia interna del gas debe permanecer constante, puesto que lnicamente
es funcién de la temperatura v ésta permanece constante; por tanto, serd dU= 0,
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1

Figura 20.13.

En consecuencia, la aplicacién a este proceso del primer principio da d@} = dW,
cuya integracién es ¢}, = W,. Es decir, todo el calor suministrado al sistema es
empleado por éste en producir trabajo.

H estado inicial del sistema queda definido por las variables P;, Vj, T} y n, re-
lacionadas entre sf por la ecuacién de estado,

Del estado final se conocen la temperatura y el niimero de moles, y son incég-
nifas la presién y el volumen. Conocida una de estas dos, la otra se obtiene de la
ecuacidn de estado para el estado final.

Si a partir de un estado inicial conocido, le comunicamos al sistema la cantidad
de calor @), mediante un proceso isotermo cuasiestdtico, veamos a qué estado final
se llega. Para ello, integremos la ecuacién que expresa el primer principio:

d@ = PdV
% dV 2
¢h> = nkT . e nkTi1n ﬁ [20.54]
de donde:
B Qo
Vi nRT;
y tomando antineperianos resulta:
G
V, = V,e®T [20.55]

Puesto que a temperatura constante los volimenes son inversamente proporcio-
nales a las presiones:

P_h
P,
resulta ser la presién final:
=G

EJEMPLO 20.3

Un mol de gas perfecto esti contenido en un cilindro, una de cuyas bases puede
desplazarse sin rozamiento; ocupa un volumen inicial de 8 1a la presién de 3 atm.
Se le suministra la cantidad de calor () = 228 cal y el sistema realiza un proceso
isotermo, Determinemos: la temperatura inicial del gas, el volumen y la presién
finales y, como comprobacidn, el trabajo realizado por el gas.

Solucién:
La temperatura inicial es:
Pilli_ 3x85

i = F ~ooso0as ~ J108TK

H volumen final se obtiene de la Ecuacién [20.54]:;

gy
208 = 1,987216 x 31087 | —
o T
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de donde:

0,3600725 =1 E
sl “(8.5)

y, tomando antineperianos es:

v
1,4463925 = é y Vp=122943361

La presién final seré:
v
P, = P, -1 =2074 aim
v

Hl trabajo realizado por el gas debe ser igual al calor absorbido:
W= 228 cal = 953,947 ]
que, como comprobacién, puede calcularse mediante:

T 12,294336
W= 1987216 x 310,87 — = 617,7661n ————— = 228 cal
85 v 8,5

Proceso sin intercambio de calor (adiabdtico). Por ser dg) = 0, la aplicacién del
primer principio da:
dli+ diW=0 [20,57]
e, integrando a lo largo de la curva representativa del proceso es:
Uy-U=W, [20.58]

lo que nos dice que el trabajo producido (consumido) por el sistema es igual a la
disminucién (aumento) de su energfa intemna.

Para un proceso adiabdtico reversible de un gas ideal, cuando las tnicas fuerzas
que producen trabajo son las debidas a las presiones, la [20.57], teniendo en cuenta
la [20,28], se escribe:

dv
i dT= —PdV= _RT_V

o de la forma:
dT R dV

aF_ EA L il
7= v 4Py

siendo 7 = €34/, €l coeficiente adiabatico. La integracion entre los estados ini-
cial y final del proceso da:

¥

W

1§— 1 —)1
ni”,_( 7)1n

es decir;

T B\ T
f=(ﬁ) [20,59]
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Figura 20.14.

expresién que relaciona volliimenes y temperaturas de los estados inicial y final, y
que puede transformarse de la siguiente manera:

L_ (AL~
T \RT
5_

P, 1—v/y
= (Fz) [20.60]

expresién que nos relaciona presiones y temperaturas de los estados inicial y final.
De esta tltima y de la [20.59] se establece:

(@ =G " e @)-G)

PV} =PV} =PV [2061]

deduciéndose:

es decir:

Las Ecuaciones [20.59], [20.60] y [20.61] son las que relacionan las variables
de estado en los procesos adiabdticos de los gases ideales, y la (ltima de ellas es la
ecuacién de la curva que representa la transformaci6n en el diagrama P-V, la cual
es de la forma indicada en la Figura 20.14,

Conocido el estado inicial del gas, basta conocer una de las coordenadas del es-
tado final para que éste quede determinado.

Si es conocido 14, la Ecuacién [20.61] nos da B;:

| TAY
el
2

=1
=1 (7)

Si es conocido P, de la [20.61] se obtiene V5;

lb=W (F)

P (=7
n=1.(3)

Finalmente, si la variable conocida es T, de la [20.59] se calcula V%:

TAL=7
()

A1
en ()

y la Ecuacién [20.59] nos da T5:

y de la [20.60] se calcula T:

yde la [20.60] se calcula P:

I
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En todos los casos las coordenadas del estado final deben verificar la ecuacion de
estado:
PV, = nRT,

Puesto que siempre es 7 > 1, serd 1 — 7 < 0y la [20.59] se escribir4:

et
5= (5)

Si el gas se ha expansionado, es decir, sies 15 > I/, serd Vi/l <1y T, < T;. En
consecuencia, toda expansién adiabdtica conlleva un enfriamiento del gas, lo que
comporta una disminucién de su energia interna, De acuerdo con [20,58], la dismi-
nucién de energfa iniema aparece en forma de trabajo realizado por el gas al ex-
pansionarse,

El trabajo realizado por el gas en una expansién adiabética puede calcularse di-
rectamente por aplicacién de [20.2] o calculando la variacién de su energia interna
mediante [20.46]. De la primera forma, el trabajo debido a las presiones, al tener
en cuenta la [20.61], se expresa:

v v,
wu=J Pdv=j & v
v, e W

cuya integracién da:
C C
Wi g T [ 1 =1—_?(Vz_” =

que, volviendo a tener en cuenta la [20.61], se escribe:

BV, — P} nk
W, = 22 i_?l 1=1_

(5 1) [20.62]
¥

Por el segundo procedimiento, el cdlculo resulta més sencillo, pues la [20.46] per-
mite escribir:

nR
W= —(lh—U) = —ncij(B — 1) =1—_?(T£— 1)
Un mol de gas perfecto ocupa un volumen de 8,51 a la presién de 3 atm y se ex-
pansiona de forma adiabética reversible hasta la presién de 1 atm. Sabiendo que

su coeficiente adiabdtico es y = 1,4, determinemos: la temperatura inicial del gas,
el volumen y la temperatura final del gas, y el trabajo producido en la expansién,

Solucion:
La temperatura inicial es:

_PVi_3%85

55 "~ 0,082028

= 310,87 K

E volumen final ser4:

P\
V=1, (—) =8,5x3"4=18631
B
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La temperatura final puede obtenerse de la ecuacién de estado BV, = nRT.:

o 18’63—227121{
27 0082028 7

H trabajo producido en la expansién es igual a la disminucién de su energfa
interna:

nk 1,987216
W,=U—-U= P (L—-T)= ey 227,12 — 310,87) = 416,073 cal =

— —0,

= 1740,843 ]

Proceso politrépico. Un proceso politrépico es un proceso reversible que puede
producirse con o sin intercambio de calor y que obedece a una ecuacién similar a
la del proceso adiabdtico P- V™ = cte., en la que m es el indice politrépico, el cual
puede tomar valores enteros positivos o negativos.,

El trabajo debido a las presiones se calcula de forma completamente anéloga al
cilculo directo realizado para el proceso adiabéfico, simplemente, ahora es m lo
que allf era 7. Por tanto, es:

nk
L S

Igualmente, se verificardn relaciones andlogas a las [20.59] y [20.60], que son,

respectivamente:
E_ E 1—m E_ i(l—m};m
T W 1R \B

Posicién relativa de isotermas y adiabdticas. Un proceso isotermo de un gas
perfecto tiene por ecuacién PV = cte, Si diferenciamos esta ecuacién:

PdV+ VdP=0

y la pendiente de la curva representativa en el diagrama P-V/ del proceso isoter-
mo es:

dP P

av- v
Un proceso adiabético de un gas ideal tiene por ecuacién PV7? = cte, Diferen-
cando esta ecuacién y simplificando, resulta:

VdP+ yPdV =0

y la pendiente de la curva representativa en el diagrama P-V del proceso adiab4-
tico es:

dP 2

av. 'y

lsoterma

En ambos casos, la pendiente es negativa y, puesto que es y > 1, la pendiente
de la adiab4tica en un punto es mayor en valor absoluto que la pendiente de la iso-
: terma en ese punto. Por tanto, la posici6n relativa de la isoterma y la adiabética es
ot la indicada en la Figura 20.15.

Adiabatica




Primer principio de la Termodindmica = 361

EJEMPLO 20.5

Un mol de aire, en condiciones normales, se comprime de forma reversible e iso-
terma hasta reducir su volumen a la mitad. Luego, se expande por via adiabética,
también de forma reversible, hasta la presidn inicial (Figura 20.16). Admitiendo
que el aire se comporta como gas ideal de y = 1,4, hallemos:

a) H trabajo consumido, producido y neto alo largo del proceso.

b) H calor intercambiado entre el gas y el medio,

¢) Las variaciones de su energfa interna.

d) La temperatura final,

Solucién:

En condiciones normales, P= 1 atm y T = 273,15 K, un mol de aire, supuesto
gas perfecto, ocupa un volumen /= 22,406 1. Desde este estado inicial se le
comprime de forma isoterma hasta un volumen mitad, por lo que se verificara:

|4
1XV—P’2XE

de donde:
P, =2atm

Ahora, se expansiona de forma adiab4tica hasta P; = 1 atm. El volumen fi-
nal, de acuerdo con [20.61], es:

1.4
2)((%) =] % V;“"

de donde:
5 = 11,203 x 214 = 18 38 |

a) H trabajo consumido en la compresién isoterma, de acuerdo con [20.5], es:

Py

Wio = RT{In - = 8314472 X 273,15 X In0,5 = —1574,205 J
2

El trabajo producido en la expansién adiabdtica, aplicando la primera [20.62],
es:
_Pi— BV, 1 %1838 —2x 11,203

%
= 1—7 —04

= 10,065 atm-1 = 1020,20

El trabajo neto es W= W}, — W53 = 554,005 J consumidos.
b) Enlaisoterma se verifica dlJ = 0 y el primer principio se expresa d@ = di¥,
cuya integracién da:

calor cedido por el aire al medio ambiente,
En la adiabdtica, por propia definicién es d@ = 0, no hay intercambio de
calor,

0

N

Figura 20.16.
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Figura 20.17.

¢) En laisoterma, por ser dUJ = 0, no hay variacién de energia interna U, = U,.
En la adiabdtica, aplicando [20.58]:

U~ U= —W,=—-102020]
la energia interna disminuye.
d) La temperatura en el estado final se obtiene de la ecnacidn de estado:

P13 = nRT;
de donde:
T, = 22407 K

EJEMPLO 20.6

Un cilindro cuya superficie lateral estd formada por un material aislante térmico
tiene una base rigida permeable al calor siendo la otra base un émbolo mévil sin
rozamiento y aislante térmico (Figura 20.17). Su interior estd dividido en dos zo-
nas mediante una pared aislante que puede desplazarse sin rozamiento, mante-
niéndose paralela a si misma. En el instante inicial, los voliimenes de las dos zo-
nas son iguales, I = 61, y el conjunto est4 en equilibrio, En la zona B, hay 0,3
moles de un gas perfecto, que se mantiene en equilibrio térmico con el exterior a
la temperatura de 27 °C, En la zona A, hay 0,2 moles de un gas ideal, cuyo coefi-
ciente adiabdtico es y = 5/3. Determinemos:

1.° La presi6n inicial en la zona B,
2,° La presién y temperatura iniciales en la zona A,
Se procede a comprimir muy lentamente la base exterior de la zona A hasta
reducir el volumen de ésta a la mitad del inicial. Determinemos:
3.° La temperatura y presién finales en la zona A.
4° La temperatura, presién y volumen finales en la zona B.
5.° El calor cedido al medio a través de la base permeable de la zona B.

6.° La energia total suministrada al sistema durante el proceso de compresién
de la base exterior mévil de la zona A.

Solucién:

1.° La ecuacién de estado se expresa: Pz X 6 =0,3 x 0,082 x 300, de donde:
P g= 123 atm,

2° FEl equilibrio mecénico es P, = P,z= 1,23 atm, y la ecuacién de estado

permite obtener T, 123 X 6 =02x0082x T,, y T,,=450 K.

3° En el estado final el volumen de A se ha reducido a la mitad, 15, =31,
H proceso que sufre el gas en el recinto A es adiabdtico y la [20.59] permite ob-
ener T, 4

T Vo=t 1y—2/3
224 _ [ 24 T, =450 x | = / =450 x 2*# ="T1433 K
Tia \Wa 2
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La ecuacién de estado nos permite calcular la presi6n final en A:
Py x3=02x0082 x71433 ; P, =39 atm

4° El equilibrio térmico con el medio exterior nos da T,z = 300 K y el equili-

brio mecénico en el estado final es Pog = Po4 = 3,9 atm, La ecuacién de estado

permite calcular Vg: Vg% 39 =103 x 0082 x 300y V,5= 1,8923 1,

5.° El gas en B sufre una transformacién isoterma, por tanto dU= 0y el primer
principio se expresa:

1,8923

|14
Q= W12=11£ﬂn—25={]’3 % 2 % 3001n

= —207,714 cal
Vig

6.° Laenergfa £'suministrada al gas A se emplea en aumentar la energia interna
de éste y en realizar un trabajo sobre el B, £'= U,,, + Wj. El trabajo realizado
sobre el B no cambia la energifa interna de éste, pues se mantiene a temperatura
constante, y tampoco se realiza sobre €l un trabajo, ya que el recipiente es rigido,
luego todo el trabajo comunicado es cedido al exterior en forma de calor,
W, = &), Por tanto,

E= Uas+ les

La variacién de energia interna en A es Uy, 4 = ncfi (T4 — T, . Utilizando la
primera [20.44], obtenemos cifs = 3 y, con ello, Uj;4 = 158,598 cal, resultando:

E'=158,598 + 207,214 = 366,312 cal = 1532,28 J

Temperatura atmosférica con la altitud (atmdsfera adiabdtica). La variacion de
la presién atmosférica con la altitud es de la forma dP = — pgdz La densidad del
aire, admitiendo que se comporta como gas perfecto, puede expresarse mediante la
[19.10], p = P(RD) ' y, con ello, dP= — g R;T) ' dz, que puede expresarse
de la forma:

d—§= —%'I“‘dz [20.63]

Si el aire se comporta de forma adiabdtica, la temperatura y la presién est4n re-
lacionadas por:

T=CPo~ o p=Cri!

Hallando la diferencial de esta idltima expresion,

dP= c—— pr-1dr
y—1
y, dividiendo ésta por la anterior,
dP 7 ;
B rdr

Igualando ésta con la [20.63], resulta:
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cuya integracién desde z = %, a cuya altura le corresponde la temperatura T;, hasta
Ia altitud z en la cual la temperatura es T, se obtiene:

= E—%li(z—%) [20.64]

Tomando para el aire seco los valores y = 142, K, = 287 y g = 9,8, resulta:
T=T,— 00101(z— 2) [20.65]

Por tanto, por cada 100 metros de ascenso la temperatura debe disminuir un grado.
En el aire hiimedo el descenso es menor, pudiendo establecerse éste entre 0,5 y
0,7 °C por cada 100 metros de elevacién,

m Temperatura en la capa superior de la troposfera

La troposfera es la capa de la atmdsfera en contacto con la superficie terrestre. Su
altura es variable, pudiendo establecerse que sobre los polos es de unos 8 km y
sobre el ecuador, de unos 16 km (Figura 20.18). Si la temperatura en el polo es de
253 K y en el ecuador de 390 K, hallemos las temperaturas en la capa superior de
la troposfera:

1. Sobre el polo.
2° Sobre el ecuador.

Soluciéon:

Tomando para el aire himedo un descenso de 0,7 °C por cada 100 metros de ele-
vacién, la [20.65] se expresa: T= T, — 0,007(z — ).

1. La temperatura de la capa superior de la troposfera sobre el polo es:
T,=1253 — 0,007 x 8000 =253 — 56 =197 K= —76°C
2.° La temperatura de la capa superior de la troposfera sobre el ecuador es:
T, =290 — 0,007 x 16000 =290 — 112 =178 K= —95°C

Ecuador

Figura 20.18.
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Nacié en Massachussets, en 1973, en la localidad de
Vobum, Durante la Guerra de Independencia America-
na se alié con los britédnicos vy, al final de ella, se tras-
ladé a Europa. El gobemador de Baviera, temeroso de
la propagacién de la Revolucién Francesa, mandé for-
tificar las fronteras y le encargd la supervisién en la
construccién de los cafiones, Benjamin Thompson ob-
servo que en el torneado del dnima de los cafiones se
producfa gran cantidad de calor, pues se aumentaba la
temperatura del cafién, de las virutas y de la propia he-
mamienta de torneado. La produccion de calor se hacfa
de forma continua, de manera que no parecia verificar
el principio de conservacién y si, més bien, parecia el
resultado del trabajo realizado por las fuerzas de roza-

miento en el proceso de tomeado. Descarté la teoria
del caldrico, ya que la produccién del calor parecia no
tener l{mites, con lo cual no podia ser una sustancia
material. Traté de relacionar el trabajo realizado y el
calor producido, pero sus experiencias fueron poco
precisas, aunque servirfan de motivacién a Joule,
quien, posteriormente, obtuvo el equivalente mecénico
del calor. En 1972 fue nombrado conde de Rumford.
En 1799 fundé la Royal Society en Londres y creé dos
medallas para premiar los descubrimientos cientificos
pero, transcurridos seis afios, nadie se habfa presentado
al premio, lo que motivé que se presentard él mismo,
siendo el primer receptor de la medalla por €l creada,
Murié en 1814,

La energia puede definirse de forma muy general co-
mo foda causa capaz de producir un efecto. Etimol6-
gicamente la palabra energfa proviene de la palabra
griega evepyeLs,

El funcionamiento de la naturaleza se realiza de
acuerdo con el principio de conservaci6n de la energia:
la energia ni se crea ni se destruye, solamente se
transforma,

La energia es producida por diferentes fuentes, que
pueden clasificarse en primarias, cuando no tienen su
origen en otras y secundarias, cuando provienen de
otra fuente de energia. Las fuentes primarias de ener-
gia iinicamente son: la energfa solar, la nuclear, la de-
bida a las mareas y la geotérmica.

También las fuentes de energfa pueden ser clasifi-
cadas en renovables y no renovables. Si la fuente de
energfa no genera energfa a un ritmo igual o superior
al de su consumo, la fuente se dice que no es renova-
ble; por el contrario, si la produccién de energfa se ha-
o2 a un ritmo igual o superior al de su consumo, la
fuente se dice que es renovable. Como fuentes no re-
novables debemos considerar a los combustibles fdsi-
Ies, a la energia nucleary a la geotérmica, si bien en
estas dos iiltimas es posible su uso por un tiempo muy

grande sin peligro de que las fuentes se agoten. Las
tnicas fuentes de energfa renovable son el Sol y las
mareas, e incluso aquél tiene su vida limitada, aunque
s estima en més de cuatro millones de afios. La ener-
gla solar puede usarse de forma directa, es decir, como
fuente primaria, o de forma indirecta, mediante fuentes
secundarias, como se indica a continuacién

ENERGIA sOLAR: Directa: Fototérmica
Fotovoltaica
Indirecta: Hidriulica
Eolica
Biomasa
Olas
Gradientes térmicos
Los combustibles fosiles, fuentes de energia no re-
novable, tienen su origen remoto en la energia solar,
ciya absorcién por las plantas fotosintéticas dio lugar
a grandes bosques. La acumulacién de estos y otros
materiales orgdnicos, como animales, plantas acudti-
cas, algas y esporas, durante millones de afos, bajo
capas de tierra, a altas presiones y temperaturas, die-
on lugar, mediante lentos procesos de descomposicién
por microorganismos anaerobios, a lo que conocemos
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como combustibles fésiles: carbdn, petréleo y gas na-
tural,

Los usos fundamentales que se dan a las principales
fuentes de energfa se indican en el siguiente cuadro:

Petrileo Gias natural Carbon MNuclear Solar

Produccién
eléctrica

.

Industria Uso residencial

Transporte

Los diferentes y principales usos de la energia so-
lar son los que a continuacién indicamos:

SOL

Directa Indirecto

X

Colectores Células
tErmicos fotovoltaicas

Biomasa Edlica  Hidraulica

Turbina Turbina  Turbina
de gas  eolica hidriulica

|~

Eléctricidad

Pasivos Activos

\ /

Calefaccion Biocombustibles



Segundo principio
de la Termodinamica

m Introduccién

El primer principio permite establecer el balance energético en una transformacién
experimentada por un sistema material, pero no establece restriccién alguna a las
direcciones de los flujos de energia, ni el sentido en el cual se realiza el proceso.
Es decir, el primer principio no se opone a que el calor pase de un cuerpo de infe-
rior temperatura a otro de temperatura superior sin consumo de trabajo, mientras
que la experiencia nos confirma la imposibilidad de tal proceso. En la naturaleza
los procesos se realizan espontdneamente en un sentido, pero no en el contrario. El
calor pasa de los cuerpos de mayor temperatura a los de menor; los gases se expan-
sionan desde las altas presiones a las bajas; las sustancias disueltas se difunden
desde las altas concentraciones a las bajas, etc. Los procesos inversos no se reali-
zan espontidneamente, ellos requieren un aporte de energfa, v nunca ambos, el sis-
tema y el medio exterior pueden volver al estado inicial.

Asimismo, también la experiencia confirma que un sistema real puede evolu-
cionar ciclicamente recibiendo sélo trabajo y transformédndolo integramente en ca-
lor, mientras que no es posible el proceso ciclico inverso, es decir, transformar
completamente en trabajo todo el calor recibido; es necesario devolver una parte
de éste,

Todo ello pone de manifiesto la necesidad de un nuevo principio que precise el
sentido y la forma en la cual las evoluciones son realmente posibles, y que se de-
nominard segundo principio de la Termodindmica. Este principio es de naturaleza
general, y por tanto, de aplicacién a todos los campos de la ciencia y a todo tipo de
procesos, fisicos, quimicos, biolégicos, industriales o tecnoldgicos.

Previamente a su enunciado es necesario establecer algunos conceptos nuevos
que intervienen en aquél, asf, conviene definir foco térmico como el sistema capaz
de intercambiar calor sin variar su temperatura; en la naturaleza (inicamente puede
admitirse como tal a los océanos y, en parte, a la atmésfera y las corrientes de
grandes caudales,

Motor termodinamico, maquina refrigerante
y bomba de calor

Se llama motor termodindmico a todo ingenio que evoluciona ciclicamente produ-
ciendo trabajo a partir del calor absorbido.
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Rendimiento medio

Rendimiento instantineo

Méiquina frigorffica

Eficiencia media

Eficiencia instantdnea

Bomba de calor

Eficiencia media

Eficiencia instantinea

Un indice de la calidad del motor termodindmico es su rendimiento. Se define
rendimiento medio al cociente entre el trabajo neto producido y la cantidad de ca-
lor absorbida del foco caliente:

-_E [21.1]
"o e

y rendimiento instantdneo a ese mismo cociente cuando la cantidad de trabajo neto
producido v la de calor absorbida se realizan durante un tiempo muy pequefio:

— ﬂ [’) ] oy ]
"7 ag, o
Maéquina refrigerante o frigorifica es todo ingenio que evoluciona ciclicamente
consumiendo trabajo y haciendo pasar calor de un foco a otro de mayor temperatu-
ra. La eficiencia media de la mAquina frigorifica se define como la relaci6n entre la
cantidad de calor que extrae del foco frio y el trabajo que para ello consume:

O

g=2 [21.3]

La eficiencia instantdnea seri el mismo cociente, pero cuando la cantidad de calor
extraida del foco frio y el trabajo consumido se han realizado durante un tiempo
muy pequefio:

_ %

= 21.4
aw e

&

Bomba de calor es, en esencia, una méquina frigorifica que toma como foco
frfo al Universo y como foco caliente un determinado recinto que se desea calen-
tar, Su dficiencia media se define como la cantidad de calor que es capaz de intro-
ducir en el foco caliente por unidad de trabajo consumida:

£=%’, [21.5]

y la dficiencia instantdnea como ese mismo cociente cuando las cantidades de ca-
lor y trabajo se han intercambiado durante un tiempo muy pequeiio:

_ %

= 21.6
T aw e

m Segundo principio de la Termodinamica

Hay dos formas cldsicas de enunciar el segundo principio, la debida a Kelvin-
Planck y la debida a Clausius, y son las siguientes:

Emmciado de KelvinPlanck No puede existir un motor termodindmico que
Juncionando ciclicamente produzea trabajo intercambiando calor con un solo foco
Ermico.

Emmciado de Clamsius. No puede existir una mdquina frigorifica de funcio-
namiento ciclico que haga pasar calor de un foco a otro de mayor temperatura sin
aporte de trabajo exterior,
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Ambos enunciados, aunque aparentemente distintos, son equivalentes, ya que
la violacion de uno de ellos lleva consigo la violacién del otro. En efecto: suponga-
mos un motor termodindmico que no cumpla el enunciado de Kelvin-Planck, pro-
duciendo trabajo al intercambiar calor con una sola fuente térmica (Figura 21.1),
Imaginemos una méquina frigorifica que, utilizando este trabajo, saque de un foco
frio la cantidad de calor (; y ceda al caliente la cantidad de calor O, + (.. El sis-
tema formado por el conjunto del motor y la miquina transferiria la cantidad de
calor Q- del foco frio al caliente sin necesidad de aporte exterior de trabajo, lo que
contradice el enunciado de Clausius,

Reciprocamente, supongamos que exista una méquina frigorifica que no cum-
pla el enunciado de Clausius y es capaz de transferir una cantidad de calor, 0, del
foco frio al caliente, sin necesidad de aporte exterior de trabajo (Figura 21.2), Con-
sideremos ahora un motor termodindmico que funcione tomando la cantidad de ca-
lor O, del foco caliente, cediendo al frio la cantidad @, y produciendo el trabajo
W, El sistema compuesto por el motor y la méquina, puesto que el balance calorifi-
co del foco frio es nulo, producirfa un trabajo intercambiando calor con un solo fo-
co térmico, lo que viola el enunciado de Kelvin-Planck,

El enunciado de Kelvin-Planck establece la imposibilidad del motor térmico de
rendimiento unidad y el enunciado de Clausius establece la imposibilidad de la
méquina frigorifica de eficiencia infinita, Asimismo, queda establecida la imposi-
bilidad del mdvil perpetuo de segunda especie, que es el que corresponderia a una
méquina que violara el segundo principio.

Rendimientos y eficiencias de motores,
maquinas y bombas térmicas

Rendimiento de un motor termodinamico

De acuerdo con el segundo principio, un motor termodindmico debe siempre fun-
cionar intercambiando calor con dos focos térmicos. Su funcionamiento es el indi-
cado en la Figura 21.3: toma la cantidad de calor @, del foco caliente, cede la can-
tidad de calor O, al foco frio y produce un trabajo W.

La aplicacién del primer principio da:

h—G=W 21.7]
Con ello, el rendimiento puede expresarse de la forma:

=W=Q1_Q2= —% 71.8
"o~ o o sl

Puesto que siempre debe ser (), < (0, el rendimiento de un motor termodindmico
es mayor que cero. Ademis, de acuerdo con el segundo principio, debe ser siempre
(, > 0y jamds se puede conseguir un motor de rendimiento igual o mayor que la
unidad,

Eficiencia de una maquina frigorifica

Una méquina frigorifica funciona consumiendo trabajo W, extrayendo calor de un
foco frio O, y cediendo la cantidad de calor O, aun foco caliente (Figura 21.4). La
aplicacién del primer principio da:

=Qit = = @ B —Uy=F

Foco caliente

O+ O,

Maguina
frigorifica

2]

' Foco frio l

Figura 21.1.

Foco calicnte

Maquina
frigorifica
| s &,

| Foco frio }

Figura 21.2.

Foco caliente

Motor
termodindmico

1
Foco frin

Figura 21.3.

Foco caliente

Miquina
frigorifica

L&)

Figura 21.4.
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Foco frio

Figura 21.5.

Foco caliente

Figura 21.6.

Foco caliente

>0

Foco frio

T

es decir, la misma [21.7] y la eficiencia de la miquina puede expresarse:

_e_a-W O O ’
W w W : O — O 15

La miquina frigorifica enfrfa un recinto frio y calienta el universo (Figura 21.5)

Eficiencia de una bomba de calor

La bomba de calor funciona de manera andloga a la médquina frigorffica, la aplica-
c6n del primer principio da @, — @y = — W, que vuelve a ser la [21,7] y la efi-
clencia de ella se expresa:

G O Wt O &)

E=—_—= = =14+==1 21.10
W 0—0. W W B

mesultando ser siempre superior a la unidad y a la correspondiente a una méiquina
frigorifica, ya que siempre es O > Q,.
La bomba de calor calienta un recinto caliente y enfria el universo (Figura 21.6),

Principales causas de irreversibilidad
en las transformaciones reales

Los procesos que sufren los sistemas fisicos, tal y como se producen en la naturale-
7a, no son reversibles, No es posible hacer evolucionar el sistema en sentido con-
trario al que sigue naturalmente, de forma que pase por los mismos estados que pa-
s0, volviendo, tanto él como el resto del universo, al estado inicial. Los procesos
naturales que sufren los sistemas fisicos son ireversibles, siendo miltiples las cau-
sas de irreversibilidad.,

Una de las principales causas de irreversibilidad de los procesos reales es la
existencia de fiterzas de rozamiento, no s6lo entre las superficies de sélidos en con-
tacto sino también internas en los fluidos, debido a su viscosidad, asf como las que
se oponen en los fluidos al movimiento de sélidos en su seno.

Como resultado de estas fuerzas de rozamiento, la energfa mecénica se disipa
en forma calorifica. La transformacién inversa no es posible, pues el calor produci-
do se debiera transformar integramente en trabajo, lo que contradice el segundo
principio. Anflogamente, son causa de irreversibilidad la deformacién ineldstica de
solidos, el efecto Joule, la histéresis magnética, etc.

La transferencia de calor debida a diferencias finitas de temperaturas es otro
fenémeno real irreversible, puesto que pasar calor de un cuerpo a otro més caliente
no puede hacerse sin aporte de trabajo, de acuerdo con el enunciado de Clausius
del segundo principio,

La difusidn, que se produce naturalmente al ponerse en contacto dos gases o
dos liquidos, es un proceso irreversible, puesto que para la separacién de los gases
o liquidos, una vez mezclados, hay que suministrar trabajo al sistema, que debe ser
aportado por el resto del universo, quedando éste modificado.

Las reacciones quimicas, los cambios rapidos de fase, la disolucion, etc., son
fenémenos naturales que comportan irreversibilidad.

Resumiendo, podemos sefialar como causas de irreversibilidad en los procesos
naturales, la falta de equilibrio termodindmico (mecénico, térmico o quimico) y la
existencia de efectos disipativos (rozamiento, viscosidad, inelasticidad, resistencia
eléctrica o histéresis magnética). Un sistema puede presentar irreversibilidad inter-
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na o intrinseca cuando las causas de ireversibilidad estdn en él mismo, o irrever-
sibilidad externa, cuando estén entre el sistema y el medio.

En definitiva, los procesos reversibles son irreales, pero son una abstraccién
tedrica que suele darnos suficiente aproximacién para el estudio de infinidad de
procesos reales.

m Ciclo de Carnot

Es un ciclo ideal, establecido por el ingeniero francés Nicolds Sadi Camot (1769-
1832) y compuesto por los siguientes procesos reversibles (Figura 21,7):

1-2, Esta transformaci6n es una isoterma; el sistema se expansiona en contac-
to con un foco térmico a temperatura constante T, absorbiendo la cantidad de ca-
lor @, y produciendo un trabajo W».

d
i Isoterma T} . ¢
Motor
Adiabdtica Adiabdtica termodindmico

3 Oy

lsoterma 15 m

v

Figura 21.7.

2-3. Es una transformacién adiabética; el sistema, aislado térmicamente, si-
gue expansiondndose a cuenta de su energia intema, enfridndose desde la tempera-
tura T hasta la 75 y produciendo el trabajo Was.

34, Se trata de una transformacidn isoterma durante la cual el sistema estd en
contacto con un foco frio de temperatura T, siendo comprimido por un aporte ex-
terior de trabajo, Wy, y cediendo el sistema al foco frfo la cantidad de calor O,

4-1. Es una transformacién adiabdtica que devuelve al sistema al estado ini-
cial, comprimiéndolo mediante un aporte exterior de trabajo, Wy, y elevando su
temperatura desde T, hasta la inicial T,

Hl rendimiento térmico del ciclo estd dado por:

_W_Q‘_Q2=1_% [21.11]

o o 0,

El trabajo neto producido por ciclo realizado es numéricamente igual al 4rea
del diagrama que representa al ciclo en unos ejes P — J:

W,,=J.Pdlf’=énm{1 —2-3—-4-1D)=Wp+ W+ Wy + Wy =
=W+ Wy — Wy — Wy [21.12]
El ciclo de Carnot puede ser realizado por sustancias o sistemas de naturaleza

muy diversa: un gas, una mezcla de gases, un liquido y su vapor, efc. Los procesos del
ciclo son los mismos, pero su representacién varia segiin la sustancia que evoluciona.



372 = Hsica general

Figura 21.8.

Ciclo de Carnot para un gas ideal

Cada una de las transformaciones que componen el ciclo ha sido ya estudiada en el
capitulo anterior, veremos ahora qué relaciones ligan a las coordenadas termodin4-
micas de cada vértice del ciclo (Figura 21.8):

Ecuacion de la isoterma 1-2. PV, = PV,
Ecuacion de la adiabdtica 2-3. P,V = P,V}
Ecuacion de la isoterma 3-4. Py = PV,
Ecuacion de la adiabdtica 4-1. P,V = PV}

Dividiendo miembro a miembro las ecuaciones de las adiabéticas resulta:

By oY e (Y
‘PZ VZ ‘P3 Vﬂ

que, teniendo en cuenta la ecuacién de las isotermas, se escribe:

Va (Vi _ Vs (Ve Vi_Va
=l 2] o e [21.13]
vi\v.)  V,\V, v, V,

Calor intercambiado,

En las transformaciones 2-3 y 4-1 no se intercambia calor. En la transformacién
1-2 y 34, el calor intercambiado estd dado por [20.54], siendo respectivamente:

O = Wy, = nRTyIn V5[V,
que es positivo y, por tanto, calor absorbido y:
QQ, = Wy = -’LRTQ_]I'I V#’Vj = _nRTzll'l Vj}rV.;

que es negativo y, por tanto, calor cedido por el sistema.

Rendimiento,

La expresién del rendimiento del motor, Ecuacién [21,11], teniendo en cuenta los
valores hallados de O, y (0», puede ahora expresarse:

n=1-—— [21.14]
ecuacién inicamente vélida para el ciclo de Carnot de un gas ideal.

Trabajo realizado.
En las transformaciones 1-2 y 34, ya ha sido calculado. En las transformaciones
2-3 y 4-1, estd dado por la [20.62]:

nR

W9_3=1—(T2— )= — Wy

i
Hl trabajo producido es W, = Wy, + W,
El trabajo consumido es W, = Wi, + Wy,

V-
H trabajo neto es W, = W, — W, = Wy, — Wa, = 0, — O, = nR(T; — Ty)In Fz
1
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Variacion de energia interna.

A lo largo de las transformaciones isotermas, por ser un gas ideal el que evolucio-
na, la energfa interna no varia, En las transformaciones adiabéticas, la disminucién
o aumento de energfa interna ser4 igual al trabajo producido o consumido, respecti-
vamente, en esas transformaciones:

nRk
Uh—Uy=—Wp , Uy-Uy=—Wy ¥y UI—U2=U2—U3=E{T|—T23

Es importante sefialar que la variacién de energia interna s6lo depende de los
estados inicial y final, por tanto, en un proceso cficlico la variacidn total serd nula.
Para cualquier transformacién de un gas ideal la variacién de energia intema esta
dada por la [20.46].

Variacion de entalpia.

En el gas perfecto la entalpia también es tnicamente funcién de la temperatura
[20.29], por lo que a lo largo de una transformacién isoterma su variacién es nula,
de aqui que a las transformaciones isotermas también se les denomine isentilpi-
cas. Puesto que para el gas perfecto H = U + PV = U + nRT, por ser H funcién
de estado, su variacién s6lo depende de los estados inicial y final vy, en un proceso
ciclico, la variacién total de entalpia serd nula:

Hy—H=U,—U +nR(T, - T)

Para cualquier transformacién de un gas ideal la variacion se puede obtener de
la Ecuacién [20.48].

Un décimo de mol de CO, ala presién de 1 atm y temperatura de 270 K, es obli-
gado a realizar un ciclo de Carnot comprimiéndosele a temperatura constante
hasta la presién de 2 atm, sometiéndole a una compresién adiabdtica hasta la pre-
si6n de 4 atm, expansiondndole luego a temperatura constante para seguir, final-
mente, una expansion adiabdtica hasta el estado inicial (Figura 21.9). Admitiendo
que el CO, se comporta como gas ideal de y = 1, 3, determinemos:

a) Las presiones, los volimenes y las temperaturas en cada vértice del ciclo, re-
presentando a éste en el diagrama P — V.

b) H trabajo consumido, el producido y el neto.

c) El calor absorbido y el cedido en las transformaciones isotermas.

d) La variacién de la energfa interna en las transformaciones adiabéticas,

¢) Las variaciones de entalpia,

Solucién:

a) [Fn el estado inicial, vértice 1 del ciclo, el volumen se deduce de la ecuacién
de estado PV, = nRT}, lo que da:

Fi=0,1x 0082 x 270 = 2,2148 1

En el estado 2 son conocidas la presién P, =2 atm y la temperatura
I,=T, =270 K. El volumen se determina mediante la ecuacién de estado
P,V, = nRT;;

2V, =0,1 x 0082 x 270 , V,=1,10741
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Figura 21.9.

En el estado 3 es conocida la presién P, = 4 atm; mediante las ecuaciones de
las adiabdticas deduciremos V; y T3:

PVi=P,V} , 2x11074"*=4 xF1? | },=1,1074 x 0512 =0651
La temperatura T; puede también obtenerse por aplicacién de la ecuacién de

estado;
T3 = P;V3/nR= 31684 K

Finalmente, el estado 4 estd determinado como punto de interseccién de la
isoterma que pasa por el estado 3, cuya temperaturaes T, = 31684 K=T,, y la
adiabdtica que pasa por el estado 1:

P3V3 = .P4F4 e 2,60

PVi=PJVi=281
Dividiendo la segunda entre la primera, resulta:

Vo3 =10808 , ¥,=12961
Con lo cual, de la primera se obtiene P, = 2,007 atm,
En la Figura 21.9 se representa el ciclo en el diagrama P — V.
b) H trabajo en la compresién isoterma es:
Pl B
P,
=0,1 x 8314472 x 270In0,5 = —155,605J

H trabajo en la compresién adiabética es:

Wi =%(Tj —T)=—129817]

Ty F
AR J. pdV = nRT,In Fz = nRT,1n

Ty 1

H trabajo consumido es:
W, =W+ Wy = —285422 ]
H trabajo producido en la expansién isoterma es:
Ws4 = nRT;1n % = 181,681

4

H trabajo producido en la expansién adiabética es:

Wy =

nR

H trabajo producido es:
W, = Wi+ Wy = 311,497 J
H trabajo neto producido en el ciclo es:
Wo=W,— W.=26075]

¢) Transformacién isoterma 3-4. Por ser una transformacién isoterma de un gas
perfecto es dU/ = 0 y el primer principio se expresa: d0 = dW, cuya integracién da:

Qry = Wiy = 181,68 T =43 423 cal = O,
que es el calor absorbido del foco caliente.
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Transformacién isoterma 1-2. Por la misma razon anterior, el primer princi-
pio da:

Qu — W[z =R 155,605 I= —37,19]. cal = QQ,

que es el calor cedido al foco frio,

d) Transformacién adiabética 2-3. En ella d0 = O v, por tanto, el primer prin-
dpio se escribe dUU + dW = 0, cuya integracién es:

Ub—Uh+Wpa=0 , Us—Uy=—Wy3=1298171]
También podriamos haber aplicado directamente la [20.46]:
Uy — U, = n(uy — u,) = 0,1 x 8314472 x 46,84/0,3 = 129,817 J
Transformacién adiab4tica 4-1, Por la misma razén anterior:
U—U=—Wy=—1298171]

¢) A lo largo de las isotermas la variacién de entalpia es nula, por ser
H = H(T). Veamos cuél es su variacién en las transformaciones adiabdticas:

Transformacién 2-3;

Hj_H2=U3_ U2+HR(T3_ T’_) —
= 129,817 + 0,1 x 8314472 x 46,84 J = 168,762 ]

Transformacién 4-1:

H-H=U-U+nRT —T,) =
= 129,817 + 0,1 x 8314472 x (—46,84) = — 168,762 J

También podriamos haberlo calculado por aplicacién de la [20.48]:
Hy— H,=yU,—Uh) =13 x 129,817 = 168,762 ]

Determinar el trabajo méximo que puede producir un motor que toma @ kiloca-
lorfas de un foco a temperatura ) K y cede calor a otro cuya temperatura es de
T, K. Calcular la aplicacién al caso T, =373 Ky I, = 288 K.

Solucion:

Hl trabajo serd mdximo si el proceso se realiza mediante un motor de Carnot,
para el cual el rendimiento es:

y cuando, ademds, las temperaturas de los dos focos permanezcan constantes du-
mnte todo el proceso.
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Figura 21.10.

El rendimiento instantdneo estd dado por la [21.2]:

_daw
"7 do,

y el trabajo médximo se obtendrd cuando el rendimiento lo sea:
T
aw = ndQ, = (1 - —)dQ.
I
cuya integracidn da:

il it
v-(1-Ze

Para los valores de la aplicacién son:
n=02279 y W=022790,

Un motor de Carnot funciona entre un foco caliente constituido por un estanque
con m kg de agua a una temperatura inicial de 7,; K y un foco frio constituido por
un rio cuya agua estd a la temperatura de 75 K, que se supone constante (Figura
21.10). Determinemos la mixima cantidad de frabajo que puede conseguirse, el
calor fotal extraido del foco caliente y el rendimiento medio del motor. Hallemos
la aplicacién para Ty, =373 Ky I,; = 288 K.

Solucion:

Si el motor tiene un rendimiento #, por cada cantidad de calor dQ, tomada del fo-
oo caliente aquél produce el trabajo:

dW = nd0,

Por ser un motor ideal, su rendimiento estd dado por la [21.14] y el trabajo
elemental producido se expresa:

r _
dW = (1 ~ —)a‘Ql (a)
T

Al tomar el calor dQ,, el foco caliente disminuye su temperatura en 47, cum-
pliéndose:

dQy = —medTy (b)

siendo m la masa de agua del foco caliente y ¢ su calor especffico,

Como T es constante, el proceso finalizard cuando sea T, = T, en cuyo mo-
mento el rendimiento se hard nulo,

Eliminando 40, entre (a) y (b), resulta:

T,
dW= —mec|1 ——=|dT,
T
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e integrando entre T,; v T,, queda, admitiendo que ¢ permanece constante:

T
W= _mc[Tl - TZIHTJ%J= _mc[.lrz - Tlf_ Tz].n T_2:| =

1

Ty
=mc T],-_ Tz — Tzll'l—
Ty

H rendimiento medio del motor es:
W

=2

siendo @, el calor total extrafdo del foco caliente, cuyo valor es:

i=me(T;, — T)

Por tanto, el rendimiento medio en funcién de las temperaturas de los focos es:

T, —T,— Tl Ty
TR RYR o n T
1 T, — T Tu-T5 T

I

Para los valores de aplicacidn, resultan ser:
E trabajo total neto producido, W, =mc % 10,518 =m x 10,518.1073
cal= 0,044 m J,
Hl calor tomado del foco caliente, 0y = mec %X 85 =m % 0,085 cal = 0,356 m I.
Hl rendimiento medio es # = 0,124,

Un motor de Carnot funciona entre dos focos térmicos compuestos por sendos re-
cipientes que contienen m kg de agua cada uno y que estdn a las temperaturas ini-
cales de Ty; K y Ti; K, respectivamente, siendo Ty; > T5; (Figura 21.11), Deter-
minemos la méxima cantidad de tmabajo que puede obtenerse, el calor total
extrafdo del foco caliente y el rendimiento medio del motor. Calcular la aplica-
cdénalcaso T}, =313 Ky T, =273 K,

Solucion:
Cuando el motor tome la cantidad de calor dQ, del foco caliente, la temperatura T,
de éste descenderi la cantidad &7, cumpliéndose: o
d0, = —medT, |
Cuando el foco frio reciba la cantidad de calor 40,, aumentard su temperatura en @D_ W
dT, verificando:
dQ, = medT, O
En un instante del proceso, en el cual las temperaturas de los focos caliente y frio -
son T y T, respectivamente, el rendimiento es: - Ta
T, Figura 21.11.
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y el trabajo elemental producido:
TZ Ti‘.
dW =ndQ, = I_F dQ,= —mc 1—? dT, (a)
1 1

Para poder integrar, debemos expresar la temperatura T, que es variable, en
funcién de 7. Para ello, utilizaremos la definicién de escala termodindmica de
femperaturas:

a@y A . o
dg, T dT,
cuya integracidn da:

InT; +InT; =Incte. o In(T;:T5) = Incte.

[+ decil': Tl L Tz = Cle. = Tlf. TZE'

Con lo cual:

_ Ty Ty
= TI

Tz [h}

El proceso acaba cuando sea T, = T; = T en cuyo caso, al sustifuir en la
ecuacién anterior, resulta para la temperatura final la expresién:

sz:Tu'Tz.f o Tf=\f'Tli'T2E

Llevando (b) a (a), el trabajo elemental se expresa:

T,
T Ty Ty

u

cuya integracion da para el trabajo neto producido la expresién:

Ty ™ Ty Ty
W, = —mcI:Tl + T ] = —mc(i‘}--i— i'} -, Ty =

1 T:H
me(Ty; + Ty — 2 3/ T Ty)

H rendimiento medio del motor es;

-,
O

siendo O, el calor total extraido del foco caliente, cuyo valor es:
T.F
0, = _mj dly = —me(Ty— Ty) = me(Ty;, — T
TH

y, con ello, el rendimiento medio se expresa en funcién de las temperaturas:

C T,— T

=]
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Para los valores de la aplicacién resultan ser:
La temperatura final, 7,= 319,107 K.
Hl trabajo neto obtenido, W, = 0,03258 m J.
H calor absorbido del foco caliente, @; = 0,2255 m J,
H rendimiento medio, n = 0,1445,

Una bomba de calor funciona tomando calor del ambiente a temperatura T, con-
sumiendo un trabajo W y comunicando calor a un recinto a temperatura T,
T, > T, (Figura 21.12). Admitiendo que la bomba funciona realizando un ciclo
de Camot inverso, determinemos: la eficiencia de la bomba; la relacién existente
entre los calores, (5, tomado del medio, (;, comunicado al recinto y el valor de
¢éstos en funcién de la energia consumida por cada ciclo W, Calcular la aplicacién
alcaso T, =3B5 Ky T, =283 K

Solucién:
Hl primer principio permite escribir:

—h+h=—W o O—0,=W
La eficiencia de la bomba es:

G o T

W (Gi—-0) (Ih—-T)

&

Puesto que:
=2
W= ? = Q1 5 Qz Figura 21.12.

dividiendo por @, resulta:

1_, 0

& o)
de donde:

@_,_!

O, &

Hl calor cedido al foco caliente en funcién de la energia consumidaes 0 = ¢ W
y el calor absorbido del foco frio:

=01 —W=eW-—-—W=(&— DW
Para los valores de la aplicacién son:

Fficiencia ¢ = 6,44 , %=n,345 , 0, =644W y Q,=544W

1
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m Maquina frigorifica de Carnot

H ciclo de Carnot es un ciclo ideal reversible, puesto que todos los procesos que
en él se verifican lo son, Cuando se realiza en sentido contrario al descrito para el
motor de Camot, es decir, tomando del foco frio la cantidad de calor (,, consu-
miendo un trabajo W, y cediendo al foco caliente la cantidad de calor Q,, estamos
ante una méiquina frigorifica que denominamos de Carnot (Figura 21.13). Debemos
hacer notar que las cantidades @, 0> y W, son las mismas en valor absoluto, pero
cambiadas de signo, que las correspondientes del motor de Carnot.

P Foeo caliente T

o

frigorifica
de Carnot

' Foco frio Ti I

v

Figura 21.13.

La eficiencia de la méquina frigorifica de Carnot puede expresarse en funcién
de las temperaturas de los focos:

L2 O T
Wn QI_Q2 TI_TQ.

[21.15]

m Teoremas de Carnot

Son dos importantes teoremas que hacen referencia al rendimiento del ciclo de
Carnot y que se enuncian asf:

TEOREMA 1, El motor termodindmico de mayor rendimiento de los que pue-
den funcionar entre dos focos térmicos es el de Carnol,

TEOREMA 2. Todos los motores de Carnot gue funcionen entre los mismos fo-
cos térmicos tienen el mismo rendimiento.

TEOREMA 1. Consideremos dos motores, M, y M, que funcionan entre dos
focos térmicos de temperaturas T y T, siendo T} > T, Los motores se ajustan en
su funcionamiento de forma que la cantidad de calor intercambiada con el foco de
temperatura 75 sea la misma para los dos, a la que llamaremos (J;. Supongamos
que el motor M, es reversible, Segiin el primer principio, debe ser:

Mi=Gi—0, ; Wa=01-0,
y los rendimientos son:

Hl=1—% : ﬂ2=1_%
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Si el motor M, es irreversible, haciendo funcionar el motor 1 como méquina frigo-
rifica (Figura 21.14), el sistema formado por el conjunto intercambia calor tinica-

mente con el foco caliente y, segiin el segundo principio, establece que debe ser: A
Wz T Wl -..":,. 0
¥ en consecuencia:
) 2 2
Q-0 o Q<O ;5 S22y m2m
QJI QI ( Foco [rio Ti :I

lo que demuestra que el rendimiento del motor de Camot es superior al de cual- Figura 21.14.
quier motor irreversible que funcione entre los mismos dos focos térmicos,

TEOREMA 2. Si el motor M, es reversible, el motor formado por el conjunto
del M, y M es reversible y el segundo principio, segin que el motor funcione en
uno u otro sentido, da:

Wz_W|£n y WI_WQ.\‘:..O

lo que exige que sea W, = W, ¥y, en consecuencia, #; = #,, lo que demuestra que
los motores de Carnot que funcionan entre los mismos dos focos térmicos tienen el
mismo rendimiento,

m Otros tipos de ciclo

Algunos tipos de motores se aproximan en su funcionamiento a ciertos tipos de ci-
clo ideal, diferente del de Carnot, que por ello interesa estudiar. Asf lo haremos pa-
ra los ciclos Stirling, Otto, Diesel y Brayton.

Ciclo Stirling

Es un ciclo, ideado por Stiding en 1816, formado por dos isotermas, 1-2 y 3-4, y g polnen congtante. ¥;
dos isécoras, 2-3 y 4-1 (Figura 21.15). El trabajo neto itil serd el producido en la | Isoterma )
transformacién isoterma 1-2, menos el consumido en la 3-4;

5

Volumen

A v, A
W, = nRT,1In — — nRTyIn — = nR(T, — T,)ln —

Vi Vi " E constante ¥
| 3
La energia absorbida serd la suma del calor absorbido en la transformacién 1-2, !
més el absorbido en la 4-1: !Isulcmw I |
, 0 v , I
0,, = Wy, = nRT,In F2 y Gii=U—U=nc, (T —T) Figura 21.15.
1

Con ello, el rendimiento de este ciclo puede expresarse de la forma:

R(T, — Tyl L
1 2 I'F

p=_——=

B V.
O RT,In Fﬁ + e (T — B)
1
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EJEMPLO 21.6

Un niimero n de moles de un cierto gas realiza un ciclo Stirling como el indicado
en la Figura 21.15, La transformacién 1-2 se realiza a la temperatura 7, yla 3-4 a
la temperatura T, mientras que las 2-3 y 4-1 son isGcoras a volumen F; y V, res-
pectivamente. Admitiendo que el gas se comporta como perfecto, cuyo calor es-
pecifico molar a volumen constante, ¢,, se mantiene constante, calculemos:

1.° Los trabajos realizado, consumido y neto dado por el motor.
2° La energfa total absorbida.
3.° El rendimiento del motor.

4.° La aplicacién al caso n= 0,05 moles; 77 =420 K; I, =320 K; V. =11;
Vi =0251; ¢, =5 cal/mol-K; R = 8,314 J/mol - K; y 1 cal = 4,184 ],

Solucion:

1.° El motor realiza trabajo a lo largo de la isoterma 1-2 y su valor es
W, = nRT, In(V,/V}). El motor consume frabajo para la compresién isoterma 3-4,
aiyo valor es:

W, = nRT;1 s = nRT,1 £
e = N zl'lp“ = 211?1

H trabajo neto dado por el motor es:

2
W,=W,— W,=nR(T, — Tz)m(f)

2,° El motor absorbe energia en las transformaciones 4-1 para aumentar la pre-
sién y la energfa interna, y en la 1-2, para producir un trabajo, disminuyendo su
presion:

Va

E=04+ Quu=nc(Ty—T,) + nRTjIn (F)
1

3.7 El rendimiento es:

R(T, — Ty)In e
4

g
E e, (Ti — T3) + RT;ln ¥
Vi
4.° Los valores para la aplicacién son:
W, =0,05.8314-420 . In4 = 242,039 J
W,=005.8314.320.1n4 = 184,410 J
W,=1576291
E=1005-54,184-100 + ¥, = 104,6 + 242,039 = 346,639 I
57,629
7™ 346,639

= 0,1663 = 16,63 %
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Ciclo Otto

Este ciclo, ideado en 1876 por el ingeniero alemén Otto, estd formado por dos :;]1::1;;; R T,
transformaciones adiabéticas, 1-2 y 3-4, y dos isGcoras, 2-3 y 4-1, y se asemeja al I8 Exoansion adidhiic
realizado por los motores de gasolina (Figura 21.16), El trabajo itil o neto ser4 el Q '*m\';;]';’;:“” s
producido en la expansién adiabatica 1-2, menos el consumido en la compresién constante ¥,

adiabética 3-4;

%
Temperatura
minitma

Wo= Wiz + Way=nR(T, — T)/(1 — 7) + nR(T, — T)/(1 — y) =
=nR(L+ T, — T, — TN — )

[

L]
Compresion!
adiabitica !

La energfa consumida es igual al calor absorbido en la transformacién 4-1, é
que es: v v 7

O =nc,(T,—TY)=nR(,—T) (73— 1 Figura 21.16.

El rendimiento se expresa de la forma:

W, L-1
':Il =—= ]_ —
Ql -TI = Td
¥ puesto que son:
‘l_
Lt apa y T i
T, Uy T,
en la que r = V,/V; = V3/V, se denomina relacién de compresién, el rendimiento
puede expresarse:
T ™7 — T 7
= 1 _ = 1 OO
! -1, ’

Un motor de combustién interna sigue un ciclo Otto utilizando » = 0,15 moles de
mezcla, que se supone gas ideal de y = 1,4. En el estado inicial, el volumen es
V3 =41y la temperatura T; = 300 K. Se le comprime hasta reducir su volumen
a Fy = 11; manteniendo el volumen constante la presién se eleva a P, = 9 atm,
Tomando para ¢y, = 5 cal/mol : K, determinemos:

a) Las presiones, los volimenes y las temperaturas en cada vértice del ciclo.
b) H calor y el trabajo intercambiados en cada transformaci6n,
¢) El rendimiento del ciclo,

Solucion:
a) En el estado 3, podemos calcular el valor de la presién:

Py = nRT3/V; = 0,15 x 0082028 x 300/4 = 0,923 atm
En el estado 4, la presién se obtiene por aplicacién de la [20.61]:
PVl=PV] , P,=0923x 4% =643 atm
La temperatura en 4 se obtiene de la ecuacién de estado:

Ty= P, Vy/nR = 52435 K
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En el estado 1, se conoce la presién y el volumen, por lo que la ecuacién de
estado nos da la temperatura:

T, = P, V/nR = 9/0,15 x 0,082028 = 731,457 K

En el estado 2, se conoce el volumen y la Ecuacién [20.61] nos permite cal-
cular la presién:

9 =P,-4"*, de donde: P, = 1,292 atm
La temperatura en 2 se obtiene de la ecuacidn de estado:
T, = P;-V>2/nR = 1,292 x 4/0,15 x 0,082028 = 420,112 K

b) En la transformacién 1-2, no hay intercambio de calor y el trabajo estd dado
por la [20.62]:

Wia=nR(Ty — T)/(1 —3)=0,15 x 8314472 x (—311,345)/(—0,4)=970,75 1

En la transformacién 2-3, no hay intercambio de trabajo y el calor intercam-
biado estd dado por la [20.49]:

Os3 = 0,15 x 5(— 120, 112) = —90,084 cal; calor cedido

En la transformacién 3-4, no hay intercambio de calor y el trabajo intercam-
biado es:

Wy = nR(Ts — T3)/(1 — 7) = 0,15 X 8314472 x 222,435/(—0, 4) =
= —93,536 J; trabajo consumido.

En la transformacién 4-1, no hay intercambio de trabajo y el intercambio de
calor seré:
Qa1 = ney, (T, — T) = 0,15 x 5 x 209,022 = 156,767 cal,
calor absorbido, que es obtenido de la combustién de la gasolina.

c) H rendimiento del motor puede obtenerse del cociente entre el trabajo neto
producido y el calor absorbido:

Ciclo Diesel

Este ciclo, ideado por Diesel en 1890, estd formado por dos adiabéticas, 2-3 y 4-1;
una isébara, 1-2, y una isécora, 3-4, y a él se asemejan los motores de combustién
interna que utilizan el gasoil como combustible. El trabajo neto producido es igual
al intercambio neto de calor W, = O, — (., y el rendimiento se expresa:

W (@-0) O
p=—"= =1

O Oh Oy
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en la que Q- es el calor cedido en la transformacion isécora: O = ne, (I3 — Ty), v
0, es el calor absorbido en la transformaci6n isébara: 0, = ne, (T> — T), con lo
que el rendimiento se expresa:
_Cn(Ta_T.a):l_ LT,

¢, (T, — T) 7 (T — T)

Pe () T errr y Be(B)
T Vs T Vi

denominéndose a r; = F3/F] relacién de compresién adiabética, y a r, = ViV, re-
lacién de expansién adiabética, en funcién de las cuales el rendimiento se expresa:

Puesto que son:

B et T N 70 w1 N s
g 2(T>— Ty) 1 (Vs — V) 2 (Va— V)
=l_lr2_?—r,_7

yr

EJEMPLO 21.8

Un motor diesel sigue su ciclo desde el estado 4, en el cual P, = 1 atm, V, = 11
y T, = 300 K, elevando su presién hasta Py = 35 atm y recibiendo durante la
ransformacién 1-2, 200 calorfas procedentes de la combustién del gasoil. Admi-
tiendo que todos los procesos son reversibles, que el gas se comporta como ideal,
ytomando y = 1,4 y ¢)p = 7 cal/mol - K, calculemos:

a) Las presiones, los volimenes y las temperaturas en cada vértice del ciclo.
b) Los intercambios de calor y el trabajo en cada transformacién,

c) El rendimiento del ciclo,

Solucion:

a) En el estado inicial, estado 4, puede determinarse el nimero de moles que
intervienen en los procesos PyV; = nRT,, n = 1/0,082028 x 300 = 0,0406 moles.

En el estado 1, conocemos la presién y la Ecuacién [20.61] permite calcular
el volumen:

P .¥l=P,.F] , 35F}i=1 y V;=007891
La temperatura en este estado es:
T, = 35 x 0,0789/0,0406 x 0,082028 = 829,2 K

En la transformacién 1-2, podemos aplicar la Ecuacién [20.52] y obtener la
temperatura T5:

Q1 =ncy, (T, — 1), 200 =0,0406 x 7 % (T, — 829,2)
de donde:
T, = 153293 K
Hl volumen en 2 se obtiene de la ecuacién de estado V; = 0,1459 1.

Presion
constante

Temperatura mixima
Expansion
adiabatica
Volumen
constante

Tempcramru

! :

! minima
! T4 o,

I

i

Compresion
adiabatica §

Y, v, 7

Figura 21.17.
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e
adiabdtica
Pilememees 3
Tn:'rnpcralura\ N
minima o, Presian
E constante
a =
Figura 21.18.

En el estado 3, conocemos su volumen; la presién puede deducirse por aplica-
ddn de la [20.61]:

P, =35.0,1459"* = 2,365 atm
y la temperatura, por aplicacién de la ecuacién de estado: T5 = 710 K.
b) En la transformacién 1-2, se produce el trabajo:

W, = (V, — V)P, = 0,067 X 35 = 2,345 atm-1 = 237,69 J

y se absorbe el calor 0,5 = 200 cal.
En la transformacién 2-3, no hay intercambio de calor y el trabajo producido
estd dado por la [20.62]:

W,y = 0,0406 x 8314472 (—822,93)/—0,4) = 694,486 J

En la transformacién 3-4, no hay intercambio de trabajo y el calor intercam-
biado estd dado por la [20.49]:

Oy = ney, (T, — ) = 0,0406 x 5012784 x (—410) =
= — 83,443 cal; calor cedido

Finalmente, en la transformaci6én 4-1, no hay intercambio de calor y la canti-
dad de trabajo intercambiada estd dada por la [20.62]:

W, = 0,0406 x 8,314472(529,2)/(—0,4) = —446,60 T

¢) H rendimiento del ciclo puede obtenerse como cociente entre el trabajo neto
producido y el calor absorbido:

Wn’ = sz + Wﬂ - W41 e 23?,69 =+ 694,486 = 446,60 =
= 485,576 ] = 116,056 cal

116,056

0,58
200 o

Ul

Ciclo Brayton

Este ciclo estd formado por dos adiabéticas, 2-3 y 4-1, y dos is6baras, 1-2 y 3-4, El
trabajo neto 1til serd igual al intercambio neto de calor, W, = @, — (s; la energia
consumida es igual al calor absorbido en la transformacién 1-2, Q) = nc,(T, — T));
y el rendimiento se expresa:

L R
1 HC?P(TQ_ T) L,-T

m Escala termodinamica de temperaturas

Hemos visto ¢cémo el rendimiento del ciclo de Carnot depende tinicamente de las
temperaturas de los focos térmicos entre los que actiia, es decir, es funcién dnica-
mente de las temperaturas de éstos, pudiendo escribirse:

% = fity 1)
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Consideremos tres focos térmicos de temperaturas ty, & ¥ 13, siendo #; >t > 13,
y tres motores termodindmicos que funcionen como se indica en la Figura 21.19;
para cada motor puede expresarse:

%=f(r1,rgj ; %=f{fz,fﬂ y %=ﬂfnfﬂ
Puesto que siempre es:
2_00
0. 02 Qs

también serd:

f{rlp f_ﬂ =f(rb “'2).»“’2! :3) ' Pl'ucu lcmﬁcmlura Ti }

El primer miembro no es funcién de £, y tampoco deberd sero el segundo, de

lo que se deduce que las funciones que aparecen en éste deben ser de la forma: e 3218,

_ o) _o
f{rlp 3‘2:' o (fﬂ:fg_‘,' hi f{rb r3) == @(&J
En consecuencia:
_ o) s o]
)= p(ts) Qs

Para definir la escalar de temperaturas termodindmicas Lord Kelvin propuso la re-
lacién més sencilla:

Q_n
QZ TZ

estableciendo que la relacién entre dos temperaturas, en la escala de temperaturas
termodindmicas, es igual a la relacién entre las cantidades de calor absorbida y ce-
dida por un motor de Carnot que funcionase entre dos focos a esas temperaturas, lo
que ha sido demostrado para el gas ideal en el Epigrafe 21.5.

Para establecer los intervalos de temperatura en esta escala, imaginemos una
serie de motores de Carnot escalonados, de forma que cada uno de ellos funcione
con el calor cedido por el anterior y que todos produzcan el mismo trabajo (Figu-
ra 21.20). Veamos c6mo, en estas condiciones, los intervalos de temperatura entre
los focos térmicos de funcionamiento de cada uno de los motores son iguales. En
efecto:

Para el primer motor es:

W=QI_QQ.:%(TI_%THI):g{TI_TZ)

O T
Andlogamente, para el motor que funciona entre las temperaturas T, y T, , , es:
W= o T T Figura 21.20.
— ? { ‘et l:'

y, puesto que todos los motores dan el mismo trabajo, puede establecerse:

0 -2 ryenaZr .=
7 G B =p @GR = = (L= T = -
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De acuerdo con el escalonamiento de los motores, la aplicacion de [21.16] da:

%=%= ...=%=
n T T,
Con lo que resulta ser:
h-L=Lh-NhL=-=I-T4

segiin se querfa demostrar,

Para establecer la escala de temperaturas termodindmicas s6lo queda tomar una
temperatura como punto fijo de referencia. En la Conferencia de Pesas y Medidas
de 1954, se acordd que esta temperatura fuese la del punto triple del agua, al que
se asigno el valor 273,16 K, con lo cual se hace coincidir la escala termodindmica
de temperaturas con la absoluta.

Para determinar la temperatura de un sistema en la escala de temperaturas ab-
solutas termodindmicas, es necesario hacer funcionar un motor de Camot tomando
como focos calorificos el sistema y el punto triple del agua, y determinando el ren-
dimiento del mismo, Utilizando la [21.16], el rendimiento, seglin que la temperatu-
ra del sistema sea superior o inferior a la del punto triple del agua, se expresa, res-
pectivamente:

T, T
5 Pr
p=1-x" o0 g=1—"
pf 5

Y, si el rendimiento ha sido calculado, queda determinada la temperatura del siste-
ma, El valor exacto de ésta no se puede determinar, debido a la imposibilidad de
realizar un ciclo de Camot perfectamente reversible, pero podemos aproximamos a
é cuanto seamos capaces, dependiendo de nuestro refinamiento técnico.

Para determinar el cero absoluto deberfamos hacer funcionar un motor de Car-
not entre una temperatura Iy y el cero absoluto T, = 0 K; el rendimiento de este
dclo serfa:

=1-2 =y
Mg

lo que va en contra del segundo principio, de aquf la inaccesibilidad del cero abso-
luto. No obstante, como hemos indicado, podemos aproximarnos a él cuanto nos
permita nuestro refinamiento técnico, asf, se han llegado a determinar temperaturas
de 0,001 K,

WAEEN Desigualdad de Clausius

Consideremos dos motores termodindmicos, uno reversible y el otro no, funcionan-
do entre los dos mismos focos térmicos de temperaturas T y T,. Segiin el teorema
de Camot, el rendimiento del reversible serd mayor:

1 Q
T
E{QZ Q1 Qzén
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Se trata de expresiones en las que la igualdad es para el proceso reversible y la de-
sigualdad para el irreversible.

Todo proceso ciclico reversible puede verse como una suma de infinitos ciclos
de Carnot infinitamente pequefios. Supongamos un proceso reversible, que est4 re-
presentado por el ciclo de la Figura 21.21, realizado en el sentido que se indica. El
ciclo puede dividirse mediante una serie de adiabdticas infinitamente préximas,
Consideremos dos de éstas, la AD y la BC; por A tracemos la isoterma 48" y por C
la isoterma CD', habremos asi construido el ciclo de Carnot AB'CD'A.

Consideremos la transformacié6n ciclica ABB'A y sea 60, el calor absorbido por
el sistema en la transformacién elemental 4B, y dQ, el cedido en la B'A4. Por el pri-
mer principio, la cantidad neta de calor consumida en el ciclo es igual al trabajo
producido en él:

80, — 80}, = 6W = Area (ABB'A)

y en el limite, cuando cada adiabética esté infinitamente préxima a la contigua, se-

rd dQl = dQ'[.
Lo mismo sucede en la transformacién ciclica CDD'C, que en el limite serd

d0, = dos,
Para el ciclo de Carnot AB'CD'A, podemos escribir:

60, Qs _

0
T T

y al tender cada adiabética a la contigua es:

a0 _do,_
T, T,

lo que sumado para todos los ciclos infinitamente pequefios da:

dQ_
99?'“

Si el ciclo fuera irreversible se verificar4, andlogamente:

Y
ﬁ;?{ﬂ

puesto que ahora habri pérdidas de calor debidas a los efectos disipativos causan-
tes de la irreversibilidad.
En general, puede establecerse que para cualquier ciclo se verifica la inecua-
cién llamada de Clausius:
d
(j;—Qs;n [21.16]

T

debiéndo tomar el signo igual para los ciclos reversibles y el menor que para los
irreversibles.

m Entropia

Consideremos un sistema que realiza una transformaci6n reversible del estado 1 al 2,
siguiendo una evolucién representada por la linea 4, y que completa el ciclo,

P

Figura 21.21.
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Figura 21.22.

Variacién de entropia

volviendo al estado 1, siguiendo la evolucién reversible representada por la linea B
(Figura 21.22). Puesto que el ciclo es reversible, podemos escribir:

2dQ la'lQ_
Raskal

Si el sistema realiza el paso de 1 a 2 por la trayectoria reversible C y completa
el ciclo volviendo a 1 por la linea B, el ciclo serd reversible y se verificard:

zd'Q ldQ
f2f %

Restando las dos tdltimas ecuaciones resulta:

dg_ [*40
hemt.

d
luego el valor de la integral curvilinea J-z ?Q es independiente de la curva segui-
1

da para pasar de 1 a 2 y, en consecuencia, la cantidad subintegral es una diferencial
exacta de una funcién de estado. A esta funcién de estado o propiedad del sistema
se le llama emtropia, y se designa con §, siendo:

0

=T

[21.17]

y la variacién de entropfa entre dos estados:

2
agQ
S,-Si=f =
2 I§IT

La ecuaci6én de dimensiones de la entropfa serd [§] = ML>T 2K ' y sus posi-
bles unidades carecen de nombre especial, siendo en el S.I. el J/K y, también, muy
usual, la cal/K,

Consideramos muy imporianie sefalar que la variacién de entropfa entre dos
estados no depende més que de éstos y no de si el proceso seguido para pasar de
uno a otro es reversible o no, Ahora bien, la tiltima integral solamente puede calcu-
larse a lo largo de una trayectoria reversible. El cambio de entropia en una trans-
formacién irreversible puede calcularse ideando un proceso reversible entre los
mismos estados inicial y final, y calculando la varacién de entropfa a lo largo de
éste segln las ecuaciones establecidas.

Consideremos de nuevo el sistema que realiza el ciclo reversible L42RB1; para

é podemos escribir:
2 1
o ['do_.
1 T 2 T
Sea ahora la transformacién de 1 a 2 por C irreversible, también lo serd el ciclo

1C2B1 y se verificar:
ZdQ 1 dQ
§| ? + §2 ? <0
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restando ambas ecuaciones:

2 2
:f Q. :f 40
T LW T
¥, puesto que la entropia es funcién de estado y la trayectoria 4 es reversible, re-
sulta:
*dQ fz f *dQ
—=4 d5>¢ dS=¢ —
:fl r 1 1 fl T
es decir:
2 dQ
SQ, == Sl > %l ?

Al ser la entropfa funcién de estado, su variacién al pasar del estado 1 al estado
2, §; — &, no depende del camino seguido, ni de si éste es reversible o irreversi-
ble, iinicamente depende de los estados inicial y final, 1 y 2, Ahora bien, para cal-
cular la variacién de entropia, hay que hacerlo siempre a lo largo de un proceso re-
versible, ya que de lo contrario obtendrfamos un valor menor. Por tanto, si el paso
del estado 1 al 2 se hace por un camino irreversible, hay que crear formalmente un
camino reversible entre estos estados y calcular a lo largo de €l la variacién de en-
tropia.

m Principio de aumento de entropia

Este principio establece que solamente son posibles aquellos procesos reales que
comportan un aumento de entropia del universo o no es posible un proceso real
que conlleve disminucion de la entropia del universo.

Consideremos un sistema a temperatura T, y el medio exterior a temperatura
T.. Solamente pueden presentarse dos situaciones, T, > T, 0 I, < T,,.

En la primera de ellas, el flujo de calor va desde el sistema al medio (Figu-
ra 21.23) y las variaciones de entropia de cada uno son:

_ 42 Y
as, = —7 s, =7

y sumando resulta, para la variacién de entropia del universo:

1 1
d.S,,=dS,+dS,.=(T——?)dQ}{J

porser T,>T,.
En el segundo supuesto posible, T, < T,, el flujo de calor ir4 desde el medio al
sistema (Figura 21.24), vy las variaciones de entropfa serdn ahora:
_ 4o do

ds, T 7Y dSm=—T—

resultando para la variacién de entropia del universo

1 1
d‘S',,—dS,+dSm—(E—T—m)dQ>ﬂ

por ser ahora T,, = T,.

Figura 21.23.

Figura 21.24.
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il 5
e - ras-dg

ds 5
Figura 21.25.

En definitiva, siempre es:

ds, =ds, +dS, >0 [21.18]

que expresa el principio de aumento de entropfa, indicdndonos que solamente son
posibles aquellos procesos que comporten una suma positiva de variaciones de en-
tropfa del sistema y del medio exterior. Nos indica, en consecuencia, qué proceso o
en qué sentido los procesos son posibles, viniendo a ser un enunciado muy general
del segundo principio, de forma que un proceso que violase el segundo principio
violarfa el principio de aumento de entropia.

Si el sistema est4 aislado del medio, el principio de aumento de entropia se re-
duce a dS, > 0y, en consecuencia, en un sistema aislado solamente pueden ocur-
rir procesos que comporten un aumento de entropia,resultando que un sistema tér-
micamente aislado estard en equilibrio cuando su entropia esté en un méximo.

Al ceder el medio al sistema, o éste a aquél, una cantidad de calor dQ, no hay
variacién en la cantidad de energia del universo, lo que si se produce es una unifor-
midad en las temperaturas, es decir, una disminucién del salto térmico y, puesto
que éste puede utilizarse para producir trabajo, habremos perdido la oportunidad
de hacerlo. En consecuencia, el aumento de entropfa de universo nada tiene que
ver con la energia total de éste, que permanece constante; su verdadero significado
fisico es la disminucién de la posibilidad de aprovechar la energia térmica para
producir trabajo, ya que el salto térmico disminuye. Por tanto, al aumentar la entro-
pla, la energfa térmica se hace menos utilizable, vy se dice que se ha degradado.

La entropfa del universo, de acuerdo con el principio de aumento de entropfa,
crece constantemente y las lemperaturas tienden a hacerse uniformes, Parece, pues,
que el universo se encamina hacia un estado de temperatura uniforme en el cual
toda la energia estard completamente degradada y la entropfa habrd alcanzado su
méximo, no siendo posible proceso real alguno, A esta situacién se le denomina
muerte térmica del universo,

Siguiendo un razonamiento inverso, la entropfa del universo fue nula en el ori-
gen del tiempo, es decir, cuando se inicid el universo y comenzaron los procesos
fisicos, lo cual exige una causa primera que dé comienzo a la vida y a la produc-
cén de entropfa, lo que puede constituir una demostracién de la existencia de
Dios, independiente de las teolégicas.

m Diagrama entrépico

Es el realizado tomando en abscisas la entropfa y en ordenadas la temperatura,
Consideremos el diagrama entrépico de un cierto proceso ciclico reversible como
el indicado en la Figura 21,25, en el cual el 4rea sombreada T'dS = 40, es el calor
intercambiado en la transformacién elemental. En consecuencia, el calor neto
absorbido por el sistema al realizar el ciclo es el drea encerrada por éste en su
diagrama entrépico que, de acuerdo con el primer principio, serd igual al trabajo
neto intercambiado.

Las transformaciones isotermas tendrin como representacién en el diagrama
entrépico una recta paralela al eje de abscisas y las transformaciones adiabdticas
reversibles estarin representadas por una recta paralela al eje de ordenadas, de aqu{
que el diagrama entrépico de un ciclo de Carnot sea un rectingulo (Figura 21.26),
El sistema de temperatura T, pasa del estado 1 al 2, absorbiendo la cantidad de calor;

0, =Ara(1-2-6-5)
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y sufriendo el aumento de entropia:

- &

S-s=7

En el paso del 2 al 3 no hay intercambio de calor ni variacién de entropia, y la
temperatura disminuye de T a T>. El paso del 3 al 4 es una isoterma de temperatu-
ra T, cediendo el sistema la cantidad de calor:

0, =Area(4-3-6-5)
y disminuyendo la entropfa en:

_2

S=8=7

Fl paso del 4 al 1 es una nueva adiab4tica; no hay, pues, cambio de entropia ni
intercambio de calor, y la temperatura se eleva hasta T;.

El 4rea encerrada por el diagrama entrépico del ciclo de Carmot es numérica-
mente igual a la cantidad de calor transformado en trabajo exterior:

O —Q=W=8—-58§T—-L

EJEMPLO 21.9

Dos moles de un gas ideal siguen las transformaciones indicadas en el diagrama
de la Figura 21.27. Del estado 1 al 2 se duplica la temperatura, manteniéndose la
enfropfa constante, y del 2 al 3 se duplica la entropia, manteniéndose la tempera-
tura constante. Calculemos:

1.° El trabajo neto producido en el ciclo,
2.° El calor absorbido.
3.° El rendimiento del ciclo.

4° El rendimiento de un ciclo de Carnot que funcionara entre las temperaturas
extremas,

5.2 La variaci6én de energia interna en cada transformacién,

6. Laaplicacién al caso: §; = 4 cal/K, T, =300 K, ¢, =3 cal/mol - K yn =2
moles.

Solucién:
1.° De acuerdo con el primer principio, a lo largo de un ciclo el trabajo neto es
igual al calor neto:
1 1
W= er‘Q = JTdS = Area (1 231) = ” S —S)T—T)= 5 S, T

2.° El calor se absorbe en la transformacién 2-3:

0, =T (S5 — S =281,

_____________ JrQI 2
[}
I
41 #Qz 3
5 ‘6
s, 5, 5
Figura 21.26.

"t

s, S
Figura 21.27.
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3.2 El rendimiento es:
.15 1

79, 22571, 4

4. FEl rendimiento de un ciclo de Camot entre las temperaturas T; y T es:

(L-T) _1

(A 3 2

3. La variacién de energfa interna en el proceso 2-3 es nula por ser a tempera-
fura constante:

En el proceso 1-2 es U, — U, = ne (T, — T}).
En el proceso 3-1 es Uy — Uz = ne (T, — o).
|
6. Aplicacién: 1.° W=E 4x300=600 cal; 2.° 0,=2%x4x300=2400 cal;
5°U,—U1=2x3x300=1800cal y U;—U;=2 x3x(—300)= —1 800 cal,

Algunas relaciones de la entropia con otras
propiedades termodinamicas

Al sustituir en la expresién del primer principio dQ = dU + PdV, establecida con
las restricciones que se indicaron, dQ por T'd§, resulta:

TdS =dU+ PdV

expresién de la que se deduce:
ds=1au+2 ar [21.19]
T r P

Anjlogamente, al sustituir dQ por TdS en la Expresién [20.22] del primer prin-
cipio, dQ = dH — VdP, obtenemos:

rdS=dH — VdP
de donde:

= 1 2
ds = — = dP [21.20]

Las dos expresiones que hemos obtenido relacionan la entropia con otras pro-
piedades termodindmicas y, aun cuando han sido deducidas utilizando relaciones
vilidas inicamente para procesos reversibles, son vélidas para cualquier proceso
reversible o no, puesto que son relaciones entre propiedades de estado y no depen-
den més que de éste, no importando la trayectoria seguida para pasar de uno a otro.

Variacion de entropia en algunos procesos
reversibles

Veamos c6mo se determina la variacién de entropia en algunas transformaciones
mreversibles:
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a) Transformacion adiabdtica.

En una transformacién adiabética, por definicién, dQ = 0 y la variacién de entro-
pfa también es nula:

S5 =0
motivo por el cual a los procesos adiabdticos también se les denomina isentrépicos.

b) Transformacion isoterma.

En esta transformacién es T = de., lo que facilita la integracién de [21.17] y la va-
riacién de entropfa se expresa:

Si el sistema absorbe calor, la entropia aumenta, y si cede calor, disminuye su
entropfa. A este tipo pertenecen las variaciones de entropfa durante los cambios de
estado, ya que mientras éstos se verifican la temperatura permanece constante. Si
denominamos ¢; al calor latente de cambio de estado, o cantidad de calor que el
sistema toma o cede para cambiar de estado un gramo del mismo, serd 0, = mc;
y, con ello;

S, — 5§ =? [21,22]

siendo T la temperatura de cambio de estado.

c) Transformacion a volumen constante,

En un proceso a volumen constante es dQ = ¢,dT v, con ello, la variacién de en-
tropfa para un gramo de sustancia estd dada por:

dQ dT »
=|==|¢—= 21.23
[2- a1 o
¥y para un mol:
dr .
S — 8 = CM,,? [21.24]

La integracién de estas expresiones exige conocer ¢, = f(T) o cyy = F(T). Si
admitimos que entre los estados 1 y 2 el calor especifico se mantiene constante, re-

sulta:
TZ
Para un gramo: §,— 8§ =¢ lnT [21.25]
1
¥ para un mol: S:— 8 =¢ppln Fz [21.26]
1

d) Transformacion a presion constante,

En un proceso a presién constante es dQ = ¢, dT y, con ello, la variacién de en-
tropfa para un gramo de sustancia estd dada por:

—31—JdQ Jcp T [21.27]
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dT _ _
y para un mol: S;— 8 = jCMF T [21.28]

La integracién de estas expresiones exige conocer ¢, = f(T) 0 ¢y, = f(T). Si
admitimos que durante la transformacién el calor especifico se mantiene constante,
la integracién da:

T.
$s — 8§ =¢,In = [21.29]
2 1 P Tl
¥
T )
& — 81 = capln [21.30]
Ts

Una barra de hielo de 2 kg, que est4 a la temperatura de —20 °C, se pone en con-
facto con el medio ambiente que estd a la temperatura de 26 °C. El hielo se funde
completamente y el agua acaba en equilibrio térmico con el medio, Calculemos
la variacién de entropfa que sufre el sistema, la variacién de entropfa del medio y
la del universo,

Solucidon:

Aunque evidentemente los procesos descritos son irreversibles, calcularemos las
variaciones de entropfa siguiendo procesos reversibles entre los mismos estados
inicial y final,

La variacién de entropfa del sistema ser4 la suma de las variaciones de entro-
pia del hielo hasta llegar a 0°C, més la debida a la fusi6n del hielo, més la varia-
dén de la entropfa del agua hasta llegar a la temperatura ambiente:

aQ _ meydl  mlL  med?

S=r="7 Tt 7
que integrada da:
213,15  mL 299,15 s
= —_— = x x *
AS, = mc, In 315 + 7315 + meln 7315 2 x 10* x 0,5 x 0,07604 +
2x10*x 80

T B 10% x 0,09092 = 76,04 + 585,76+ 181,84 = 843 64 cal/K

La variacién de entropia del medio, puesto que éste se mantiene a temperatu-
@ constante, serd:

_@_ —mc, dT — mL — medT

B T 4%
que integrada da:
2 % 10°
AS, = — 2915 [0,5(273,15 — 253,15) + 80 + 26] = — 775,53 cal/K

La variaci6n de entropfa del universo ser4 la suma de las entropfas correspon-
dientes al sistema y al medio ambiente: AS, = 68,11 cal/K.
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m Variaciones de entropia en un gas perfecto

Para un mol de gas perfecto se verifica PV = RT, dU = ¢, dT'y dH = cjy, dT, lo que
llevado a las Ecuaciones [21.19] y [21.20] transforma a éstas, respectivamente, en

dar av
dS_CMB T +R?
dr dP
dS—{fﬂ.,_—RF

y, al integrar entre los estados 1 y 2, se obtiene:

dr %
Sz—Sl=J—Zc,ﬁx,,—+R1n—2

Vi

ar P,

g gy 2

S Sl JTCMP T nPl

[21.31]

[21.34]

para poder realizar las integraciones indicadas deben conocerse las funciones que
ligan los calores especificos con la temperatura, &y, = /(1) y ¢, = f(T). Admi-
tiendo la constancia de los calores en el intervalo del estado 1 al 2, 1a integracién

de las dos qdltimas expresiones, respectivamente, da:

ik +JR]1:|E
1

= &% |p -2
S — 8 = éi T 7

- )
52—31—{;{}!, ﬂﬁ—RlnE

[21.35]

[21.36]

Una tercera relacién puede deducirse sin més que multiplicar la primera por
¢y la segunda por cify,, restar, y tener en cuenta la relacién de Mayer, resultando:

dav dP
dg_ch V+CM,,P

[21.37]

cuya integracién, supuestos constantes los calores especificos entre los estados 1 y

2, da;

Vs
S, — Sl—cwlnF—chln

volumen constante hasta llevar su presién a la inicial.

maciones y en el conjunto del ciclo.

P|

Medio mol de un gas ideal se encuentra a la presién p, = 8 atm y temperatura
T, =400 K, y se expansiona de forma adiabética hasta la temperatura T, =302 K.
Luego, se le somete a un proceso a volumen constante hasta reducir su presién a
la atmosférica P, = 1 atm; a continuacién, se le comprime a presién constante T, =302K
hasta reducir su volumen al inicial, ¥; = F;, momento en el cual se le calienta a

El gas realiza un ciclo que se ha representado en la Figura 21,28; vamos a de- Y
erminar las variaciones de entropfa que sufre el gas en cada una de las transfor- " Vs Vi)

21 .38
{ J P | (atm)

8 [y T, =400 K

Adiabdtica

Figura 21.28.
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[S¥]

Solucién:

En la transformaci6n 1-2, por ser adiabética, es dQ=0y dS ={ la entropfa no
sufre variacién.

Para el cdlculo de las variaciones de entropia necesitamos conocer las tempe-
rmturas en cada uno de los vértices, lo que podemos calcular de la siguiente
forma:

PVi=nRT, , V=05 %0082 x 400/8= 2,051

W\ ¥, = 2,05 s 1m—4151
. AR »2 M \s02)

P.V,=nRT, , T,=414/05x 0082= 10098 K
PV,=nRT, , T,=205/05x0082=50K
La variacién de entropfa en el proceso 2-3, a volumen constante, ser4:

_@_uc,,dif‘
i A

00,98
2

T
ds : Sg,—Sz=nc,1nF3={l,5X5><ln = —2,739 cal/K
2

La variaci6n de entropia en la transformacién 3-4, por ser a presién constante,
seré:

T,
Si—S8=nc,n*=05%7xIn = —2,460 cal/K

T 100,98

Andlogamente, la variacién de entropia en el proceso 4-1 serd:

Ty 400
Si—Si=nc,ln—=05%x5x%xIn—=519 cal/lK
7 50

La variacién de entropia del gas cuando ha realizado un ciclo completo debe
ser nula, por ser la entropfa funcién de estado:

AS = —2,739 — 2,460 + 5,199 = 0

Figura 2129.

Dos moles de un gas ideal, inicialmente a la temperatura de 273 K y presién de 2
atm, sufren un proceso reversible durante el cual la relacién P/V se mantiene con-
stante, hasta alcanzar la presion final de 4 atm (Figura 21.29). Calculemos la va-
facién de entropfa que ha sufrido el gas en esa transformacién.

Solucion:

Para el cdlculo aplicaremos la Ecuacién [21,36], siendo necesario calcular previa-
mente la temperatura del estado final.
El volumen inicial es:

PVi=nRT, , V;=2x0082x 273/2= 223861
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El volumen final se obtiene de la relacion:

BBy sy =mami
Wt B
La temperatura en el estado 2 ser4:
_4x 44772

=——=1092 K
2 2% (0082 ?
Con todo ello, la [21.36] se expresa:

ﬂ..'S‘—ZxSxh:lmgl2 2x2x] 4—1109;-&1!1(
- 273 ny= b

Una burbuja, que contiene n moles de aire, se encuentra en el fondo del mar a la 2 S
presién P, y temperatura 7. La burbuja asciende hasta una altura tal que la pre- P, &,- - &J
sién es P, v allf queda estacionada (Figura 21.30). Considerando que este proce-
so es reversible, que se realiza sin intercambio de calor y que el aire se comporta
como gas ideal de calor especifico molar a presién constante c,, calculemos:

1.” El volumen de la burbuja en el estado inicial, estado 1.
2,° El volumen y la temperatura en el estado 2,

3.° La variacién de energfa interna del aire de la burbuja. )

Después de transcurrir un tiempo suficientemente grande con la burbuja esta-
conada, se llega a un estado final de equilibrio, Determinemos:

4° La temperatura y el volumen de la burbuja en el estado de equilibrio. F

5.7 Las variaciones de entropfa del aire de la burbuja, del mar y del universo
desde el estado 2 al estado final de equilibrio,

Solucién:

o P Tl B lr=m==a}-
1.° El volumen inicial es V; = nR B 3 > 5
1

2

2.° El proceso que sufre el aire de la burbuja es adiabético reversible, El volu- :
men en el estado 2 seri: A A v

P, 1fy P, 1y 7 Figura 21.30.
2=\p) ") "5

y la temperatura:

s E= ﬂ (‘_'J’)."TT
2 ZHR P 1

siendo necesario determinar y en funcién del dato ¢, cuyo valor es:
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P, (1—p)y
3" AU= HC,,(T; = Tl) = ?I(CP ak R)I:(F) = 1] .T[ e
4.° El mar se comporta como un foco térmmico y la burbuja en el estado final de

equilibrio adquiere la temperatura 7. El volumen en este estado sera:

V. —nﬁﬂ
2= P,

5.° La variacién de entropfa del aire de la burbuja desde el estado 2 al estado
final de equilibrio es:

La variaci6én de entropfa del mar, por ser éste un foco térmico a la temperatu-
a T es:

0 (-1
AS = T ney T,
y la variacién de entropfa del universo es:
T (-1
AS = nc,In T, neg T

Variaciones de entropia en algunos procesos
irreversibles

Ya vimos cémo la entropia es una funcién de estado y, en consecuencia, su varia-
cién entre dos estados no depende del camino para pasar de uno a otro, inicamente
depende de cudles son éstos. Asimismo, hemos visto c6mo la variacion de entropia
siempre debe calcularse a lo largo de un camino reversible que una los estados ini-
dal y final, ya que, de lo contrario, se obtendrd una cantidad menor que la variacién
real de entropfa. Veamos su cilculo en algunos procesos imreversibles concretos:

a) Flujo de calor de un foco térmico a un cuerpo.

Consideremos un cuerpo de masa m, temperatura T} v calor especifico ¢, que se
pone en contacto con un foco térmico de temperatura T, > T, El cuerpo se calen-
fard tomando calor de foco hasta que su temperatura llegue a ser también T, El
proceso es, evidentemente, irreversible.

La cantidad de calor tomado del foco, para incrementar la temperatura del
cuerpo en dT, es:

dQ = mcdT
En un proceso reversible que una los estados inicial y final, 1a variacién de en-
tropia es:
dQ L gr
S S1—JT—m r,CT
admitiendo que ¢ es constante entre T y T, resulta:

T
ﬁs=SQ,_Sj =mcln —
T
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La variacion de entropfa del foco es:

do m [T T,—T,
AS=8-8=—|—-=—"%| cdT=me
= - J.TQ. TZ T TZ
La variacién de entropfa del universo es:
AS,=AS+ AS = ]IIE-FE—I
e Bl G AR

cantidad que siempre es mayor que cero, salvo cuando T; = T, en cuyo caso es
dS, = 0, ya que no hay intercambio de calor al ser la temperatura del cuerpo igual
a la del foco,

b) Expansidn de un gas.

El gas, encerrado inicialmente en el volumen V), se deja expansionar libremente
hasta ocupar el volumen total de los dos recipientes, V, (Figura 21,31), El sistema
estd inicialmente en equilibrio térmico con el medio y el estado final es aquél en el
cual se ha llegado de nuevo al equilibrio témico con el medio. Por tanto, las tem-
peraturas inicial y final son las mismas, y la variacién de energfa interna del gas
serd nula.

H proceso es, evidentemente, imreversible, y para calcular la variacién de en-
tropia del gas, debemos crear un proceso reversible que una los estados inicial y fi-
nal. Sea éste un proceso isotermo, desde el estado (V, T}) al estado (¥, T}). El pri-
mer principio, aplicado al proceso, da:

dv
dQ = dW = PdV = nRT, —;

y la variacién de entropia es:

Asrig, iyt | By
=85—8§=n — =nRln >
2 1 . % v,

H sistema formado por los dos recipientes es rigido y no hay intercambio de
trabajo con el medio exterior, Puesto que la temperatura inicial y final es la misma,
no hay variacién de la energia inferna y, por tanto, de acuerdo con el primer princi-
pio, no hay intercambio neto de calor entre el gas y el medio exterior. En conse-
cuencia, la variacién de entropia del medio exterior es nula, AS' = 0,

La variacién de entropfa del universo es:

Va

AS, = AS + AS = nRIn 2> 0
1

c) Flujo de calor entre dos focos térmicos a través de un conductor,

Sean dos focos térmicos de temperaturas T y 15, T, > T,. Determinemos la varia-
cién de entropfa en el paso ireversible de la cantidad de calor Q, desde el foco 1
al 2, a través de un conductor térmico (Figura 21.32).

El proceso es irreversible, y para calcular la varacién de entropfa debemos
idear un proceso reversible entre los mismos estados inicial y final, y en el cual se
transfiera la cantidad de calor Q del foco 1 al foco 2, Este proceso puede ser el si-
guiente:

Primera etapa: un gas a temperatura T, en contacto con el foco térmico 1, rea-
liza una expansi6n isoterma hasta absorber la cantidad de calor (. En este proceso,

=

Figura 21.31.
Foco 1 Foco 2
f r
T >T,
() —
Figura 21.32.
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Figura 21.33.

Figura 21.34.

la variacién de entropfa del foco 1 es igual y de signo contrario a la variacién de
entropfa del gas:
Q

M|=_M=_Fl

Segunda etapa: el gas se expansionari de forma reversible y adiabdtica hasta
que su temperatura sea 7>, En esta etapa, la variacién de entropfa es nula.

Tercera etapa: el gas, en contacto térmico con el foco 2, es comprimido isoter-
ma y reversiblemente hasta que cede el calor O al foco 2, En esta etapa, la varia-
cén de entropfa del gas es igual y de signo contrario a la variacién de entropia del
foco 2:

o

La variacién total de entropia del sistema es:

1 1

La variacién de entropfa del universo es esta misma,

d) Entropia de una mezcla,

d.l) Mezcla de gases ideales: consideremos un recipiente aislado térmicamente
del exterior y dividido en dos compartimentos mediante una ldmina. Uno de los
compartimentos de volumen F, estd ocupado por n; moles de un gas ideal y el
otro, de volumen V5, por n, moles de otro gas ideal (Figura 21.33), Ambos gases
estdn a la misma temperatura, Al retirar la l14mina que los separa, los gases se mez-
dan produciéndose una variacién en la entropfa de cada uno de los gases yen la
del sistema.
La variacién de entropfa del gas 1 sera:

W+ V
ﬂS1=H1.R]II¥
1

La variacién de entropia del gas 2 seri:

W+ V.
AS, = n,RIn M
Va
La variacién de entropfa del conjunto serd la suma de ambas variaciones de
entropfa:

Fi+ K
&S=R|:nllng+n

Un recipiente aislado térmicamente del exterior estd dividido en dos comparti-
mentos mediante una ldmina. El compartimento 1, de volumen 6 1, contiene 3
moles de un gas ideal, y el compartimento 2, de volumen 4 1, contiene 2 moles de
otro gas ideal (Figura 21.34). Ambos gases estéin a la misma temperatura. Retire-
mos la ldmina que los separa y, una vez mezclados, determinemos:

N+Vy
e
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1.° La varacién de entropia de cada uno de los gases.
2% La variacién de entropfa del conjunto,

Solucion:
1.° La varacién de entropia del gas 1 es:

10
AS =3 x 8314 x In = 12,741 JK
La variacién de entropfa del gas 2 es:
10
AS =2 x 8314 x In —- = 15236 KK

2,° La variacién de entropfa del conjunto es AS = 27,977 J/K.

d.2) Mezcla de dos liquidos.

Un recipiente contiene m, (kg) de un cierto liquido a la temperatura T, siendo su
calor especifico a presi6n constante, ¢,; (J/kg- K). Un segundo recipiente contiene
m; (kg) de otro liquido a la temperatura T3, cuyo calor especifico a presion cons-
tante es ¢,, (J/kg- K) (Figura 21.35). Si mezclamos ambos liquidos en un tnico re-

cipiente, de forma que no haya disipacién de calor, se producird una variacién de y
entropia en cada uno de los liquidos y en el conjunto. Para su célculo debemos, .

y i o
primeramente, obtener la temperatura final de la mezcla, lo que se consigue por 7

aplicacién de la conservacién de la energfa, ya que el calor cedido por el liquido
mds caliente es el recibido por el més frio, es decir:

myc, (Ty — T = mycpy (T — T) A A AR
i
de donde:
s
= (mcpy Ty + mye,, T
(mie,y + me,,)

Ty

o . Figura 21.35.
La variacién de entropfa del liquido 1 es:

do dr T
AS, = J-? = mcy, J.F = mc, In }.’f

La variacién de entropfa del liquido 2 es:

_ Ty
AS; =mycpln E
La variacién de entropfa del conjunto es:
I I
AS = mcyIn—- + macpyIn

T 7
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Un recipiente contiene 0,6 kg de agua a la temperatura de 90°C, Un segundo re-
cipiente contiene 0,4 kg, también de agua, a la temperamra de 20 °C. Tomando
para el calor especifico del agua a presién constante el valor ¢, = 4,2 kl/kg- K,
calculemos:

1.° La temperatura final de la mezcla.
2" La variacién de entropfa del agua contenida en cada uno de los recipientes.
3 La variacién de entropia del conjunto,

Solucién:
1.° La temperatura final de la mezcla es:

T,=06 x 90 + 0,4 x 20 = 62°C
2. La variacién de entropfa del agua del recipiente 1 es:

AS, =06 x 42 x 10° x 1 335’15——202 K
1=06x42 "3%3,15 2

La variacién de entropfa del agua del recipiente 2 es:

A.Sz—{]zllezxmj‘]n%—ﬂdgdﬂl(
R 293,15 ¢

3,° La variacién de entropfa del conjunto es:
AS = 22494 — 2022 = 2274 J/K

m Energia libre o funcién de Helmholtz

Definimos la energfa libre, F, mediante la expresion:
F=U-T5§ [21.39]
Por tanto, su ecuacién de dimensiones corresponde a una energia y la unidad de
medida en el 5.1, es el julio. Ademds, 1a energfa libre serd una funcién de estado,
por ser combinacién lineal de funciones de estado.,
Diferenciando la expresién de la energfa libre se obtiene:
dF = dU — TdS — §dT
y, teniendo en cuenta la Ecuacién [21.19], se transforma en:

dF = —PdV — 8§dT [21.40]

Suponiendo F funcién de las variables de estado V'y T, F = F(V, T), su dife-
rencial debe ser de la forma:

i
ar = (5) av + (5) ar
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que, al compararla con la anterior, da:

d
Teniendo en cuenta que es dS = ?Q y el primer principio dW =dQ — dU, se
escribe:
dw < TdsS —adu 21.41]

Para procesos a temperatura constante, la integracién de esta ecuacién da:

le < T{Sz - SJ - {Uz o U1) [21.42]
o bien;
Wao<F—F

quedando establecido que & frabajo mdximo que puede realizar un sistema en una
transformacion isoterma es igual a la disminucion de la energia libre.

Si, ademds de la temperatura, también permanece constante el volumen, al ser
por esto el trabajo exterior nulo, la [21.42] se escribe para las transformaciones na-
turales:

es decir, en todo sistema a temperatura y volumen constantes las transformaciones
reales que pueden producirse comporian siempre una disminucion de energia li-
bre. En consecuencia, un sistema a temperatura y volumen constantes estard en

equilibrio cuando su energfa libre esté en un minimo, de aqui que, por analogia con
la Mecénica, a la energia libre se le denomina potencial termodindmico isostérico.

PZFIN Entalpia libre o funcién de Gibbs

Definimos la entalpfa libre, G, mediante la expresién:

G=H-TS [21.43]

Por tanto, su ecuacién de dimensiones corresponde a una energfa v su unidad de
medida en el S.I. es el julio. Ademis, la entalpfa libre es una funcién de estado, por
ser combinacion lineal de funciones de estado,

Diferenciando la expresién de la entalpfa libre, se obtiene:

dG = dH — TdS — SdT [21.44]
y, teniendo en cuenta la Ecuacién [21.20], se transforma en:
dG = VdP — 8dT [21.45]

Suponiendo G funcién de las variables de estado Py T, G = G(P, T), su dife-
rencial debe ser de la forma:

oG 0G
2= (ar), 0+ o),
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que, al compararla con la anterior, da:

oG 0G
(@)= v (&)=

Teniendo en cuenta la desigualdad de Clausius, dS = %, y el primer princi-
pio, dQ = dH — VdP, se escribe:
TdS =dH — VdP obien: dH — TdS < VdP
lo que llevado a la [21.44] da:
dG € VdP — §dT
En un proceso a temperatura y presién constantes seré:
dG<0 o G,— G, <0

es decir: en todo sistema, a temperatura y presion constantes, las transformaciones
reales que pueden producirse comportan siempre una disminucion de la entalpia
libre. En consecuencia, un sistema real a temperatura y presién constantes estard
en equilibrio cuando su entalpia libre esté en un minimo, denominindose también
a ésta potencial termodindmico isobdrico.
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Her6n de Alejandria, en el siglo I antes de Cristo, des-
cribié, en su obra Neumdtica, un dispositivo que ponia
de manifiesto la fuerza generada por la expansién del
vapor y construyé un aparato llamado aeolipila, que
usando el vapor generado en un recipiente con agua
calentado por accién directa del fuego, hacfa girar
unos brazos acodados.

En el siglo x11, Alberto Magno describe un suffla-
for o soplador que, basado en la aeolipila, es capaz de
producir fuertes corrientes de vapor, Muy a finales del
siglo XV, Leonardo da Vinci disefié un cafién, que usa-
ba la fuerza expansiva del vapor para lanzar el proyec-
til, pero su uso no resultaba eficaz.

El primero en obtener energfa mecdnica del vapor
fue el espafiol Jer6nimo de Ayanz (1553-1613), que en
1606 patentd la primera miquina que, usando la fuerza
del vapor, elevaba agua, Avanz describe con todo de-
talle sus méquinas, la forma de construirlas y su fun-
cionamiento; incluso describe sistemas de doble efecto
y doble etapa. Ayanz también disefié un eyector de va-
por, En éste, la salida del vapor la reducia para conse-
guir alta velocidad y la rodeaba de un tubo conectado
aun recinto. La depresin originada en la tuberia al sa-
lir el vapor a alta velocidad arrastraba el aire, ventilan-
do el recinto, lo cual era de gran utilidad en la ventila-
cién de minas y bodegas. Ayanz fue a més, pues pensé
que por este procedimiento podfa extraerse aire fresco
y himedo de un sétano o pozo e introducirlo en una
habitacién para mejorar el ambiente de la misma, Este
sistema lo instal Ayanz en su vivienda de Valladolid,
lo que impresioné gratamente a los doctores Arias y
Ferrofino, que encontraron el ambiente fresco, agrada-
ble y perfumado, pues Ayanz habfa colocado la salida
de su eyector entre una maceta con flores.

El marqués de Worcester (1601-1667), en 1663, en
su libro A century of de names and scantlings of such
inventios, describe una méiquina de vapor similar a la
de Ayanz, pero no resulta claro ni el funcionamiento ni
la forma de fabricarla.

El ingeniero francés Denis Papin (1647-1714), en
su obra Descripcidn y empleo de la nueva mdquina
para elevar agua, publicada en 1687, describe el fun-
cionamiento de su mdquina neumdtica, cuya esencia
era un cilindro en la base del cual se colocaba agua,
que al ser calentada, la expansién del vapor produci-
do elevaba un pistén que se movia ajustado al cilindro.
A continuacién se enfriaba el cilindro y el piston cafa
a la base de aquél, para repetir la operacidn,

En 1698, Thomas Savery (1650-1715) patent6 una
méquina de vapor, similar a la m4s sencilla de Ayanz,
que describe en su libro The mines’s friend, publicado
en 1702, Su intento de aplicacién para extraer agua de
las minas de Comualles parece que no fue muy positi-
vo, pues la mAquina no aguanté las presiones exigidas.
Ademis el vapor debia enfriarse en el interior del de-
posito, para lo cual se debfa esperar a que se enfriasen
las paredes de éste, lo que hacfa la operacién muy lenta.

En 1705, Thomas Newcome (1663-1729) perfec-
cdoné la méquina de vapor de Savery, de forma que
cuando el pistén llegaba al final de su recorrido se
abrfa autométicamente una vélvula y a través de ella
pasaba al interior del cilindro un chorro de agua frfa
que condensaba el vapor, cayendo bruscamente la pre-
sién y descendiendo el pistén a la base del cilindro; el
extremo del piston estaba unido a una biela que accio-
naba una bomba. Esta méquina de vapor también se
usé para el bombeo de agua. La miquina realizaba 12
revoluciones por minuto, sacaba unos 540 litros de
agua de una profundidad de 46 metros y su rendimien-
to aproximado era de 0,5%. En Espafia se instalaron
méquinas de este tipo en los astilleros de El Ferrol y
de La Carraca (Céddiz), para el bombeo de agua en los
diques.

Parece ser que también fue Denis Papin quien, en
1707, aplicé por primera vez la fuerza de la expansién
del vapor a la navegacion fluvial.

Un escocés, James Watt (1736-1819), que reparaba
equipos, entre ellos la méquina de Newcome, se dio
cuenta de que el bajo rendimiento de ésta era debido al
enfriamiento del vapor en el propio cilindro y para evi-
tarlo diseié un dispositivo especial: el condensador,
que patentd en 1769. Con ello podfa mantener caliente
el cilindro y aumentar el rendimiento, Otra mejora rea-
lizada por Watt fue que el vapor pudiera entrar en el
cilindro por ambas bases y empujar al piston en uno u
otro sentido, lo que se denominé mdquina de doble
glecto. Sin embargo, Watt no mejoré el sistema de
produccién de vapor, que sigui6 realizando a la pre-
sion atmosférica y, en general, mediante combustién
de carbdn.

La industria comenzé a desarrollarse gracias a las
aplicaciones de las méquinas de vapor, siendo la textil
la primera que se beneficié de ello. En 1764, Hargrea-
ves realizé la primera miquina de hilar mecénica y en
1785 se aplicd la miquina de vapor a los telares meca-
nicos ideados por Cartwright.



408 wm FHisica general

El conocimiento de la miquina de vapor de Watt y
su forma de funcionamiento fue extendido por toda
Europa merced al ingeniero espafiol Agustin de Betan-
court y Molina, nacido en Las Palmas de Gran Cana-
ria, en 1758, y fallecido en San Petesburgo, en 1824, el
cual, en 1789 present6 una memoria a la Real Acade-
mia de Ciencias de Paris con el titulo Memoria sobre
las fuerzas expansivas del vapor de agua, en la cual
hacfa una descripcion pormenorizada de la citada ma-
quina y su funcionamiento,

El norteamericano Oliver Evans (1755-1819) y el
ingles Trevithick (1771-1833) idearon la caldera a pre-
sién para generar vapor a presiones superiores a la
atmosférica, cuyos orfgenes pueden situarse en la mar-
mita de Papin de 1707. En 1802, Evans fabricé, en Fi-
ladelfia, la primera miquina de vapor a presién, cuya
caldera alcanzé 3,5 bares, consiguiendo reducir consi-
derablemente el tamafio de las mAquinas; de hecho, la
citada tenfa un cilindro de solo 15 mm de difmetro y
46 cm de longitud. El error de Evans fue suprimir el
condensador; en su méquina, el vapor, después de ha-
berse expandido era expulsado al exterior, Trevithick,
de forma independiente pero completamente anéloga,
realizé su méaquina de vapor a presién alcanzando su
caldera los 10 bares. Posteriormente, los ingenieros se
dieron cuenta de que era méds beneficioso utilizar las
calderas a presién y también el condensador de Watt.
En Espafia, la primera méquina de vapor a presién se
instalé en 1805, en la fbrica de hilados de Jacinto Ra-
mén, realizada por Francisco Sant Ponc (Barcelona
1756-1821),

En 1807, el norteamericano Fulton, aplicé la ma-
quina de vapor a presién a un barco con una rueda de
paletas, lo que llamé poderosamente la atencién. En

Locomotora Rocket de Stephenson (1829)

Espaiia, el primer barco de vapor se construy6 en 1817,
en Sevilla, y navegd por el Guadalquivir hasta Cadiz a
la velocidad de 6 nudos.

La primera locomotora a vapor para ferrocarril fue
disefiada por Trevithick, en 1804 y arrastré, a 8 km/h,
5 vagones cargados con mineral de hierro. En 1814,
George Stephenson disefié una nueva locomotora de
vapor a presion, la Blucher, Posteriormente, en 1829,
su hijo Robert (1803-1859) disefiaria la Rocket, en la
cual las ruedas estaban unidas mediante una biela que
las hacfa solidarias en la traccién. Esta locomotora fue
usada en la primera linea de pasajeros, inaugurada en
1830 entre Liverpool y Manchester, en la que alcanzé
la velocidad de 50 km/h, En Espafia la primera linea
férrea se inaugur6 en 1837, en Cuba, entonces provin-
da insular, y uni6 Guimes con La Habana. En la pe-
ninsula, diversas vicisitudes retrasaron la implantacién
del ferrocarril, que se inaugurd en octubre de 1848, en-
tre Barcelona y Matard, impulsado por Miguel Biada,
industrial de esta 1ltima ciudad, que habia conocido su
utilidad en Cuba. La locomotora utilizada fue un mo-
delo de Robert Stephenson,

Con la aplicacién de la méquina de vapor se da
comienzo a la llamada Revolucién Industrial, que con-
llevé grandes cambios en la vida del hombre. Tuvo
una gran influencia en la produccién industrial y en
el transporte, lo que facilité la comunicacion y el co-
mercio, Pero quizis la influencia méis importante fue
e cambio de mentalidad que llev6 consigo, pues el
hombre comenzé a darse cuenta de que podia crear
su propio futuro y comenzd a tener esperanza en un
futuro mejor, que podia conseguir con su esfuerzo
personal, Los idolos de la época comenzaron a ser los
inventores.
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Sistemas de un solo
componente

v»2: | Introducciéon

Segiin ya definimos, llamamos sistema de un solo componente al formado por una
sola especie quimica. El sistema puede ser homogéneo, cuando en todos sus puntos
la sustancia que lo forma presenta el mismo estado de agregacién, o heferogéneo,
cuando la sustancia presenta mas de una de las posibles formas de agregacion, a las
que denominaremos f2ses. Un sistema homogéneo estd4 formado por una sola fase
y un sistema heterogéneo por un conjunto de ellas, pero éste no puede considerarse
como un conjunto de sistemas homogéneos cerrados, va que las superficies que li-
mitan las diferentes fases son permeables a la materia,

Los sistemas materiales se pueden presentar en cuatro formas de agregacién o
fases: sdlido, liquido, gas y plasma. En el sdlido, las moléculas o 4tomos que lo
componen estin en posiciones pricticamente fijas y, por ello, tienen forma y volu-
men propios y fijos. El fiquido estd formado por moléculas o paquetes de molécu-
las, en contacto unos con otros, adaptindose a la forma del recipiente que los con-
tiene, pero con volumen fijo, el cual puede variar con la temperatura. El gas no
tiene ni forma ni volumen propio, ocupa todo el espacio disponible y las distancias
intermoleculares son unas mil veces el tamafio de ellas. El estado de plasma se pre-
senta cuando los 4tomos o moléculas pierden parte de sus electrones y forman un
conjunto gaseoso de electrones e iones.

Las diferentes sustancias pueden presentarse en los diferentes estados de agre-
gacion segiin las condiciones de presién y temperatura y, en consecuencia, en fun-
cién de estas variables, pueden presentar muy diferentes propiedades.

Ya definimos el equilibrio fisico de un sistema, el cual se verifica cuando todos
los parimetros necesarios para su descripcién (presion, temperatura, volumen o
cantidad de materia) se mantienen constantes en el tiempo. A una pequeiia varia-
cién de uno de estos pardmetros el sistema reaccionard provocando una modifica-
cién que se manifestard por su evolucién hacia un nuevo estado de equilibrio, A las
magnitudes cuyas variaciones pueden provocar la transformacién de un sistema sin
modificar su constitucién las denominamos factores de equilibrio. En un sistema
en equilibrio podr4 haber un mimero cualquiera de fases sélidas y liquidas, pero
s6lo una gaseosa, dada la homogeneidad de la mezcla de gases; sin embargo, un
mismo s6lido puede dar lugar a fases distintas si se encuentra cristalizado en siste-
mas diferente, e incluso alguna sustancia en estado liquido puede presentar més de
una fase, como el helio liquido, el cual puede estar en fase I o fase IL
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Para analizar las propiedades de un sistema constituido por un solo componen-
te 0 especie quimica, dado que aquéllas son funcién de tres variables, procedere-
mos a estudiar c6mo varia una de éstas en funcién de otra, cuando la tercera per-
manece constante; la representacién de estas variaciones se hace mediante los
llamados diagramas temodindmicos. Por el gran interés que presenta el agua en sus
res fases, la elegimos como ejemplo v, sobre ella, estableceremos los conceptos
fundamentales, que serfn andlogos a los de cualquier otro sistema de un solo com-
ponente, indicando las anomalias que pueda presentar ¢l agua con respecto a ofras
sustancias, Emplearemos, segin los casos, los diagramas termodindmicos P— T,
P— Vo T— V, segin convenga.

Regla de las fases

Consideremos un sistema formado por F fases en equilibrio y supongamos que esta
constituido por C componentes, no siendo necesario que aparezcan todos en cada
una de las fases.

El estado de cada fase est4 definido por tres variables, por ejemplo, la tempera-
tura, la presi6n, y el nimero de moles o la fraccién molar. En cada fase es necesa-
no conocer solamente C — 1 fracciones molares, puesto que la restante se obtiene
de 1a ecuacién Zx; = 1 . Por tanto, en cada fase es necesario conocer C + 1 paré-
metros, que son C — 1 fracciones molares, més la presién y la temperatura.

La determinacién del estado del sistema exige el conocimiento de HC + 1)
pardmetros. Veamos cuantas ecuaciones tenemos para ello. El equilibrio térmico
entre las diferentes fases (igualdad de temperatura) nos permite escribir F'— 1
ecuaciones; el equilibrio mecénico (igualdad de presién) nos da otras F — 1 ecua-
ciones, y la concentracién de cada componente en cada fase nos da (JF— 1)
ecuaciones, En total, tenemos (C + 2)(F — 1) ecuaciones,

El mimero de grados de libertad se obtiene restando al niimero de variables el
nmimero de ecuaciones que las ligan, obteniéndose:

I=F(C+ D) —(C+D(F-1)=C—F+2

que es la conocida regla de las fases de Gibbs: el niimero de grados de libertad de
un sistema en equilibrio es igual al mimero de componentes menas el niimero de
fases més dos.

En un sistema formado por un solo componente (C = 1), como en el caso del
presente capitulo, el mimero de incognitas dependerd del mimero de fases presen-
tes en el estado, Asf, en un estado con una sola fase, el nimero de incégnitas es de
dos; en un estado con dos fases presentes, el mimero de incognitas es de una, y en
un estado con las tres fases presentes, el nimero de grados de libertad es cero, por
Io cual esta situacién s6lo se puede dar para valores concretos y tinicos de la pre-
sién, el volumen y la temperatura del sistema en ese estado.

Diagrama de fases

H diagrama de los posibles estados de una sustancia en funcién de las variables
presi6én y temperatura se llama diagrama de fases. En la Figura 22.1 se ha repre-
sentado el diagrama de fases para el agua. La curva que limita las fases lfquido y
vapor es el lugar de los valores de Py T, para los cuales ambas fases coexisten en
equilibrio; esta curva se llama curva de vaporizaciéno de ebullicién, La pendiente
de esta curva es positiva para toda sustancia compresible, lo que significa que la
temperatura a la cual un liquido hierve aumenta con la presién.,
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La curva que limita las fases liquido y sélido es la representacién de los valores
de Py T, para los cuales coexisten en equilibrio ambas fases, y se llama cumwa de
fusién o de congelacién. En el agua esta curva tiene pendiente negativa, lo que
constituye una anomalfa del agua, ya que ésta aumenta de volumen al congelarse.
En general, en las diferentes sustancias, la curva de fusién tiene pendiente positiva,
lo que indica que la sustancia se contrae al congelarse y que el punto de congela-
cién aumenta con la presién. Por el contrario, en el agua el punto de congelaci6n
disminuye al aumentar la presién. En la Figura 22.2 hemos representado el diagra-
ma de fases para el diéxido de carbono,

La curva que limita las fases vapor y sélido se llama curva de sublimacidn, y
representa los valores de Py T a los cuales el s6lido pasa directamente a vapor y
viceversa, sin pasar por la fase de liquido. La pendiente de esta curva es siempre
positiva para todas las sustancias compresibles. La sublimacién tiene importantes
aplicaciones, tanto en la alta tecnologia, para deposito de capas finas, como en la
vida diaria, para la produccién de alimentos deshidratados,

En el diagrama de fases hay dos puntos singulares: el punfo iriple, que es donde
se cortan las tres citadas curvas, y el punfo crifico, que es donde acaba la curva de
vaporizaci6n. El punto triple son los valores de Py T a los cuales pueden coexistir
en equilibrio las tres fases; para el agua son P,= 6,03.10 % atm y T= 273,16 K.
En la Tabla 22.1 se recogen los valores del punto triple para algunas sustancias.

Tabla 22.1. Punto triple de algunas sustancias.

Oxigeno 54,35 1,14
Diéxido de azufre ... 197,69 1,256
AU ... 273,16 4,587

El punto critico son los valores de Py T, por encima de los cuales el gas y el
liquido no pueden distinguirse, Las propiedades diferenciales, como la densidad,
compresibilidad y transparencia, se hacen préicticamente iguales por encima de los
valores de presién y temperatura correspondientes a los del punto critico. En la Ta-
bla 22.2 se recogen los valores de Py Tpara el punto critico de algunas sustancias.

Tabla 22.2. Punto critico de algunas sustancias,

Agua 218,3 647,3

Punia
critico

GAS

-TE5 —564 3T °C

Figura 22.2.
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SOLIDO + VAPOR

Curva de saturacion

Consideremos un vapor cuyo estado queda representado en el
diagrama P— I/ de la Figura 22.3 por el punto A, Al ir compri-
miéndole de forma isoterma v muy lentamente, su presién ird
aumentando y su volumen disminuyendo. Asi, llegaremos a un
punto, como el B, a partir del cual comienza a aparecer la fase
liquido. En este punto B se dice que el vapor estd saturado.

Durante el tiempo que dura la licuacin, se realiza la
transformacién BD), permaneciendo constantes la temperatura
y la presién, A este valor de la presion se le denomina presion
de vapor o presidn de saturacion y es la méxima presién que
puede soportar el vapor sin comenzar a licuarse, siendo varia-
ble con la temperatura.

En el punto D ya no existe vapor, todo él se ha licuado y
tinicamente hay liquido saturado, a partir de ahora se necesita-
rin grandes aumentos en la presién para reducir muy poco el
volumen, de aquf la gran pendiente de la linea DE.

A diferentes temperaturas se obtienen curvas isotermas
andlogas a la ABDE, disminuyendo el tramo BD, vaporiza-
cién-licuefaccién, a medida que aumenta la temperatura, y
llegando a un valor de ésta denominada Eemperatura critica,

para la cual el citado tramo queda reducido a un solo punto,
que es el punio critico, La isoterma correspondiente a la tem-
peratura critica se llama koferma critica,

El lugar geométrico de los puntos D es la llamada curva de saturacicn del Ii-
quido y el lugar geométrico de los puntos B es la curva de saturacion de vapor o
de rocio, denomindndose simplemente curva de saturacion a la curva BCD,

La regién comprendida entre la isoterma critica, la curva de saturacién del
liquido y la de fusién representa la fase liquido, La regién comprendida entre la
isoterma critica y la curva de saturacién del vapor se denomina regién de vapor
sobrecalentado, pues en ella la temperatura es superior a la correspondiente de sa-
turacién de vapor, a la presidn a la que se encuentre. La regién liquido més vapor
se dice que es de liquido subenfriado, pues en ella la temperatura es inferior a la
correspondiente de saturacién, a la misma presién a la que se encuentre. En ambas
regiones es necesario conocer dos variables para determinar la tercera y fijar el es-
tado del sistema; éste tiene dos grados de libertad.

En el interior de la curva de saturacién el sistema representado es bifisico, coe-
xistiendo en equilibrio la fase liquido y la fase vapor, Para una temperatura dada,
las lineas como la DB representan todos los estados en los cuales el equilibrio es
posible, evidencidndose que tanto la presién como la temperatura son independien-
tes del volumen y que la presidn es linicamente funcién de la temperatura,

¥il}

m Calores latentes de fusion y vaporizaciéon

Para su estudio emplearemos el diagrama T — V. Consideremos una masa de hielo
que estd a la presidn atmosférica y temperatura inferior a su punto de congelaci6n;
estado A en la Figura 22.4, Manteniendo la presién constante, suministrémosle ca-
lor. El hielo se dilatard y aumentard su temperatura hasta los 273,15 K, temperatu-
m a la que comienza a fundirse y que permaneceré constante durante todo el proce-
s0 de fusién, Si seguimos calentando, la temperatura del sistema no aumentard
mientras quede hielo por fundir, ya que el calor suministrado se utilizard para reali-
zar la fusién, denominédndose calor latente de fiisién ala cantidad de calor necesa-
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ria para fundir una masa unidad a la temperatura de fusién, manteniendo la presién
constante,

Durante la fusion del hielo, se produce una anémala contraccién de volumen
especifico, que se sigue realizando hasta que la temperatura llega a los 4°C, a par-
tir de la cual el calentamiento produce una dilatacién del agua liquida, a la vez que
va elevando su temperatura hasta alcanzar el punto de ebullicién (373,15 K), en el
cual el agua se vaporiza, manteniendo la temperatura constante hasta que toda ella
ha pasado a fase de vapor; durante este proceso el volumen del sistema aumenta de
forma considerable, La cantidad de calor necesaria para vaporizar la unidad de ma-
sa del liquido a la temperatura de vaporizacién se denomina calor latente de vapo-
rizacion. Cuando el sistema se encuentra en fase de vapor, su volumen aumenta
con la temperatura. En la Tabla 22.3 se recogen los calores latentes, y los puntos
de fusién y ebullicién a 1 atmésfera, para diversas sustancias,

Tabla 22.3. Calores latentes y puntos de fusién y ebullicién a 1 atmésfera,

=778 -4

............ 0,0 100,0 334,0
Plata .. 960,8 2193,0 88,3 2336
(00 1063,0 2 660,0 64,5 1578
Tungsteno . 3410,0 5900,0 184,0 4800

H proceso descrito se representa en el diagrama T — 1/ de la Figura 22.4 por
una linea isdbara de presién 1 atm. Al ir disminuyendo la presion, las is6baras re-
presentativas del proceso van teniendo sus rectas de fusién y vaporizacién cada
vez més préximas, hasta llegar a la de 0,00603 atm, en la cual se superponen, suce-
diendo esto a la temperatura de 273,16 K. Unicamente en las condiciones de pre-
sién y temperatura indicadas pueden coexistir en equilibrio termodindmico las tres
fases: hielo, agua y vapor de ésta, que es el punto triple,

Si disminuimos la presién por debajo de la correspondiente al punto triple, el
hielo se funde pasando directamente a vapor, es decir, ha realizado un proceso de
sublimacién,

Al ir aumentando la presién por encima de la normal, las isGbaras representati-
vas del proceso conservan su tramo recto al comienzo de la fusién, pero van dismi-
nuyendo el correspondiente a la vaporizacién, que se reduce a un punto cuando la
presion llega al valor de 218,3 atm, correspondiente al punto critico, cuya tempera-
fura, segin ya hemos indicado, es de 647,3 K.

Las sustancias normales no presentan la andmala contraccién de volumen que
sufre el agua en la fusién, comportdndose en todo lo demis de forma andloga. Esta
anomalia de dilatarse en la solidificacién la presentan también el antimonio, el bis-
muto y algunos otros materiales. En la Figura 22.5 se representa esta anomalia me-
diante el tramo 2-3, frente a la evolucién de una sustancia normal, tramo 2'-3",

La temperatura de vaporizacion aumenta con la presién desde la lfnea del pun-
to friple hasta la linea del punto critico. La temperatura de fusién disminuye al
aumentar la presién en el caso de las sustancias anémalas, pero aumenta en las
normales, lo que se observa claramente en el diagrama P — T.

C218,3 atm

647,30
1 atm

Vapor
0,00603 atm

Diagrama T'— ¥ para ¢l agua

Figura 22.4.

Agua =

ETEN T R

Sustancia
no anomala

27305 ===

I

Figura 22.5.



414 = FHsica general

Curva de fusion andémala

Curva de
P fusion normal
D e C
== - Punto
critico
4

B

-

Solido

&l
L T T
Curva de vaporizacidn

Curva de sublimacion

Figura 22.6.

Curvas de vaporizacién, fusion y sublimacién

La presién de vaporizacién de un cuerpo puro es funcién de la temperatura
P=RT)y su representacién en unos ejes P— T constituye la curva de vaporizacion.
Esta vendr4 limitada por los puntos triple y critico. Por debajo del primero se pro-
duce la sublimacién, y por encima del critico no pueden distinguirse las fases
vapor y liquido.

Los puntos de la curva de vaporizacién son los (nicos para los cuales pueden
coexistir los estados vapor saturado v liquido. El estado del sistema liquido-vapor
saturado corresponde a un punto A de la curva de vaporizacién. Si a partir de un tal
estado se comprime al sistema de forma isoterma, la fase vapor se licua, ya que a
la temperatura T, solamente existe equilibrio liguido-vapor para la presién P, y
por encima de ésta, segiin el diagrama P — V, pasa al estado liquido. Aniloga-
mente, si se expansiona al sistema de forma isoterma, pasard a un estado de vapor
no saturado, a una presién inferior a la comrespondiente de saturacién para la tem-
peratura T}

Consideremos un vapor cuyo estado estd representado por el punto I, del dia-
grama P — T de la Figura 22,6, suministrémosle calor hasta una temperatura supe-
for a la critica, pasando al estado B; ahora, lo comprimimos de forma isoterma
hasta una presi6én superior a la critica, pasando al estado C; a continuaci6n, enfrié-
moslo siguiendo un proceso is6baro hasta la temperatura inicial, pasando al estado
Dy, finalmente, lo expansionamos de forma isoterma hasta una presién inferior a
la critica, llegando al estado L en fase liquida. De esta forma, hemos pasado al sis-
tema del estado de vapor al de liquido, sin que en el transcurso de las transforma-
ciones se haya producido discontinuidad alguna en el mismo, De aquf que ambos
estados, liquido y vapor, puedan ser considerados como dos formas de un solo
estado, que llamaremos fluido, y cuya tnica diferencia es la variacién de las pro-
piedades macroscépicas que caracterizan a los fluidos, como la densidad, la visco-
sidad, el coeficiente de compresibilidad o la absorcién de la radiacién,

Se han propuesto algunas férmulas empiricas para la curva de vaporizacién
B, = RT), asi, para el agua, Duperray propuso la funcién:

r 4
P = (ﬁ) [22.1]

en la que £ debe ir en grados centigrados y da P, en bares. La aplicaci6n de esta
funcién estd limitada al rango de temperaturas entre 100 y 200 °C.

En general, la presién de vaporizaci6n es funcién de 1a temperatura y debe obe-
decer, segtin Dupre, a una expresién del tipo:

me=A——f;— ClnT y #d
En la actualidad, se utiliza la expresién:
InP, = 13915 — w — 0,04864 T+ 0,41765 x 10472 —
—0,14452 x 1077 T* + 6,54597In T [22.3]

que da P, en pascales cuando se expresa Ten K.

El lugar geométrico de los puntos (P, T) en los cuales pueden coexistir los esta-
dos liquido y sélido se denomina curva de fusion. La influencia de la presién en la
temperatura de fusién es muy pequefia y la curva de fusién es pricticamente una
recta casi paralela al eje de las presiones. Como ejemplo, citaremos que para
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disminuir un grado el punto de fusién del agua es necesario aumentar la presién en
135 atmdsferas. La pendiente de la curva de fusién es negativa para el agua y las
sustancias anémalas que, como ella, disminuyen su volumen con la fusién, Para las
sustancias normales, la fusién va acompanada de dilatacién y la pendiente de la
curva de fusién es positiva.

Al enfriar un liquido puede sobrepasarse la temperatura de solidificacién sin
que éste se solidifique; en este estado se dice que el liquido estd en subfusion.
Cualquier vibracién o la adicién de un cristal de la misma sustancia es suficiente
para que el liquido en subfusién se solidifique, denominindose al cristal afiadido
germen de cristalizacion. Este es el proceso seguido en la formaci6n del granizo:
las nubes que contienen agua subfundida se ponen en contacto con nubes formadas
por pequefios cristalitos de hielo, éstos hacen de germen de cristalizacién, produ-
ciéndose el granizo,

El proceso de solidificacién lleva consigo un desprendimiento de calor que ele-
va la temperatura del liquido subfundido y, si hay suficiente cantidad de éste, se al-
canza la temperatura del punto de fusién. Al seguir enfriando un liquido en subfu-
sién, su viscosidad va aumentando, pudiendo llegar a adquirir una consistencia
igual a la del estado s6lido sin dejar de pertenecer al estado liquido.

Las curvas de vaporizacién y de fusién se cortan en el denominado punto tri-
ple, seglin ya hemos visto, cuyas condiciones (P, V, T) son las (inicas en las cuales
pueden coexistir las tres fases, s6lido, liquido v gas, de una sustancia pura, Para
presiones inferiores a la del punto triple, no puede existir el estado liquido, pasdn-
dose directamente del estado sélido al vapor fenémeno que, seglin ya hemos indi-
cado, se denomina sublimacién, El lugar geométrico de los valores (P,T) para los
cuales estin en equilibrio el sélido y su vapor, es la curva de sublimaci6n, que se
corta en el punto triple con las curvas de vaporizacién y fusién, En el punto triple
el calor de sublimaci6n serd la suma de los calores de fusién y vaporizacién,

Para que la sublimacién de una sustancia pueda producirse es necesario y sufi-
ciente que la presién y la temperatura sean inferiores a las comrespondientes al pun-
to triple de ella. Si a un sélido que esté a una presién inferior a la de su punto triple
se le calienta, aumentar su temperatura hasta adquirir la correspondiente a su pre-
sion en la curva de sublimacién. A partir de entonces, aungue el calentamiento
prosiga, la temperatura permanecerf constante hasta que todo el sélido se haya su-
blimado. El calor latente de sublimacidn ser la cantidad de calor absorbida por
unidad de masa en el proceso de sublimacidn, el cual serd funcién de la temperatu-
ra a la que se realice el proceso,

Si la presién correspondiente al punto triple de un cuerpo es superior a la pre-
sién atmosférica, no podrd aparecer aquél en la naturaleza en estado liquido. Es
condicién necesaria, para que una sustancia pueda aparecer en la naturaleza en
estado liquido, que la presién correspondiente a su punto triple sea inferior a la
atmosférica.

En el caso particular del agua, a la curva de fusién se le denomina cuma de
hielo, y a la de sublimacién, curva de escarcha.

Ecuaciéon de Clapeyron

Consideremos un sistema de masa unidad, formado por una masa x de vapor y una
masa 1 — x de liquido, a la temperatura Ty presién (7). Su punto representativo
en el diagrama P — V/serd uno tal como el A (Figura 22.7). Sometamos el sistema
a la transformacién AA;A,, pasando del estado A(x, T) al A;(x + dx, T) y, de éste,
al A(x+ dx, T+ d7). Llamando L al calor latente de vaporizacién; ¢, al calor
especifico del liquido saturado, definido como la cantidad de calor necesaria para

(o)

Figura 22.7.
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hacer pasar unidad de liquido saturado de la temperatura Ta la T+ dT sobre la
curva de saturacién; v ¢, al calor especifico del vapor saturado, definido ansloga-
mente al anterior, podemos expresar el calor consumido por el sistema en la citada
transformaci6n de la forma:

d@Q=Ldx+[c,x+ ¢(1 — D]1dT
La variacién de entalpia, de acuerdo con el primer principio, es:
dH=dQ+ VdP=Ldx + [¢, + (¢, — )1 dT + VdP

Puesto que la presién es tnicamente funcién de la temperatura, la férmula ante-
nor se expresa:

dH = Ldx + I:c, +(g,—g)x+ V;—I;]di"

Al ser dH una diferencial exacta, deben ser:

oH oH dP
L ¥ gpratloartlog
cuyas derivadas cruzadas deben ser iguales, *H/dxd T= ¢*H/d Tox, lo que da:
oL oV oP opP
a7 G a a—ﬁ—cn—-sﬁr{lf Vl)— [22.4]

La variacién de entropia en el proceso es:

g £ dr L dT
dS=—% =zdxt[ox+ el -] —==7dr+[q+(g—a)d—

Al ser dS una diferencial exacta, deben ser:
oS L 0H [ +(6,—a)A
& 177 7 T

La igualdad de las derivadas cruzadas nos da:

i L [e;, +(c,— ¢)x
e

el L
el [22.5]

que es:

oL
Igualando los valores de

3 Tdados por [22.4] y [22.5] se obtiene:

dP
L=(V,— V) T=

- [22.6]

que es la conocida ecuacién de Clapeyron.
En el paso de liquido a vapor, el volumen especifico del vapor es mucho mayor
que el correspondiente al liquido, verificandose:

I
h-Wh=kh=FK4
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Con lo cual, la ecuacién de Clapeyron se expresa:

7" dP

L=k 5 ar

Utilizando la ecuacién de Dupre [22.2] se obtiene:

1 dP ; A
& o =BT 0T

y, con ello, el calor latente de vaporizacién en funcién de la temperatura se expresa:
L=R,B~C]

Se han realizado varios ajustes de la Ecuacién [22.2] a los valores dados por la
Expresién [22.3] y se han determinado diferentes parejas de valores de By C. A
continuacién, exponemos la Tabla 22.4 con los valores de L obtenidos experimen-
talmente a diferentes temperaturas.

Tabla 22.4. Calor latente de vaporizacién del agua,

2453

2429,80 80
40 2405,98 90 228239
50 2381,94 100 2256,28

Valores dados por Aslirae Fundamenials,

Evaporaciéon. Humedad atmosférica

Cuando la vaporizaci6n tiene lugar tinicamente en la superficie libre del liquido, se
denomina evgporacicn, Todo lo establecido para aquélla tiene plena vigencia para
ésta.

Si en un recinto cerrado, en unas ciertas condiciones de presién y temperatura P
representadas en la Figura 22.8 por el punto A,, colocamos una pequefia cantidad
de un cierto liquido, puesto que en esas condiciones éste no puede existir mds que
en forma de vapor, se evaporard, aumentando la presién del recinto, pasando al es-
tado representado por el punto A,. Si en esta situacién afiadimos al recinto mé4s li-
quido, volverd a evaporarse, puesto que en las condiciones del recinto sélo puede
existir en forma de vapor y si la cantidad de liquido afadida es suficiente, se llega-
rd a un estado, representado por el punto Ay en el cual se habr4 alcanzado la pre-
sién méxima de vapor correspondiente a la temperatura del recinto y coexistirdn en
equilibrio el liquido y su vapor. Al evaporarse, el liquido absorbe calor de su entor-
no, enfridndolo. Los cuerpos muy volitiles, como el cloruro de etilo, producen un Figura 22.8.
enfriamiento tan grande que son utilizados como anestésicos locales,

Los procesos de evaporacién son fundamentales en la regulaci6n de la tempe-
ratura de la atmésfera terrestre y pueden absorber hasta un 75 % de la energia de la
radiacién solar,

Si la evaporacién se produce en un recinto cerrado en el cual hay otros gases,
de acuerdo con la ley de Dalton, el liquido se evaporarid hasta que su presién

T
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Punto de rocio

Escarcha

Humedad especifica

parcial en la mezcla de gases sea igual a su presién méxima de vapor a la tempera-
tura del recinto.

Si 1a evaporacidn se produce al aire libre, raramente éste se encontrard saturado
y el liquido se evaporari completamente. Experimentalmente se ha estudiado la
velocidad de evaporacién del agua en la atmdsfera, resultando ser directamente
proporcional a la superficie libre Sy a la diferencia entre la presién de vapor satu-
mnte, P, y la presién de vapor, P, en la atmésfera contigua, siendo inversamente
proporcional a la presién atmosférica, P

Ps_Pn
F

v o= KS [22.8]

Si aumenta la temperatura, crece P, y, para un mismo valor de P, aumenta la
velocidad de evaporacién.

Las variaciones de presién y temperatura que se producen en el vapor de agua
existente en la atmdsfera son causa de fendmenos atmosféricos como las nubes, la
lluvia, el rocio, la escarcha, el granizo, etc. Cuando la presién parcial del vapor de
agua en la atmdsfera alcanza el valor correspondiente a la presién de saturacién, a
la temperatura a que se encuentre, se produce la condensacién, formandose las nu-
bes. La presién de saturacién y, por tanto, la condensacién, puede conseguirse bien
porque se aumente el contenido de vapor de agua en la atmdsfera y con ello su pre-
sién parcial hasta conseguir la presién de saturacién, bien porque disminuya la
iemperatura y con ello la presién de saturacidn de acuerdo con la curva de satura-
cién, hasta igualar a la presién parcial del vapor de agua, o bien porque los dos he-
chos se produzcan simultineamente. La temperatura T, a la que es necesario des-
cender, manteniendo constante la presién, para que el vapor de agua de una masa
de aire se condense, se denomina punto de rocio.

Al descender la temperatura por debajo de los 0°C, el agua, para los valores
entre los que oscila la presién atmosférica, no puede estar en forma liquida y se so-
lidifica, produciéndose el fenémeno conocido con el nombre de escarcha.

Puede admitirse que el vapor de agua en la atmésfera se comporta como un gas
perfecto. Por tanto, el aire hiimedo es una mezcla de dos gases: uno, el aire seco, y
otro, el vapor de agua, a los cuales serd de aplicacidn la ley de Dalton, por lo que
la presién Pa la temperatura 7, en un volumen V, serd la suma de las presiones
parciales del aire seco P, y del vapor de agua P.;

P=P,+P, [22.9]
Las correspondientes ecuaciones de estado son:
PV=mRET y PV=mkET [22.10]

Fn la que B, = 461,52 J/kg- K y R, = 287,05 J/kg-K, habiendo tomado para
los pesos moleculares los valores M, = 18,015 g/mol y M, = 28,965 g/mol.

Se define la humedad especifica, q, como la masa de vapor de agua contenida
en la unidad de masa de aire himedo:

i ﬁ i m, - 1 ")}
= m (m,+m) (1+m, el
mﬂ
Utilizando la Expresién [22.10]:
F F
My Sl 1,6078 —2 [22.12]

m, BR, P,
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con lo cual, la humedad especifica se expresa:

4= 1 P, B,
= P - -_ — -
I P, + 1,6078P, 1,6078P — 0,6078P,
PD
[22.13]
—UGZZL
- p—0,378P,

Se denomina grado de humedad o relacién de mezcla, r, al cociente entre la  Grado de humedad
masa de vapor contenida en un volumen de aire hiimedo y la masa de aire seco de
ese mismo volumen:

i,

- ¥} 14
r= 7 [22.14]
Utilizando la Expresién [22,12], resulta:
=0622 -=0622 ——— 4 B
r=0, =082 55y [22.15]

En general, P, es despreciable frente a P, ya que no suele sobrepasar los 50
hPa, mientras que P es siempre superior a 1 000 hPa, motivo por el cual en la préc-
tica se suelen confundir gy r.

Se denomina humedad relativa, h,, al cociente entre la presién parcial del va- Humedad relativa
por de agua y la presién correspondiente a la safuracién a la misma temperatura;
también puede denominarse estado higrométrico:

B
.b, = Fms [23. | lf‘-_]

De su propia definicién se desprende que la humedad relativa siempre es menor
que la unidad, por lo que usualmente se da en tanto por ciento:

P
h.=100 =%
r P

En consecuencia, para el aire seco es /i, = 0, y para el aire saturado de vapor
de agua es A, = 100,

El grado de saturacidn es el cociente entre la masa de vapor y la masa de va- Grado de satumcién
por que puede contener el aire en estado saturado a la misma temperatura:

m,
Mhys

p= [22.17]

obviamente, para el aire seco es ¢ = 0 y para el aire saturado de vapor u = 1.
También suele usarse el concepto de déficit de saturacion como la diferencia  Déficit de saturacion
entre la presién de saturacién y la presién existente, siempre a la misma temperatura:

AP, = Ps(Ty) — RTh) (22.18]

La humedad absoluta del aire se define como la masa de vapor de agua por Humedad absoluta
unidad de volumen de aire. Su expresion puede obtenerse usando la primera de

[22.10];
By D b B ingen il 22.19]
ATV RT 46152T “ T .
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La humedad absoluta variard desde cero cuando el aire no contenga vapor de
agua, hasta el valor correspondiente a la presién de vapor de saturacién a la tempe-
P
mtura del aire 0 < Ay < hy,, siendo h,, = 2,167-107° —;,s
La humedad relativa puede verse como el cociente entre la humedad absoluta y
la humedad absoluta en estado saturado, ya que:
h P

h,

vv2: 8 Psicrometro

H psicrémetro es un instrumento usado para medir la humedad relativa del aire.
Estd formado por dos termémetros; uno, llamado termémetro seco, que mide la
temperatura del aire, y otro, llamado termémetro hiimedo, pues su bulbo est4 en-
vuelto en una muselina empapada en agua, que absorbe por capilaridad desde un
depésito. La evaporacién del agua de la muselina consume calor y hace descender
la temperatura, por lo cual la temperatura del termémetro liimedo es siempre infe-
rior a la del seco,

Consideremos que el aire ambiente a la temperatura del termémetro seco, T,
contiene una cantidad de vapor m,. En la muselina el aire se saturard y se evapora-
ri la cantidad m,; — m,, para lo cual necesita utilizar el calor Q= I(m — m,).

Esta cantidad de calor hace descender la temperatura del termémetro hiimedo
hasta T, debiendo verificarse:

Q= (MaCps + MCr) (T — Tp) = L(imys — my)
Siendo ¢,, y ¢, los calores especificos a presién constante del aire seco y del

vapor de agua, respectivamente: ¢,, = 1005 J/kg-K y ¢, = 1 846 Vkg K.
Dividiendo la expresién anterior por m;

(cpﬁmﬂ;cpu){n— T =L(’”f—ﬂ)

sy 1M,
y, en funcién del grado de humedad, se escribe:
(Cpat rEe)(Te— Ty = L{rs— 1
expresion de la que podemos despejar I;
de =l =L gl =T
Puesto que L es mucho mayor que ¢, podemos escribir con error despreciable:

e |
Sustituyendo en ésta los valores de r dados por la [22.15]:

0622P, 0622P,  (L—Tp
P-B) (P-Py) M I

Haciendo la aproximacién P— P, = P— P__= P, obtenemos:
F=FPs—y(L— 1y [22.20]
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c
siendo y = m‘%’, el weficiente psicrométrico, cuyo valor seré funcién de T por

serlo Ly ¢, pero que dentro de las temperaturas ambiente normales puede consi-
derarse constante, 7 = 66,7 Pa/K.

La humedad relativa se expresa dividiendo la [22.20] entre F,; y multiplicando
por 100, si se quiere dar en tanto por ciento:

e 0]

Coeficiente psicrométrico.

[22.21]

Las temperaturas que marcan los termémetros seco y hiimedo son, respectiva-
mente, 7, = 30°C y T}, = 20 °C. Determinemos la humedad relativa del aire.

Solucion:

La presién de vapor de saturacién puede obtenerse de la Expresién [22.3],
P = 4465 Pa,y la humedad relativa de la Expresién [22.21]

10
h= IUUI:I —ﬁ,?-mjl = 84,29 %
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Al ciclo realizado por el agua, en sus diferentes esta-
dos, dentro de la naturaleza, se le denomina ciclo hi-
drolégico. El agua en la naturaleza se presenta en sus
tres posibles estados: en forma liquida, constituyendo la
hidrosfera, que estd formada por océanos, mares, lagos
y rios; en forma s6lida o criasfera, formada por las zo-
nas polares firtica y antdrtida y por las zonas de nieves
perpetuas, v en forma de vapor de agua en la atmdsfera.

La hidrosfera ocupa aproximadamente el 71% de la
supe:ﬁciete:restreyelvapordcagua{;luepuedemviar
a la atmdsfera se estima en 4,25 x 10° Gigatonesfafio,
La criosfera ocupa aproximadamente el 5,7% de la su-
perficie terrestre, presentando una fuerte variacion es-
tacional, tanto en las zonas polares como en la de nie-
ves perpetuas, pasando por un minimo en septiembre y
alcanzando su miximo en marzo,

La atmésfera adquiere su vapor de agua por evapo-
racién desde la hidrosfera y también por evapofranspi-
racion desde el suelo y su cubierta vegetal. El paso de
vapor de agua desde el suelo a la atmdésfera estd facili-
tado por la estructura alveolar de aquél, por lo que pre-
senta una gran superficie de evaporacion, y también
por su capilaridad, que hace subir agua de zonas mis
profundas a la superficie. Ademds las plantas transpi-
ran, enviando a la atmdésfera gran cantidad de agua que
extraen del suelo mediante sus rafces y emiten por sus
estomas. Al mecanismo conjunto de evaporacién des-
de el suelo y transpiracién por las plantas se denomina
evgpotranspiracion. Se estima que la atmdsfera renue-
va su vapor de agua cada diez dfas.

‘ Atmésfera 14 000

2000 Despreciables
458 000
70000 116 000
06000 ¥ Criosfera
4000 TEH0T

Embalses,
p— Rios, Lagos
282000 |—

T__ Subsuglo
—— e

El proceso contrario a la evaporacion es la precipi-
taciom, el vapor de agua de la atmdsfera se condensa y
cae formando la lluvia. Las corrientes de aire pueden
llevar el vapor de agua a grandes distancias y llover en
puntos muy alejados de la zona de evaporacién. El
agua de lluvia puede seguir tres caminos: infiltrarse en
el suelo y formar depésitos en el subsuelo; moverse
por la superficie dando lugar a escorrentias, que a su
vez pueden acabar en depdsitos superficiales(lagos) o
encontrando un cauce(rios) que la devuelven al mar.

La totalidad del agua almacenada en la hidrosfera
se estima en 1 450 millones de km”, de los cuales s6-
lo 84,38 millones son de agua
dulce, De estos, puede estimar-
se que 60 millones estfin en el
subsuelo, 24 en la criosfera,

Océanos
1365,6- 107

EVAPORACION'

.....

Succidn

Depositos acuiferos

DL PRECIPITACION

¥ R T .
. + " *Transpiracion » »* *
NN BRSNS a L R

0,28 millones en lagos y em-
balses, 84 000 km? en la hume-
dad del suelo, 14 000 km® en

R ; vapor de agua de la atmésfera

w owh

Escorrentia

y 2 000 km” en rios.
En el siguiente esquema se
establece un balance aproxima-

Infiltracitm do de depdsitos v flujos anua-
les de agua en la naturaleza,
Percolacion expresados ambos en km’,



Teoria cinética
de los gases

Introduccién

La teorfa cinética de los gases establece que las moléculas de éstos se encuentran
en continuo movimiento, modificAndose constantemente su velocidad por cho-
ques entre ellas y con las paredes del recipiente continente, La primera hipGtesis
en tal sentido se debe a Bernoulli y aparecié en 1783 en su libro Hydrodynamics,
en el que deducfa, a partir de ella, la ley de Boyle, En 1827, Robert Brown com-
probé experimentalmente los citados movimientos al descubrir en los liquidos el
que se llamé movimiento browniano, observado por De Broglie en los gases, en
1908, El desarrollo de la teoria cinética de los gases tuvo lugar en la segunda mitad
del siglo XIX y fue debido, principalmente, a los trabajos de Maxwell, Clausius y
Boltzmann.

El movimiento de cada una de las moléculas del sistema, ademis de contribuir
con sus distintos tipos de energia, a los que ya hicimos referencia, al mantenimien-
to de una cierta energia interna del mismo, es causa de algunos efectos observables
del sistema, como la presién que el gas ejerce o la conduccién de calor que se pro-
duce a través de la superficie de contacto de dos cuerpos a distinta temperatura, de-
bido al intercambio de energfa al chocar las moléculas de un cuerpo con las del
otro.
El problema planteado es determinar las propiedades macroscépicas del siste-
ma en funci6n de las caracterfsticas de su movimiento molecular. La Mecénica cli-
sica nos permite describir el movimiento de las moléculas del gas, pero no es posi-
ble materialmente describir el de todas y cada una de ellas; es necesario acudir a
métodos estadisticos para relacionar el comportamiento observable del sistema con
las caracterfsticas de su movimiento molecular. La ciencia que para tal fin conjuga
los métodos estadisticos con los de la Mecénica clésica constituye la Mecénica es-
tadfstica,

La teorfa cuéntica de Planck, emitida en 1901, la Mecdnica cuéntica y las esta-
disticas de Bose-Einstein y Fermi-Dirac han ido desarrollando las primitivas hip6-
tesis aportando bagaje tedrico que permite establecer las propiedades de un sistema
en funci6én de las caracteristicas de las particulas (moléculas, dtomos o particulas
atémicas) que lo componen.
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Figura 23.1.

Modelo cinético del gas perfecto

Las hipétesis fundamentales, que configuran el modelo cinético de gas perfecto y
que permiten relacionar sus propiedades macroscGpicas con las caracterfsticas de
su movimiento molecular, son las siguientes:

1. Una sustancia pura en estado gaseoso estd formada por un gran niimero de
particulas idénticas, denominadas moléculas. En condiciones normales, un centi-
metro ciibico contiene 2,69 x 10" moléculas.

2. El volumen ocupado por las moléculas es muy pequefio comparado con el
ocupado por el gas. La distancia que separa a las moléculas del gas es muy grande
comparado con su tamafio, por tanto, a escala molecular, el gas no es homogéneo
ni continuo,

3. Las moléculas no se ejercen entre s{ accién alguna méds que en el tiempo
que dura su choque, durante el cual actian fuerzas repulsivas,

4. El tiempo que dura una colisién es despreciable frente al tiempo que trans-
curre entre dos colisiones subsiguientes de una misma molécula, Este es del orden
de 10! segundos.

5. Los choques se suponen perfectamente eldsticos y se admite la validez de
las leyes de la Mecénica clisica a escala microscépica.

6. El nimero de moléculas por unidad de volumen permanece constante a
pesar del continuo movimiento de aquéllas.

7. Sonigualmente probables todas las velocidades moleculares posibles.
8. Entre dos choques, una molécula est4 animada de movimiento rectilineo y
uniforme,

En este gas perfecto, cinéticamente definido por las hipétesis anteriores, pue-
den estadisticamente determinarse los valores medios de las magnitudes mecinicas
de sus moléculas y la relaciéon de éstos con las propiedades macroscipicas de

aquél.
En un mol de gas hay aproximadamente 6 x 10 moléculas que, en condiciones

normales de presién y temperatura, ocupan un volumen aproximado de 22,4 X 10™* m?,
Suponiendo las moléculas esféricas de radio r= 10""'" m (Figura 23.1), el volu-

4
men de cada una de ellas es ] = 3 7107, que multiplicado por el niimero de
moléculas, nos da el volumen realmente ocupado por éstas:

V=16x%x10"=8710"=25%x 10 " m’
Este volumen es un pequefio porcentaje del volumen total ocupado por el mol:

25 x 1077

————=x 100~ 1,12 x 1072%

24 x 1073 ’

luego el volumen realmente ocupado por las moléculas del gas es una parte muy
pequeiia del volumen disponible. Para ocupar el mayor espacio posible del espacio
disponible, las moléculas deben estar unas tangente a las ofras, para lo cual el radio

4
que deberfan tener debe verificar 3 R x 6 x 102 =224 x 107?, de donde

R =447 x 10 ® m. En este caso, la separaci6n media entre moléculas es, aproxi-
madamente, de 9 X 10™® m , casi 1 000 veces su verdadero radio. Por ello, la si-
tnacién real del gas cumple con el modelo cinético de gas perfecto.
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Valores medios

Consideremos un gas perfecto formado por N moléculas, de masa m, ocupando el

volumen de un cubo de arista L, volumen V= I?, y paredes perfectamente el4sti-

cas, al cual se ha asociado el sistema de referencia que se indica en la Figura 23.2,
H valor medio de la posicién de una particula sobre el eje de las equis es:

y, puesto que todos los valores de x, entre 0 y L, son igualmente probables, la pro-
babilidad de que una molécula se encuentre en un intervalo dx, es dx/L, y el valor
medio de x es:
B
dy
N| x—
g “—L ot L
<X> = N = 2

lo que nos indica que es igualmente probable encontrar la molécula en una posi-
cién x < L/2, que en otra cualquiera x > L2, es decir, en la mitad izquierda de la
caja que en su mitad derecha. Andlogamente sucede para las coordenadas yy z

Al ser el gas isétropo, la velocidad de las moléculas podra tomar cualquier
direccién con la misma probabilidad e igualmente todos los mddulos posibles de la
velocidad serdn igualmente probables y, en consecuencia, el valor medio del vector
velocidad serd nulo, (¥)» = 0, lo que obliga a que sean nulos los valores medios de
sus componentes: (V,p = {¥,» = (¥,> = 0. No sucede esto con el valor medio
del médulo, {v}, que tendri un valor concreto siempre positivo, dado por:

<v>=%fJUdﬂ

H valor medio del cuadrado del médulo de la velocidad, <02 », es un valor
siempre positivo que tiene gran importancia para poder relacionar el estado mi-
croscépico del sistema con sus magnitudes macroscopicas. Su valor es:

2 2 2
@y =L B LR a y a1 oty

Como el gas es isGtropo, las componentes de la velocidad sobre cada uno de
los ejes son igualmente probables y los valores medios de sus cuadrados deben ser
iguales:

1 .
=@ =D =30 23.1]

Se define el valor cuadratico medio de la velocidad o velocidad eficaz como la
raiz cuadrada del valor medio de su cuadrado, es decir:

Drms = Do = +/ ™) 23.2]

Presion ejercida por un gas perfecto

La presién que ejerce un gas sobre las paredes del recipiente que lo contiene es
causada por los impactos de las moléculas del gas sobre dichas paredes, a las

Velocidad eficaz

Figura 23.2.




426 m Fisica general

cuales transfieren cantidad de movimiento. Para calcular su valor, debemos obte-
ner la variacién de la cantidad de movimiento de las moléculas del gas, en la
unidad de tiempo y por unidad de superficie, cuando aquéllas chocan contra éstas,
Para ello, vamos a obtener la cantidad de movimiento que transfiere a la pared en
su choque una molécula; lo multiplicaremos por los choques que realiza en la uni-
dad de tiempo y por el niimero de moléculas, dividiéndolo por el 4rea de la pared:

F ldp
E=i"a

Consideremos un choque eléstico frontal de una molécula con la pared del reci-
piente situada en x=0, Antes del choque, la cantidad de movimiento era
p = —mw,dy, después del choque, es p, = nw i, por tanto, la variacién de la can-
tidad de movimiento ha sido Ap=p, — p, = 2my, i

El tiempo que tarda esta molécula en volver a colisionar con esta cara es el que
tarda en ir a la cara x = L, rebotar y volver a x = 0, es decir, 2L/v,. En consecuen-
da, el mimero de colisiones en la unidad de tiempo sobre la cara x = Oserd v,/2Ly
la cantidad de movimiento transferida a la pared por unidad de tiempo serd:

v m
va,ﬁ = I Uf,

Sumando para todas las moléculas y dividiendo por el drea de la pared, obtenemos
la presién:
o ZL_m_NZ”i’_ s _ b o, 1 5 "
P=7¥thp=p § —pO0=3p0D> =g, [233]

en la que p es la densidad del gas v que relaciona la presién del gas, P, con la velo-
ddad cuadritica media de sus moléculas, v,

No hemos considerado choques entre moléculas, aunque desde la cara x =0
hasta la cara x = L y vuelta, la molécula puede colisionar con otras y variar su
componente p, = mv,; pero la cantidad de movimiento sobre el eje X, ganada o
perdida por una molécula, es igual a la perdida o ganada, respectivamente, por la
molécula contra la que ha chocado y, al sumar para todas las moléculas, el resulta-
do es como si no hubieran chocado.

Asimismo, si el choque con la pared no es perfectamente frontal, puede chocar
con alguna de las otras caras del recipiente, pero ello, al ser el choque perfecta-
mente eldstico, no cambia p, y el resultado obtenido tampoco cambia,

Interpretacion cinética de la temperatura.
23.4 Energia interna

La Ecuaci6n [23.3] multiplicada por el volumen, I, se expresa:
1 2 1 2
PV=§pV(v = gmN@ >
Y, puesto que la energia cinética media de una molécula es:

(EY = % m{v® [23 4]
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la expresién anterior se escribe:
2
PV=§N<EC} 23.5]

Comparando ésta con la ecuacién de estado del gas perfecto [19.2], PV = NkT,
resulta:

3
(Ey= E kT [23.6] Energia cinética media

lo que nos dice que la energia cinética media de traslacidn de una molécula de gas
perfecto es proporcional a su temperatura absoluta, slendo la constante de propor-
clonalidad 3/2 de la constante de Boltzmann, En consecuencia, a igualdad de tem-
peratura la energfa cinética media de una molécula de cualquier gas es la misma.

En un gas perfecto, la energia interna es (inicamente la debida a la energfa ci-
nética de sus moléculas y su valor seri:

U= N{(E) 23.7]

que, teniendo en cuenta la [23.6], se expresa:
3 = ;
U= 2 NkT [23.8] Energia interna

Por tanto, la energia interna de un gas perfecto es proporcional al niimero de
moléculas del mismo y funcicn tinicamente de su temperatura absoluta, siendo la
conistante de proporcionalidad 3/2 de la constante de Boltzmann.

La Expresi6n [23.5], teniendo en cuenta la [23.7], se expresa de la forma:

2
=i i L
PV_BU [23.9]

que nos relaciona la energfa intema con las variables macroscépicas presién y vo-
lumen, Esta expresién también puede deducirse a partir de la [23.8], puesto que el
niimero de moléculas serd el nimero de moles multiplicado por el nimero de Avo-
gadro N = nN,:

3
U= 2 nN&T

Y, puesto que el producto de la constante de Boltzmann por el niimero de Avoga-
dro es la constante de los gases perfectos, se expresa:

3 3
=, =5 ok
U ZHRT 2PD’ [23.10]

a) Calculemos la energfa cinética media de una molécula de gas perfecto a la
temperatura de 30°C.
Para ello, apliquemos la [23.6]:

33
(Ep =75 kT=7x 138065 x 1072 x 303,15 = 6278 x 10 J
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b) Podemos determinar la velocidad cuadritica media de las moléculas del gas
s conocemos el gas. Asf, para el oxigeno, aplicando la [23.4] obtenemos:

2 2
P = = (EY= 35 % 6022 % 102 x 6,278 x 1072 = 36,3 (m/s)

y la velocidad cuadréitica media es v, = 15,37 m/s,

¢) Sila cantidad de oxfgeno a la temperatura de 30°C es de 1 mol, la energia
interna del gas se obtiene por aplicacion de la [23.7]:

U= Ny(E> = 6022 x 107 x 6278 x 102! = 37,806 x 10> J
d) Si el sistema estd en equilibrio con la presién atmosférica, el volumen que
ocupard se obtiene por aplicacién de [23.9]:
2
1,013 x 10° V= 3 x 37,806 x 107

de donde V=2288 x 10 *m” = 22,88 1.
Como comprobacién, podemos calcular este volumen por aplicacién directa
de la ley de los gases perfectos:

1,013 x 10° V=1 x 8,315 % 303,15 de donde: V=222881

Principio de equiparticion de la energia

Multiplicando todas las ecuaciones de [23.1] por 1/2 m, resulta:

1 eyl o b a0 A5 1
5 MWD =5 w3 =5 mGD = cmoH =3 £,

lo que constituye el principio de equiparticién de la energfa cinética de traslacién
molecular, que puede enunciarse diciendo que la energia cinética media de frasla-
ddn molecular es la misma para cada uno de las fres grados de libertad e igual a
Ia tercera parte de la energia cinética media total de traslacion molecular.

De acuerdo con este principio y con la Expresion [23.6], el movimiento, segiin
cada uno de los tres grados de libertad, contribuye con la misma cantidad de ener-
gia cinética al valor total molecular medio de ésta, siendo la energia aportada por
cada grado de libertad igual a 1/2 kT:

1 1
<Ecx> = <Ecy> = <Ecz> = 5 <Ec> = E kT [23-] 1]

Las moléculas, debido a los choques que sufren, estarin sometidas a movi-
mientos de rotacién y tendrin una cierta energfa cinética debido a este movimien-
0. Si consideramos rigida la molécula, los grados de libertad en la rotacién serdn
tres y el niimero de grados de libertad, en total, serdn seis. En la realidad, las molé-
culas no se comportan rigidamente v debido a los choques entran en vibracién, lo
que contribuye a aumentar su energia cinética y el nimero de sus grados de li-
bertad,

En Mecinica estadistica se demuestra que si la energfa asociada a un cierto
grado de libertad es funci6n cuadritica de la variable que determina ese grado de
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libertad, el aporte de energfa, segin este grado de libertad, es 1/2 &7 Asf, la ener-
gfa cinética de rotacién alrededor de un eje tiene por expresién 1/2 w? y su contri-
bucién a la energia cinética media molecular serd de 1/2 kT

Lo mismo sucede con la energfa potencial eldstica, cuya expresién es 1/2 C¥
que aportar4 a la energfa potencial molecular media la cantidad 1/2 &7, Si todos los
grados de libertad son del tipo indicado, la energfa media total molecular estar re-
partida entre todas ellas en partes iguales, e iguales a 1/2 47, lo que constituye un
enunciado general del principio de equiparticién de la energia, La contribucion de
cada grado de libertad a la energfa media de una molécula es 1/2 kT. Para una
molécula de g grados de libertad, su energfa cinética media ser4:

|
{E>= 5 gkT [23.12] Energia cinética media
y su energfa intema valdra:

1 1 1
U= EEN¢T= 5 gnRT = 5 gPVv [23.13] Energia interna

Calores especificos de los gases perfectos

Consideremos un gas cuyas moléculas tengan g grados de libertad, La energia
interna del gas por mol vendrd dado por la [23.13], y su valor seré:

1
U= gRT

El calor especifico molar a volumen constante seri:

d 1
G=|7| =z8R [23.14] Calor molar a volumen constante
T}, 2

que resulta ser independiente de la temperatura,
La aplicacién de la relacién de Mayer permite calcular el calor especifico mo-
lar a presién constante:

k
G=6¢+R= §E+ k= = (g+2) [23.15] Calor molar a presién constante

y la relacién de ambos calores especificos valdra:

c g+12 : . Gk
p=t==—" [23.16] Coeficiente adiabdtico

G g

que es una constante independiente de la temperatura, lo cual sélo se verifica en
los gases ideales.

En un gas monoatémico cuyas moléculas tinicamente estén sometidas a movi-
miento de traslacién, el nimero de grados de libertad es de tres y, por tanto, serdn:

3 5 5
cn_E-E * CP_EE Y T_E

lo que concuerda pricticamente con los valores obtenidos experimentalmente.
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Figura 23.3.

En una molécula biatomica, adem4s de los tres grados de libertad para su cen-
ro de gravedad, debemos considerar dos més de rotacién, pues despreciaremos la
mwtacién alrededor del eje 3 que une ambos dtomos, por ser su contribucién a la
energia cinética despreciable frente a la que aporta la rotaci6n alrededor de los ejes
1y 2 (Figura 23.3).

En esta situacién, el niimero de grados de libertad es de cinco y los calores es-
pecificos molares son:

5 7 ) 7
Cp—ER ¥y {'.‘P—ER siendo: '}'—5—1,4

Asimismo, podfamos considerar dos grados mas de libertad, ya que los &tomos
pueden vibrar en la direccién del eje que los une, resultando, en total, siete grados
de libertad y, en consecuencia, debfan ser:

9 9

g
=3B , G=3R y y=5=1286

|

valores que no concuerdan con los obtenidos experimentalmente.

Los valores experimentales, algunos de los cuales aparecen en la Tabla 23.1,
parecen indicarnos que la molécula biatémica a temperatura ambiente tiene linica-
mente cinco grados de libertad, es decir, los tres de traslacién y dos de rotacidn,
mientras que las moléculas poliatémicas tienen los siete indicados.

Tabla 23.1. Calores especificos molares a presién constante y valores de 7.

H,0 (100°C) ......... . 34,297 1,32

Valor teérico ........... 1,28
Poliatémicos:

NH, ..ooiiininiinnnns 35,135 1,31

CH, ......ooovvvvvnn.. 41,572 1,25

Dy emene———— 52,075 1,19

Valor te6rico ........... 1,286

En la realidad, los calores especificos son funcién de la temperatura. Cuando
ésta es baja, las moléculas inicamente tienen energfa cinética de traslacién y sus
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grados de libertad son solamente tres. Al elevarse la temperatura, los choques entre
moléculas se hacen més fuertes y ocasionan movimientos de rotacion, apareciendo,
en general, dos grados més de libertad. A temperaturas més elevadas los choques
se hacen més violentos y las moléculas pueden entrar en vibracién, apareciendo
nuevos grados de libertad. En la Figura 23 4 se ha reflejado la variacién de los gra-
dos de libertad de la molécula de hidrégeno en funcién de la temperatura absoluta.

Para un estudio més profundo de estos temas se hace necesario el concurso de
las Mecénicas estadistica y cuéntica, lo que abordaremos en el segundo tomo de

esta obra.
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Figura 23.4.

»=5 | Recorrido libre medio

La distancia media que recorre una molécula entre dos choques sucesivos se deno-
mina recorrido libre medio, evidentemente, dependerd de la densidad del gas, del
nimero de moléculas en la unidad de volumen y del tamafio de éstas.

Para facilitar el razonamiento, supongamos que en un cierto instante todas las
moléculas del gas quedan inméviles, menos una que se mueve con la velocidad
media {¥). En el instante del choque, si todas las moléculas son iguales y de radio
r, la distancia entre los centros de las dos moléculas que chocan es 2r. Para el cil-
culo que vamos a realizar puede suponerse que la molécula mévil tiene un radio 2r
y las fijas quedan reducidas a puntos geométricos, ya que igual nimero de choques
se producirdn en ambas situaciones, La seccién diametral de la molécula de radio
2rseré la seccidn eficaz de choque y su valor es o = 4nr”, En el tiempo unidad, la  Secci6n eficaz
molécula mévil recorre la distancia (v} y barre un volumen eficaz igual a ¢ {v},
chocando contra todas las moléculas puntuales que haya en él. Si el nimero de
moléculas por unidad de volumen es 1, el niimero de moléculas en el volumen ba-
mrido por la molécula mévil en la unidad de tiempo, es decir, el niimero de choques
efectuado por la molécula mévil en la unidad de tiempo es:

v =no vy

H recorrido libre medio ser4, por definicidn, el cociente entre el recorrido total
en un cierto tiempo y el nimero de chogues producidos en él, por tanto, es:

vy 1 1

- ne vy o = nanr

[23.17]
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Nimero de moléculas
por unidad de volumen

Recorrido libre medio

Una teorfa mds perfecta se desarrolla considerando que todas las moléculas son
méviles, y que el mimero de colisiones por unidad de tiempo depende de la veloci-
dad relativa entre las moléculas, lo que conduce a las siguientes expresiones para
la frecuencia de choque y el recorrido libre medio:

1 1 1
= 2 = = =
" ﬂfﬁ(v} 8 ﬁm 4nﬁmz n./2nd*

siendo d el didmetro de la molécula,
H niimero de moléculas en la unidad de volumen, utilizando la [19.2], puede
expresarse:

[23.18]

= V' NkT &T P
y, con ello, 1a Ecuacién [23.18] se expresa:
l——k [23.20]
ﬂﬁaf‘ date

E nimero de moléculas por unidad de volumen depende de las condiciones de
presién y temperatura [23.19], puesto que las dimensiones moleculares de todos
los gases son précticamente iguales, el recorrido libre medio es, aproximadamente
el mismo para todos los gases en las mismas condiciones de presién y temperatura
[23.20].

Calculemos el recorrido libre medio de una molécula de aire a la presién de una
atmésfera y temperatura de 30°C.
El niimero de moléculas por unidad de volumen estd dado por la [23,19]:

1,013 x 10°

n= = 242 x 10% mol /m*
138065 x 10 2 x 303,15 e lesulagn

Considerando las moléculas de aire esféricas de radio r= 10"'"m, el recorri-
do libre medio se obtiene por aplicacién de la [23.18]:

1
-
4 /2 % 242 x 10% x 1072

=233%X 107" m
Si disminuimos la presi6n hasta 107 Pa, a la misma temperatura, el recorrido
libre medio aumenta hasta /', siendo:

r=L1- L «a33x107 =233
=Pt =233 m

y las moléculas pueden recorrer varios metros sin encontrarse,
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Fenémenos de transporte

Se denomina asf al conjunto de fenémenos por los cuales, y debido al movimiento
de las moléculas, éstas pueden transportar una magnitud ¢ asociada a ellas, Para
ello, es necesario que dicha magnitud no presente una distribucién homogénea en
el gas. Las moléculas que tienen un mismo valor de ¢ formarin superficies que,
para mayor facilidad, supondremos planas. Asi, consideraremos que el estado me-
dio de las moléculas en el plano &, lleva asociado un valor ¢, de la magnitud; el
de m, el valor ¢y, v el de m,, el valor ¢ (Figura 23.5).

Tomaremos el eje OZ normal a estos planos y supondremos que, por ejemplo,
@, < ¢,. Se trata de calcular la variacién de la magnitud ¢, al pasar de ¢, a o,.
Siendo ¢ funcién continua y exclusiva de z, podemos escribir;

b=t oAy b=y oA

por tanto, Agp = ¢, — ¢ = —2 ?3_3‘52

La magnitud ¢ es transportada por las moléculas que pasan a través de 7, lue-
go serd funcién del mimero de ellas que lo atraviesan en la unidad de tiempo, lo
que calcularemos de la siguiente manera:

La probabilidad de que una molécula se mueva en una direccién dentro del 4n-
gulo sélido d) es d}/4n. El nimero de moléculas con velocidades comprendidas
entre v y v + dv que se mueven dentro de este dngulo sélido son:

Q)
H(v) db E

De ellas, sélo llegaran al plano 7, en la unidad de tiempo, las que se encuentren
como méximo a la distancia v, = v cosfl, que son:

dQ
veos B H(v) dv —
4n
expresién que, integrada para todas las velocidades, es:

d o« 17.9)

— A i

o msHJ.o v (v) db an 6 niv) [2321]

H flujo elemental de la funcién ¢ a través del plano =, es:
n n d¢
ﬁ¢4—n cosf (v dd) = — 27 5 ﬂ(v}Eﬂﬂﬂ

El recorrido libre medio, 4, est4 medido en direccién de la velocidad, luego al
plano 7, llegan las que verifican Az = 1cos @, con lo cual, y teniendo en cuenta
que es d) = sen @ dfi dp, el flujo elemental es:

d
dF(¢) = — % /Iooszﬁ'(v}senﬂa—i i dp

Su integracién para el éngulo s6lido abarcado por el plano T, nos da:

WV

&:

a

:,1-“/ il

Az

NN

5y ?

Figura 23.5.

Ecuacién de transporte

de Boltzmann



434 wm FHsica general

que es la ecuacion de transporte de Bolfzmann, a la que obedecen los fendmenos
de viscosidad, conductividad y difusion de gases, que pasamos a estudiar a conti-
nuacién,

Coeficiente de viscosidad de gases

z Consideremos en un gas dos ldminas sélidas paralelas y de gran superficie, una de
| ¥ Mavil ellas fija y la otra moviéndose respecto a esta, conservando su paralelismo y dis-

tancia. Tomemos el plano XOY en la l4mina fija, sea /11a distancia que separa am-
¥ f bas ldminas y V la velocidad de la 14mina mévil respecto a la fija (Figura 23.6). La
il s capa de gas en contacto con la ldmina fija tendrd velocidad nula, mientras que
! Fila la capa de gas en contacto con la ldmina mévil tendr4 la velocidad de ésta, estando
p determinada la velocidad de cada capa de gas, suponiendo que la variacién de ésta
es lineal, por la expresion:

Figura 23.6. zv
A
El gas situado inmediatamente encima de una capa de éste ejerce sobre ella una
accion aceleradora, siendo la fuerza que ejerce por unidad de superficie:

ov
| lnE 73 1)
F "oz [23.23]
En la que # es el coeficiente de viscosidad del gas, el cual, en el sistema intema-
cional de unidades se mide en kg/m s,

El gas situado por debajo de una cierta capa ejerce sobre ella una acci6n de fre-
nado, siendo la fuerza ejercida por unidad de superficie —F. La fuerza total que se
gjerce en el sentido del movimiento sobre una capa cualquiera de gas es nula y, en
consecuencia, el movimiento de ésta es uniforme.

N it ol El coeficiente de proporcionalidad n es el coeficiente de viscosidad absoluta o

;\ Az dindmica del gas,
T '"ﬁ} = Analicemos ahora el mismo fenémeno a escala molecular, Para ello, considere-
EEUU— N mos una molécula que haya sufrido un choque encima de un cierto plano, que por
efecto de aquél atraviese éste y sufra un nuevo choque debajo de él (Figura 23.7).

Figura 23.7. Como resultado de este iltimo, la velocidad de arrastre de la molécula disminuird en:

fvi— O p
v= o0z

y habrd sufrido un impulso:
v

I=mAv= —m— Az
o0z

El gas de la parte inferior ha ejercido sobre ella una fuerza, f, que verifica
I= J. fdi, estando la integral extendida al tiempo que dura el choque. Vemos con

esto que la magnitud transportada es la cantidad de movimiento y el flujo de la
misma nos dar4 la fuerza que habrd que aplicar, segiin el eje OX, por unidad de su-
perficie, para mantener el gradiente de velocidades. Apliquemos, pues, la [23.22]
para ¢ = mw,, con lo cual:

B névdA d(mv,) . H(v}lm@,
3 dz 3 0z

F(y) =
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que, comparindola con la [23.23], es:
1
n =5 amd o)

Sustituyendo en esta tltima, el valor encontrado para 4 en [23.18] es:

-
"2
siendo d el diimetro de la molécula y m su masa.

En Mecénica estadistica demostraremos que el valor medio del médulo de la
velocidad de las moléculas del gas es:

_ s
vy = o [23.24]

con lo cual, el valor del coeficiente de viscosidad se expresa:

m 8AT 2 kmT
e [ [23.25]
3n/2d8 N nm 3nd*\ =

resultando que la viscosidad de los gases aumenta con la temperatura y es indepen-
diente de la presién.

Calculemos la viscosidad del aire a 30 °C, tomando para su molécula una confi-
guracién esférica de radio r=10"'"" m.

Solucidn:

La masa de la molécula de aire es:

M, 28965

=—=——™2>"——=4247 x 107 ®k
= oo x 10> #Y 8

Sustituyendo valores en la expresién del coeficiente de viscosidad, resulta:

2 \/1,38065 X 10~ x 4247 x 10 x 303,15

R — =4 x 1073 :
3Inax 10 2 Ko

n
n

m Conductividad térmica

Consideremos una capa de gas situada entre dos ldminas paralelas de gran superfi-
cie, separadas la distancia /i y entre las cuales existe una diferencia de temperatura
AT (Figura 23.8). Entre las dos l4minas se establecerd un gradiente de temperatura
constante que, si tomamos el eje de las zetas normal a las l4minas, es:

dr
Grad, T= =

Coeficiente de viscosidad

del gas

AT

e N

P

TQ

0

Figura 23.8.
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Ley de Fourier

H flujo de calor que atraviesa por unidad de tiempo, la unidad de superficie de
un plano paralelo a las ldminas, es proporcional al gradiente de temperaturas:

Q= _Xg [23.26]

Expresi6n conocida como ley de Fourier, en la que K es el coeficiente de conducti-
vidad térmica del gas, que en el S.I se mide en J -5~ '-m ~'. K~ '; el signo negati-
vo es debido a que el sentido del flujo de calor es contrario al del gradiente de tem-
peraturas,

A nivél molecular, el flujo de calor no es mis que un transporte de energia ci-
nética, es decir, que la funcién ¢ de la Expresién [23.22] es:

1
¢ =2 mio?y = (B
que, para el caso de un gas monoatémico, usando la [23.6], es:
3
p=— > kT

con lo que la Expresion [23.22] se expresa:

nl. . 1 dr
He) = —?@}(—E*FZ =y mk

que, comparéndola con la [23.26], da:
1
K= 2 i {vy k

Sustituyendo en ésta los valores de 4, dado por la [23.18], y de {v), dado por
Ia [23.24], resulta:

k T
K=— |— 23,27
ad \ mm L ]

Determinemos el coeficiente de conductividad térmica del aire a la temperatura
de 30"01; presién de 1 atm, admitiendo que su molécula es esférica de radio
r=10""m.

Solucidén:

La masa de la molécula de aire se ha determinado en el Ejemplo 23.3 del epigra-
fe anterior, m = 4,247 10" % kg,
La aplicacién de la [23.27] nos da el coeficiente de conductividad térmica:

1,38065 x 1072 [1,38065 x 10 > x 303,15
o \/’3 =195 x 10 kg -m/s*- K

4% 107" n X 4247 x 1072




Teoria cinética de los gases = 437

72545 Difusién molecular

Mediante el proceso de difusién las moléculas de un sistema tienden a ocupar uni-
formemente el medio en ¢l que se encuentran. Es una consecuencia de la agitacién
molecular de la sustancia que se difunde y para que se produzca debe existir en el
medio un gradiente de concentracién de la misma. Las moléculas de las zonas més
concentradas se difunden hacia las zonas de menor concentracién hasta que se pro-
duce la uniformidad en todo el medio disponible. En consecuencia, la difusién es
un fenémeno de transporte de materia.

Para el estudio de la difusién prescindiremos de las fuerzas intermoleculares y
lnicamente trataremos sistemas en los que, o bien una sustancia se difunde en si
misma, o lo hace en un medio homogéneo, cuyas moléculas supondremos sin mo-
vimiento,

Consideremos un recipiente lleno de un gas (gas 1) homogéneamente distribui-
do en cuya parte inferior se produce otro gas (gas 2) que se difunde en el primero
sin reaccionar con él (Figura 23.9). Elijamos el eje OZen la direccién del gradiente
de concentracidon del gas 2 que se difunde, con lo cual el niimero de moléculas de
este gas por unidad de volumen, 1, es funcién exclusiva de la coordenada z Al nii-
mero de moléculas del gas 2 que, en la unidad de tiempo, atraviesan la unidad de
superficie de un plano horizontal lo llamaremos densidad de corriente de particu-
las j; ésta es proporcional al gradiente de la concentracién 0n/0z, es decir:

on

Expresi6n que se conoce como ley de Fick, en la que D es una constante que
depende de la naturaleza de la sustancia que se difunde, a la que se denomina coe-
ficiente de difusion y cuyas unidades son m%s. El signo menos se debe a que el
paso de moléculas lleva el sentido contrario al gradiente de la concentracién del
gas 2 en el 1. Esta expresién es de aplicacion general, salvo para valores muy altos
de concentracién o de gradiente,

A nivel molecular, de acuerdo con [23.21], el nimero de moléculas que en la
unidad de tiempo atraviesan la unidad de superficie normal a la direccién de pro-
pagacion es:

g X

n{v’cos o

Al sustituir en ésta el valor de df) se expresa:

dp

n{v)cos fsen ﬂdﬂ-’l—n

Una primera integracién sobre ¢, desde 0 hasta 2, da:
1
= n{v)ysen@-cos0df

Ahora, la variable es 1, siendo el niimero de particulas que atraviesan el plano
de abajo hacia arriba:

dr 1
(H—Fzﬁz)i {vysenfl -cosf d?

Q

Gas 2

Figura 23.9.

Ley de Fick

Coeficiente de difusién
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Coeficiente de difusién

y el mimero que lo atraviesa en sentido conftrario:
dn 1
(ﬂ + Fzﬂz) 3 {vysen-cosf df

Por tanto, el nlimero de particulas por unidad de tiempo que pasan por unidad de
superficie en sentido ascendente es:

Flg)= — % Az% {v) senfcos 7 dff
Puesto que es Az = ] cos 0, resulta:
Ap =310 T
Al comparar ésta con la [23.28], obtenemos para D la expresi6n:
D= - Av)
3

Sustituyendo en ella el valor del recorrido libre medio dado por la [23.18] y el
valor de (v dado por la [23.24], resulta:

pe L [E_1 [
" on/2ndN am  wdnyam

P
Puesto que el nimero de moléculas por unidad de volumen es n= =i

AT

el
vV

oeficiente de difusién se expresa:

D—LEF E 13,29
T ad® Py am G

Determinemos el coeficiente de difusién del hidrégeno a 100°C y presién de 1
atm, admitiendo que su molécula es esférica de radio r= 1,12 x 10" m,

Solucién:

La masa de la molécula de hidrégeno es:

m x 10% = 0,332 x 10" X kg

" 6022
Aplicando la [23.29], el coeficiente de difusién resulta:

- 1 1,38065 x 107 x 373,15  [1 38065 x 10~2 x 373,15 _
T p2248 %1070 1,013 x 10° 70,332 x 10~ -

= 2269 x 10™* m%/s




Transmision de calor

m Introduccién

El calor puede transmitirse por conduccién, por conveccién, por radiacién o por
formas combinadas de las anteriores. Cuando el calor pasa de un punto a otro en
un mismo cuerpo o entre dos cuerpos en contacto, merced a la diferencia de tem-
peratura existente entre aquéllos y sin que haya flujo de masa alguno, se dice que
el calor se ha transmitido por conduccion,

Cuando entre dos zonas de un fluido existe una diferencia de temperatura,
puesto que el peso especifico del fluido en la zona més caliente serd menor que el
correspondiente a la zona fria, el fluido de la zona caliente se eleva, descendiendo
el de las zonas frias y estableciéndose un movimiento del fluido que transporta ca-
lor; este método de transmisién se llama por comeccidn natural Si el movimiento
del fluido es obligado por algin ingenio mecénico, se dice que la conveccidn es
forzada,

Todo cuerpo, cualquiera que sea su temperatura, emite energia radiante a ex-
pensas de su energfa intema: las ondas que llevan esa energfa se propagan sin
necesidad de medio propagador v, al ser absorbidas por los cuerpos situados en su
camino les transfiere la energfa, elevando la temperatura de éstos; a esta forma de
transmision de calor se denomina, radiacidn térmica,

m Conducciéon

Si en un punto de un sélido se produce una cierta cantidad de calor, habri, si no es
totalmente consumido en algin cambio de estado, una propagacién por conduccién
a los distintos puntos del sélido. La temperatura de éstos serd funcién del punto y
del tiempo:

T=T(x %z

En cada instante, el lugar geométrico de los puntos gue tienen una misma tem-
peratura es una superficie de ecuacién:

T(x, y, 2, ) = T;= cte.

24.1.
24.2.
24 3.

244

24 5.

24.6.

24.7.

24 8.

24.9.
24.10.

24.11.
24.12.

Introduccién
Conduccién
Conduccion en régimen
permanente
Conveccion

Radiacién térmica.
Poder emisivo total
y espectral
Reflexion, absorcién
y transparencia

Reparto espectral

de la energia radiante.
Ley de Planck

Ley de Wien

Ley de Stefan-Boltzmann
Factor de emisidn

o emisividad. Cuerpo gris

Ley de Kirchhoff

Intercambio de calor
por radiacién
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Figura 24.1.

Ley de Fourier

Coeficiente de conductividad

que se denomina superficie isoferma. En los cuerpos térmicamente isétropos, es
decir, aquéllos que conducen el calor exactamente igual en todas sus direcciones,
las superficies isotermas son esferas concéntricas de centro el foco térmico A. La di-
reccidn de transmisidn es siempre normal a las superficies isotermas (Figura 24.1),

Experimentalmente, se establece que la cantidad de calor que se propaga por
conduccién, d@), es proporcional a la superficie, S, normal a la direccién de pro-
pagacién a través de la cual se transmite, al gradiente de temperaturas en la direc-
cién de la transmisién y al tiempo:

dQ= —1 g—jdgdr [24.1]

Hl signo menos es debido a que el flujo de calor va de las temperaturas altas a
las bajas, mientras que el gradiente de temperaturas tiene sentido contrario. El flujo
de calor o cantidad de calor transmitida en la unidad de tiempo es:

9.

T
oF

Q= —iA . [24.2]

que es la ley de Fouwrder: El coeficiente de proporcionalidad, 4, es llamado coefi-
dente de conductividad térmica, y es la cantidad de calor que fluye a través de la
unidad de superficie normal a la direccién de propagacién, en la unidad de tiempo,
bajo un gradiente de temperaturas de un grado. Su ecuacién de dimensiones seré:
[A] = MT*°C™". Sus valores en el S.I. se expresan en J/m-s°C o W/m - °C. Tam-
bién, usualmente, se expresan en cal/m -h°C,

H valor de 4 indica la aptitud del cuerpo para conducir el calor, siendo mucho
mayor en los sélidos que en los liquidos y gases. Se dice que un cuerpo con alto
valor de 4 es un buen oondiscéor de calor; mientras que si 4 tiene valores bajos se
dice que el cuerpo es un mal conductor o buen aisianfe éémsico. En la Tabla 24,1
se indican valores de 4 para algunas sustancias puras, Las aleaciones casi siempre
tienen valores inferiores a sus componentes simples y las impurezas en los metales
reducen de forma importante su coeficiente de conductividad térmica.

Tabla 24.1. Valores de A de algunas sustancias puras.

Vidrio oovvvvviiniiiinnnnens 0,85
FE L e 0,56
Alma, G20 MY e 0,6
Madera ..............o00n0s 0,1
Poliuretano ................ 0,025
A A A 0,02

Poliestireno expandido ..... 0,01
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En general, en las distintas materias, 4 puede ser funcién de la temperatura, del
contenido de humedad, de la estructura intema del material, de su peso especifico
aparente, de la composicién o de la presién,

m Conduccién en régimen permanente

Se dice que un sistema estd en régimen permanente de temperaturas cuando ésta es
independiente del tiempo, es decir, es linicamente funcién del punto. Analizaremos
esta situacién en cinco casos particularmente importantes:

a) Pared plana simple.

b) Pared plana compuesta,

¢) Corona cilindrica.

d) Corona esférica,

e) Varilla cilindrica.

a) Pared plana simple.

El flujo de calor a través de la unidad de superficie en la unidad de tiempo se ex-
presa utilizando la [24.2] de la forma;:
éT

s 24.3]

Una pared plana, en la cual 4 sea constante cuyas caras se conserven a tempe-
raturas constantes 7} y T, es un sistema en régimen permanente (Figura 24.2), La
temperatura variar linealmente en el interior de la pared y su expresién en funcién
de zseri:

T —2
e

My=-——"z+T,

con lo cual, el gradiente de temperaturas seré;

aI_ _Lh-%
dz e

y el flujo de calor a través de la pared, por unidad de superficie y en la unidad de
tiempo, es:

y el flujo total en la unidad de tiempo:

=% T=%

e i T
= = 24.4
Q=¢A=1A—— = [24.4]
Ala constante B = e/iA, se le denomina resisfencia #érmiica de la pared, y sus
unidades en el S.I. son: s: K/J o K/w. La denominacién se debe a la analog{a entre
la Ecuacién [24.4] y la ley de Ohm para conductores, siendo la resistencia térmica
anfloga a la eléctrica; la diferencia de temperaturas, andloga a la diferencia de ten-

sién eléctrica, y el flujo de calor, andlogo a la corriente eléctrica.

f=d

a

Resistencia térmica

Figura 24.2.
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Figura 24.3.

2500

Resistencia térmica
equivalente en serie

5

Figura 24.4,

30

b) Pared plana compuesta.

Consideremos la pared plana compuesta, como se indica en la Figura 24,3, por una
capa de espesor ¢, y coeficiente de conductividad térmica 4, y, por otra adosada en
serie a la anterior, de espesor &, y coeficiente A,. Si mantenemos una de las caras
externas a temperatura T y la otra a temperatura T3, ambas constantes, el régimen
serd permanente y el flujo de calor que atraviesa cada una de las capas por unidad
de superficie y en la unidad de tiempo, deberi ser el mismo, debiendo verificarse:

o-fi-h_h-h_T-T
R,

R R+R

La iltima igualdad se obtiene sumando numeradores y denominadores de las dos
anteriores.

Una pared simple es equivalente térmicamente a una compuesta cuando deja
pasar el mismo flujo de calor que esta, bajo la misma diferencia de temperaturas
exteriores, es decir, debe verificar:

[24.5]

. K-T
Q=‘R’ [24.6)

lo que, comparado con la [24.5], obliga a que sea:
E=R +Ek

En consecuencia, la resistencia térmica equivalente de una pared plana com-
puesta de dos adosadas en serie es la suma de las resistencias térmicas de las pare-
des componentes y, en general, si la pared estd compuesta de 1 paredes planas ado-
sadas sucesivamente en serie, su resistencia térmica equivalente es:

R=Y R, [24.7)

1

Una vez determinado (), se puede obtener la temperatura T, de la cara interme-
dia mediante una cualquiera de las expresiones:
L=T-QR o L=T+QR [24.8)
y, en general:
T=Ti1— @Ry o T=Tu+ QR [24.9]

A una pared de hormigén de espesor 30 c¢m se le adosa una capa de madera de
espesor 5 cm, Si la cara exterior del hormigén se mantiene a 15°C y la exterior
de 1a madera a 25°C, calculemos, por unidad de superficie:

a) La resistencia térmica de la capa de madera y del muro de hormigén,
b) La resistencia térmica equivalente.

¢) El flujo de calor en la unidad de tiempo,

d) La temperatura en la unién de ambos materiales,
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Solucidn:

a) La resistencia térmica de la madera por unidad de superficie es &, =0,05/0,1
= 0,5 K/W, y la resistencia térmica del hormigén, &, = 0,3/0,85 = ¢/17 = 0,353
K/w.

b) Por estar las paredes superpuestas en serie, la resistencia térmica equivalente
estd dada por [24.7]:

1 6 29
R=R +Ry=3+; =3, =083 KW

¢) H flujo de calor estd dado por [24.6] y para la unidad de superficie y en la
unidad de tiempo es:

g W oy g
- E _29_ +

34

d) La temperatura T, se obtiene aplicando [24.8]:

340 555
T,=25—-"—x05=""=19,14°C
- 29 » 29

En el caso de una pared plana compuesta por dos situadas en paralelo, como se
indica en la Figura 24.5, el flujo de calor a través de cada una de las dos partes en
régimen estacionario es, respectivamente:

-0 . LT
y 6= 2

Q=
El flujo total de calor por unidad de superficie y en la unidad de tiempo, ser4:

¢= ¢l+ C’f(%ﬁé)(ﬂ -1

La pared equivalente térmicamente serd la que deja pasar el mismo flujo de ca-
lor cuando las temperaturas a ambos lados son iguales, es decir, verifica:

. L —T
Q o 1 = 2
lo que exige que sea:
1,11
R kB Kk
y para I zonas colocadas en paralelo ser4:
£=i% [24.10]

iy n
n L
Figura 24.5.

Resistencia térmica
equivalente en paralelo
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25" C 15*°C

kil

Figura 24.6.

Figura 24.7.

Un muro estd formado por una base de hormigén de espesor 30 ¢cm, encima de la
cual estd situada una pared de madera de espesor 15 cm. Si las caras exteriores se
mantienen a 15°C y las interiores a 25°C (Figura 24.6), calculemos:

a) La resistencia térmica de cada pared por unidad de superficie.

b) La resistencia térmica equivalente.

¢) H flujo de calor en la unidad de tiempo a través de un muro en el cual tanto
el hormigén como la madera tienen una superficie de 1 m?,

d) H flujo térmico en la unidad de tiempo a través de cada una de las paredes.

Solucion:

a) La resistencia térmica de la pared de hormigén por unidad de superficie ha
sido calculada en el ejercio anterior, K, = 0,5 K/w. La resistencia térmica de la pa-
red de madera por unidad de superficie es:

32—0’15 e =0,1765 K/
E T i =
b) Laresistencia térmica equivalente, por estar ambas paredes en paralelo, serd:
1—2+1T—23 de dond R—SKI
B Ty a3 W gy W

¢) H flyjo total de calor en la unidad de tiempo cuando ambas paredes tienen
una superficie de 1 m” es:

1

. 10
g=g=10

23 230
3 =5 =BT

3
d) H flyjo a través de la pared de hormigén es:

. 10
o= =20w

y el flujo a través de la pared de madera es:
10 17 170

cuya suma verifica:

¢) Corona cilindrica,

Sea una corona cilindrica cuyos radios interior y exterior son, respectivamente, Ij y
Iy, la cual estd construida de un material cuyo coeficiente de conductividad térmica
es A, y cuyas superficies interior y exterior se mantienen a temperaturas constantes
T, y T, respectivamente (Figura 24.7). En esta situacién, el flujo de calor serd es-
tacionario y radial, La ley de Fourier expresada para la unidad de longitud de cilin-
dro y en la unidad de tiempo es:

3 dar
g= —ZTDU'E
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que puede expresarse de la forma:

__ 4 4a
gi= 2nl r

¥, puesto que en régimen estacionario § es constante, la integracién es inmediata:

e D
_T;. -Ti 21&11“1"1

de donde el flujo de calor por unidad de longitud y unidad de tiempo es:

g=12ml T:n_;z=ﬂ;?é [24.11]
I
siendo:
n 2
R= 21;;1 [24.12]

la resistencia térmica de la corona cilfndrica por unidad de longitud.

¢) Corona esférica.

Consideremos una corona esférica de radio inferior I, y exterior I,, construida de
un material de coeficiente de conductividad 4, y en la cual las temperaturas de la
cara interior T} yde la cara exterior T; se mantienen constantes (Figura 24.8),

H flujo de calor serd radial y la Ecuacién [24.2] se escribiré:

dr dr
Q= — 1A EF= —.14:1!!'2?{'

que puede expresarse de la forma:
Q dr Figura 24.8.

T= =

y que integrada desde la cara interior a la exterior, al ser () constante, sers:

T_;r'_;é 1 ra_;é L _Er‘_rz
> " amd|rl, 4m\n n) 4nd nn

De donde podemos despejar el flujo de calor en la unidad de tiempo:

UEs

)
@ ﬂl&_ﬁ

(Ii—H

siendo la resistencia térmica de la corona:

5hH—n
R=
41('.1.?'11'2
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e) Varilla cilindrica sin aislar.

Si calentamos una varilla en uno de sus extremos, que mantendremos a temperatu-
ra constante, la varilla conducir4 el calor a lo largo de ella y lo cederd también al
medio que la rodea, a través de su superficie lateral. Transcurrido un cierto tiempo,
la varilla entrard en régimen permanente y la temperatura en cada uno de sus pun-
tos permanecerd constante, Es fécil comprobar c6mo ahora la temperatura a lo lar-
go de la varilla no sigue una ley lineal sino exponencial, lo cual se demuestra te6ri-
camente, pero nos limitaremos aquf a indicar el resultado:

T= T,e "3 [24.13]

en el cual T, es la temperatura del extremo que se calienta, el cual hemos elegido
como origen de abscisas; S es el drea de la seccién recta; p es el perimetro de esta
seccidn; A el coeficlente de conductividad térmica del material que forma la vari-
lla; y /runa constante,

Higenhousz ided el siguiente procedimiento para comparar los coeficientes de
conductividad térmica de distintos materiales: tomemos dos varillas de distintos
materiales pero geométricamente iguales, y sometamos un extremo de cada una de
ellas a la misma temperatura Tp; la temperatura T; se alcanza en una de ellas en un
derto punto de abscisa ¥, mientras que en la ofra se alcanzard en otro punto de
abscisa X,. La aplicacion de la Ecuacién [24.13] a uno y otro caso da:

f; = EE—X|M= Tae_xz\.’]ﬁ'ﬂ‘

,1'—"_%,1 24,14
_X$ [-—- J

lo que exige que sea:

de donde:

En consecuencia, determinando experimentalmente las abscisas, X, y X,, en las cua-
les aparece una misma temperatura, 7, se puede establecer la comparacién entre
los coeficientes de conductividad térmica interior de los materiales que forman las
varillas y obtener el valor de uno de ellos cuando el ofro es conocido.

m Convecciéon

H fenémeno de la conveccion tiene lugar cuando en un fluido aparecen regiones a
diferente temperatura: las zonas més calientes tienen menor densidad y tratan de
elevarse respecto de las frias, y por ello mas densas, que van a ocupar el espacio
dejado por aquéllas,

La convecci6én se denomina [ibre cuando el movimiento del fluido se hace de
forma natural por el mecanismo indicado. Asf, el Sol, al calentar mds unas regio-
nes que otras, origina movimientos convectivos del aire, que dan lugar al viento,
Al moverse un fluido en contacto con un sélido, una pelicula de aquél queda adhe-
nda a éste. El fluido que forma la pelicula puede moverse en régimen laminar,
siendo nula la velocidad de sus particulas en contacto con el s6lido. Cuanto més
urbulento es el movimiento del fluido, mds delgada es la pelicula o capa l{mite
que forma vy, puesto que el efecto de ésta es retardador en el proceso de transmi-
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sién de calor, la eficiencia de tal proceso aumentara al hacerlo la turbulencia del
movimiento del fluido.

Hl aire, en contacto con una pared caliente, robard calor a ésta y mediante con-
veccién lo transportard a zonas elevadas; mientras que otras regiones de aire, aleja-
das de la pared y més fras, vienen a ocupar el lugar dejado por aquéllas, originan-
do una circulacién ascendente del aire en torno a la pared. Si la pared est4 fria, el
proceso es inverso, el aire en contacto con la pared se enfrfa, aumenta su densidad
y desciende, originando una circulacién convectiva descendente.

Consideremos una pared de espesor e y coeficiente de conductividad térmica 4.
Una de sus caras estd en contacto con un fluido, intercambiando calor con €l por
conveccifn, y la otra se mantiene a temperatura constante 7). Sea la temperatura
de la masa del fluido T, (Figura 24,9). Cuando se haya conseguido el régimen per-
manente, la cantidad de calor que atraviese la pared, en la unidad de tiempo, debe-
ré ser igual a la cedida por la pared del fluido, es decir:

L—-T
R

en la que son: h, el coeficiente de conveccidn, que representa la cantidad de calor
que se transmite entre la pared y el fluido en contacto, por unidad de tiempo, por
grado de diferencia de temperatura y por unidad de superficie de contacto; su uni-
dad en el S.I. es: ¥/m®:s- K 0o W/m* . K; y B, es la resistencia térmica que se opone
al flujo de calor entre la pared y el fluido, siendo ahora su expresién;

1
b A

H coeficiente de conveccién depende de miiltiples factores, unos geométricos,
como la forma de la pared, sus dimensiones o su posicién respecto a la vertical, y
otros fisicos, bien del fluido, como su temperatura, viscosidad, densidad, calor es-
pecifico, bien de la superficie, como la temperatura o el grado de mgosidad,

Las dos Ecuaciones [24.15] tienen tres incGgnitas, ¢}, T; y A, de aquf la inde-
terminacién que presenta su resolucién, Experimentalmente y por aplicacién de la
teorfa de la semejanza, puede determinarse el valor de A, para cada situacién con-
creta, con lo cual pueden ya calcularse §) y T; en las Ecuaciones [24.15].

En el caso de pared vertical lisa y para conveccién natural, se ha obtenido que
el coeficiente de conveccidn puede expresarse en funcién de la diferencia de tem-
peraturas mediante:

. AA
=" -B=hAL-D)= [24.15]

k.

h.= 1774 (AD"* Wim®. K [24.16]

Watmuff ha propuesto para el coeficiente de conveccién natural del aire en una
pared lisa vertical la ecuaci6n:

h.=28+30v Wm?.K [24.17]

en la que v es la velocidad del viento.
Las dos Ecuaciones [24,15] son:

. 1A .
Q=—(h—-% y O=hAL-D [24.18]
entre las cuales se puede eliminar la temperatura T, obteniéndose:
P IR S R B i
Ty TB_—A 1+h¢ —Alg—RgQ [24.19]

h Fluido
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Figura 24.9.
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siendo 4, el coeficiente global de transmisién de calor por conduccién y convec-
dén y £, = 1/Al, el coeficiente de resistencia global a la transmisién de calor por
conduccién y conveccién, Una vez estimado /1, se obtiene 1,y de la [24.19] se
obtiene (), calculéindose T; de una de las [24.18].

EJEMPLO 24.3

Se desea mantener una habitacién a la temperatura de 25°C y se considera que
tinicamente pierde calor de forma significativa a través del muro exterior, cuyo
espesor es de 40 cm y coeficiente de conductividad, de 0,8 w/m” K. La tempera-
tura del exterior es de —2°C y el viento es de 60 km/h. Determinemos:

1.° El coeficiente de conveccién y el coeficiente global de transmisién del calor,

2. El flyjo de calor por unidad de superficie de muro y unidad de tiempo que
debe suministrarse a la habitacién para mantener su temperatura.

3.2 La temperatura de la cara exterior del muro.

Solucion:

1.° Puesto que la velocidad del viento es de 60 km/h = 50/3 m/s, la expre-
sién de Watmuff, [24.17] nos da para el coeficiente de conveccién el valor
h. =528 wim*. K.

El coeficiente global de transmisién debe verificar:

1 _e 1_04 1
i h, 08 528

Ig__

=0519

de donde 1, = 1,927 W/m*-K
2° De la [24.19] obtenemos:

%= LT — T) = 1,927 x 27 = 52,03 W/m®
3° De la segunda [24.18] se obtiene:

52,03
hi=—+ ="
3 An. 7 528

[

—2=—1,015°C

Como comprobacién, puede obtenerse T; de la primera de [24.18]:

e Q 0,4
R=h—gg=25- T 52,03 =25 — 26,015 = —1,015°C

m Radiacion térmica. Poder emisivo total y espectral

La radiacién térmica es la energia emitida por los cuerpos en funcién de su tempe-
mfura absoluta en forma de ondas electromagnéticas. Estas ondas se propagan a
través del vacio y también de la materia, en la que es absorbida en mayor o menor
cantidad. La propagacién del calor por radiacién es de vital importancia para los
seres vivos, ya que de esa forma llega la energia procedente del Sol.
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Las ondas electromagnéticas se caracterizan por su longitud de onda, 4, o por
su frecuencia, v, que segin la teorfa ondulatoria deben verificar:

Av=c¢ [24.20]

siendo ¢ = 299 792 458 m/s, el valor exacto de la velocidad de la luz en el vacio.
La teorfa corpuscular establece que la energfa radiante se emite o se absorbe en
forma de paquetes de energfa llamados fofones, cuya energfa estd dada por:

e= hy [24.21]

en la que 4= 6,62606876- 10 > I.s, 1a constante de Planck. La dltima expresién
nos indica que los fotones de mayor frecuencia son los més energéticos.

La radiacién térmica es la comprendida entre las longitudes de onda de 1077 y
107* m, o lo que es igual, 0,1 y 100 um. En este intervalo estd comprendida la
banda visible, aquélla a la que es sensible el ojo humano, de 0,38 a 0,78 um , asf
como la radiacién solar, aproximadamente de 0,25 a 5 um.

Se define la potencia emitida o flyjo energético, ¢(T), como la energia total
emitida en la unidad de tiempo. Su unidad en el S.I. es el vatio.

La potencia monocromdtica o flufo energético monocromatico, ¢(4, T), es la
potencia emitida por unidad de longitud de onda, Su unidad en el S.L es el W/m,
si bien usualmente se emplea el W/um.

El poder emisivo o emitancia, B T), es la _miem!a emitida por unidad de su-
perficle, E= d¢/dA. Su unidad en el S.I. es el W/m?,

El poder emisivo espectral o emitancia espectral, 4, T), es la euﬂranda por
unidad de longitud de oﬂda, E(A, T) = dE/di. Su unidad en el S.I. es W/m®, si bien
usualmente se emplea w/m” - um, Obviamente, se verifica:

E(D = JHL D di [24.22]

Si la radiacién no es emitida sino que es recibida por una superficie, en lugar
de la emitancia, se define de forma aniloga la irradiancia, G, como la pofencia re-
cibida por unidad de superficie y, en lugar de la emitancia espectral, se define an4-
logamente la irradiancia espectral, (1), como la irradiancia por unidad de longi-
tud de onda.

m Reflexion, absorciéon y transparencia

Al llegar la radiacién a la superficie de un cuerpo, ésta se puede repartir siguiendo
tres caminos: una parte se refleja en la superficie; otra es absorbida por el cuerpo
transforméndose en calor y elevando la temperatura de éste; y la tercera atraviesa
el cuerpo, diciéndose que se ha transmitido, La conservacién de la energia permite
escribir:
G= Gr+ Ga + G]‘

y, dividiendo por G, se expresa:

l=p+a+r [24.23]

denomindndose:

p. Factor de reflexién o reflectividad, que es el cociente entre la potencia re-
flejada y la recibida.

Velocidad de la luz en el vacio

Constante de Planck

Flujo energético

Flujo energético monocromético

Emitancia

Emitancia monocromética

Irradiancia

Irradiancia espectral

\/

\—aG

N

Figura 24.10.
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Cuerpo negro

Ley de Planck

Figura 24.11.

o. Factor de absorcién o absortividad, que es el cociente entre la potencia

absorbida v la recibida.

7. Factor de transmisién o fransmisividad, que es el cociente entre la energfa

transmitida y la recibida,
Todos estos factores dependen de la longitud de onda de la radiacién incidente, as{
como de la naturaleza del cuerpo receptor y del estado de la superficie de éste.

Se dice que un cuerpo es opaco para una cierta longitud de onda 1, cuando
7(4,) = 0; para esta longitud de onda se verificard p(4,) + o(d,) = L.

Se dice que una superficie es especular para una cierta longitud de onda 4,
cuando verifica p(4,) = 1, en cuyo caso, toda la energfa en forma de onda electro-
magnética que llega a su superficie es devuelta por reflexién en ella.

Un cuerpo se denomina cuerpo negro cuando toda la energfa que llega a su su-
perficie en forma de onda electromagnética es totalmente absorbida, & = 1; en
aiyo caso, p = 7 = 0. El cuerpo negro perfecto no existe, pero puede construirse
un dispositivo que se comporte como tal practicando un pequefio orificio en la pa-
red de un recinto cerrado, cuya superficie interior se ha pintado de color negro. La
rdiacién que entre por este orificio serd completamente absorbida después de po-
cas reflexiones,

Reparto espectral de la energia radiante.
m Ley de Planck

La radiaci6n térmica emitida por los s6lidos presenta un espectro continuo, siendo
la energfa emitida funcién de la longitud de onda y de la temperatura del cuerpo
emisor, La teorfa cldsica de la radiacién no consiguié explicar esta forma de emi-
sién, Fue necesario que Planck (1858-1947), en el afio 1900, emitiera su hipétesis
de que la energia emitida estd cuantizada, es decir, la energfa radiante sélo se pue-
de emitir en cantidades discretas, miiltiplas de un valor minimo proporcional a la
frecuencia, lo que ha sido expresado en la [24.21]. Con su hipétesis Planck dedujo
que la emitancia monocromética o emitancia espectral del cuerpo negro estd dada
por la expresidn:

21 he? &
En= 4, D= ls{ehqur_ 1 = IS{EC’-"’;T— 1)

[24.24]

que es la expresion de la conocida ey de Planck, en la que son:
C, =2nh¢ = 3,7418 x 1071 W.m?

G =hclk=14388 x 1072 m.K

viniendo expresado £, en W/m®, cuyos valores estéin en excelente concordancia
con los datos obtenidos experimentalmente. En la Figura 24.11 se han representado
los valores E{1) para diferentes temperaturas.

m Ley de Wien

La emitancia especitral del cuerpo negro tiene un méximo, cuyo valor se presenta
para una longitud de onda, que debe verificar la condicién de méximo:
dEy(4,1)

S S

di
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cuya solucién da:
.T=2898 % 107 %m-K=2898 um-K [24.25]
X

expresién que se conoce como ley de Wien, la cual nos da la longitud de onda a la
cual el cuerpo negro presenta un méximo para su emitancia y que es linicamente
funcién de la temperatura del cuerpo emisor, En la Figura 24.11 se ha representado
mediante lfnea discontinua aquélla que une todos los puntos de méximo,

El valor miximo de la emitancia espectral se obtiene sustituyendo 4.4, dado
por la ley de Wien, en la expresi6n de la ley de Planck, lo que nos da:

Ep s = 1,287 x 107° T° Wim? [24.26]

La ley de Wien nos indica que al aumentar la temperatura disminuye la longi-
tud de onda del méximo, es decir, aumenta la frecuencia de mAxima emitancia es-
pectral, ¥ la [24.21] nos indica que, ademds, también aumenta la emitancia espec-
tral méxima.

Para el cuerpo humano, cuya temperatura media, aproximadamente, puede ser
de 310 K, la longitud de onda donde se presenta la emitancia mixima es:

_2898

Para que un cuerpo emita alguna energia en la banda visible debe superar los 1 000 K,
en cuyo caso, la longitud de onda de m4xima emitancia es 2,9 um y, para conse-
guir que la longitud de onda de mdxima emitancia esté centrada en la banda visi-
ble, 0,58 um, el cuerpo emisor debe tener la temperatura:

2898
T= o5 = 465K

m Ley de Stefan-Boltzmann

La ley de Stefan-Boltzmann establece que el poder emisivo total o emitancia total
del cuerpo negro es proporcional a su temperatura absoluta.

Esta ley fue establecida por primera vez en 1879 por Stefan, basindose en re-
sultados experimentales y, en 1884, Boltzmann dio una justificacién teérica de la
misma basdndose en razonamientos termodinidmicos. Su expresin es:

E(D=o¢ T W/m’ [24.27]

siendo ¢ = 56,6961 x 10~ ? w/m?. K* la constante de Stefan-Boltzmann,
H poder emisivo total o emitancia total del cuerpo negro puede obtenerse inte-
grando la ley de Planck para todas las longitudes de onda:

[ 4
0= | Bona=(E) 4
i}

G M =g Tt [24,28]

El valor de la constante de proporcionalidad es:

4 5
i C1 2n X‘
=[—]| = ="———_=56696-10"°% W/m?. K*
7 (Cz) 15 1588 7 2

Ley de Wien

Ley de Stefan-Boltzmann
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Emisividad espectral

Emisividad total

Cuerpo gris

Figura 24.12.

Al ser el valor de ¢ muy pequefio, la radiacién total emitida a temperaturas no altas
puede ser despreciable. A la temperatura media aproximada del cuerpo humano,
unos 310 K, 1a emitancia total del cuerpo negro es de

E,= 56696 x 107 % x 310* = 523,6 W/m>

que puede ser mucho menor que la transferida al aire por conveccién, a poco que
la temperatura de éste sea baja y circule con una cierta velocidad.

m Factor de emision o emisividad. Cuerpo gris

Se define la emisividad espectral de un cuerpo como el aciente de su emitancia
espectral entre la emitancia espectral del cuerpo negro a la misma temperatura:

_HL D
E(, D

En general, la emisividad espectral serd funcién de la longitud de onda y de la tem-
peratura, siendo un pardmetro sin dimensiones, cuyo valor siempre es inferior a la
midad, 0 < g; < 1, dnicamente igual a la unidad para el cuerpo negro.

La emitancia de un cuerpo real seri:

£ =gl DN<l [24.29]

HT) = Jm Ha, dh = J.m 8542, ) di [24.30]
i} 0

La emisividad total es el cociente de la emitancia total del cuerpo entre la emi-
tancia del cuerpo negro a la misma temperatura:

E d
g= -E{D = J.ﬁ 81 n{‘l’n A
E(D aT?

=g <1 [24.31]

que, en general, es funcién de la temperatura, no tiene dimensiones y su valor
siempre serd menor que la unidad, salvo para el cuerpo negro, que serd & = 1,

Se define el aserpo gris como el emisor ideal cuya emitancia espectral es pro-
porcional a la del cuerpo negro a la misma temperatura, siendo su emisividad una
mnstante independiente de la longitud de onda (Figura 24.12),

E D)
T

En general, se admite que los cuerpos reales se comporten en su emisién radiante
como si fueran grises, &= &.

WZETH Ley de Kirchhoff

La ley de Kirchhoff establece que en el equilibrio térmico, la absortividad y la
emisividad de un cuerpo son iguales. Para su deducci6n, utilizaremos un recinto
aislado térmicamente del exterior, introduciendo en €l un cuerpo negro y dejando
que se alcance el equilibrio térmico. En estas condiciones, la energfa absorbida por
el cuerpo debe ser igual a la emitida: G = £},

[24.32]
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Si sustituimos el cuerpo negro por otro no negro de la misma forma, al alcanzar
el equilibrio térmico se verificard: aG = E

H cociente entre las dos tltimas expresiones es o = F/E, v, de acuerdo con la
[24.31], o = &, que es la expresién de la ley de Kirchhoff,

m Intercambio de calor por radiacién

Puesto que la emitancia es el flujo energético por unidad de superficie, d¢ = EdA,
si la superficie es homogénea, el flujo energético total emitido por un cuerpo ne-
gro es:

¢, = AE, = AeT* (w)

y por un cuerpo gris: ¢ = AE = Agg T* (w).

Parte de la energfa emitida serd absorbida por los cuerpos que se encuentren en
su trayectoria, verificAindose un intercambio energético por radiacién, La energfa
transferida entre dos superficies depende, ademss de sus temperaturas absolutas y
de sus propiedades superficiales (emisividad y absortividad), de su configuracién
geométrica y su posicién relativa, todo lo cual se engloba en un factor que se deno-
mina @Actor de forma,

H sentido fisico del factor de forma, que denominaremos F,, es la fraccién de
energfa emitida por la superficie del cuerpo 1 que es absorbida por la del cuerpo 2,
Si ambas superficies son negras, la energia emitida por 1 que es absorbida por 2 es:

EnlAlFlQ.
Anélogamente, la energfa emitida por 2 que es absorbida por la superficie 1 es:
Ep Ay Py

siendo F,, la fraccién de la energfa emitida por la superficie de 2 que es absorbida
por la superficie de 1. El intercambio neto de energia entre ambas superficies en la
unidad de tiempo es:

n=EnA Fia — Ep A Py

Si ambas superficies se mantienen a la misma temperatura, £, = E, v, ademis, el
intercambio neto de energfa debe ser nulo, ¢, = 0, lo que obliga a que sean:

AP, = AF,

Y, con ello, el intercambio neto de energfa en la unidad de tiempo se puede expre-
sar de las siguientes formas:

¢n= AR (Ey — Ep) = AF(Ey — Ep) =
= AF0 (T} — TY = AF6(T1 - T) [24.33]
La obtencién de los factores de forma es, en general, compleja, pero hay dos
casos que, a la par de sencillos, son muy importantes en las aplicaciones:
a)  Un cuerpo colocado dentro de un recinto aislado térmicamente.
b) Dos superficies como sendos planos paralelos,

a) En este caso, toda la radiaci6n que sale de la superficie del cuerpo encerra-
do serd interceptada por la superficie interior del recinto y absorbida si ésta se
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comporta como cuerpo negro, con lo cual el factor de forma es Fj, = 1, y el flujo
reto de energia intercambiado, aplicando la [24.33], es:

o= Ao (Tt — T [24.34]
Si el cuerpo emisor no es negro, pero la superficie interior del recinto sf:
¢= Ao (T} — T3 [24.35]

Si ambas superficies, la del cuerpo emisor y la interior del recinto, son grises, el
flujo energético intercambiado se expresa:

Q=AF,o(Ti— T [24.36]

siéndo ahora F}, una expresién funcién de las emisividades de ambas superficies.

b) En este caso, debemos suponer que ambos planos sélo emiten por sus ca-
ms enfrentadas y que no pierden energfa por las exieriores. En tal situacién, toda la
energia que sale de la superficie 1 llegard a la 2 y, si ésta se comporta como cuerpo
negro, serd completamente absorbida. Reciprocamente, toda la energia que sale de
la 2 llegard a la 1 y, si ésta se comporta como cuerpo negro, serd completamente
absorbida. En consecuencia, en tal situacién son Fj; = F; = 1, y el flujo neto de
energia por unidad de superficie intercambiado entre ambas es:

9 _ T _ T¢ 2 oy
i =o(I — T35 (W/m%) [24.37]

Si las superficies no se comportan como cuerpos negros y sus emisividades respec-
fivas son &; ¥ &, la radiacién emitida por cada una de las superficies ird siendo par-
cialmente absorbida y reflejada hasta su total extincién, En la Figura 24,13 hemos
representado las fracciones absorbida y reflejada de la energfa emitida por unidad
de superficie y unidad de tiempo por la 1, habiendo considerado o; = &, v o> = é&,.

(1—&) e oT) (1 =) (1 — &)l 0T}

(1*<e)(1 —ex) e 0T} (L—e) (1 — &) e, 0T

(1—&s) 01} (1 =)l —es) e 0n}

£, e,0T} (1= )l —e, £ e.0T? (1 =g (1 —e,)e e,0T
15294 I e e aly 1 UTE Ep Oy

Figura 24.13.
La cantidad total de energfa absorbida por la placa 2 es:
G2 = 8180 TiL + (1 —g)(1 —&) + (1 — &> (1 — &)* + -]

La serie entre corchetes es geométrica, de razén (1 — g;)(1 — &,), cuya suma es:

1
1= —eXl—e)
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y la energfa fotal absorbida por la placa 2 es:

i 82,0 T} _ o}
= =
I —(1 —&)l— 1 1
( e &) il R
&1 )

Andlogamente, la energia absorbida por la placa 1 de la emitida por unidad de
superficie y unidad de tiempo por la 2, es:

oT3
BT 1
—+—=1
& &2
En definitiva, el flujo de energfa neto intercambiado por unidad de superfi-
cie es:

t}'=—‘i{ﬂ1_m [24.38]
—+——1
LT ]

que coincide con la [24.37] para &, = &, = 1.
Teniendo en cuenta que:

N-G=T-T) MM+ D= - DT+ (T + 1)

el intercambio neto de energia radiante, aun en el caso mds complejo de la Expre-
sién [24.36], siempre puede expresarse de la forma:

Q=AcF AT, - DX+ XT3+ T =hA(T,- T)  [24.39]

siendo h, = g P, (T, + ToX(T; + T3) el weficiente de transmisicén de calor por ra-
dilacién y su inversa, R, = 1/Ah,, el coeficlente de resistencia a la transmisién por
radiacion,
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La radiacién que nos llega del Sol lo hace mediante las
tnicas ondas que pueden propagarse en el vacio, las
ondas electromagnéticas. En la superficie exterior de
la atmésfera el valor de su intensidad o energfa que
llega en la unidad de tiempo por unidad de superficie
normal a la direccién de incidencia, se denomina cons-
fante solary después de muchas mediciones realizadas
por la NASA mediante globos, sondas, aviones y saté-
lites, el World Radiation Center ha adoptado el valor
G.= 1367 W/m?, que es la misma energfa que nos
llegaria a la superficie de la Tierra de no haber atmés-
fera. Esta energfa llega distribuida en diferentes longi-
tudes de onda, formando un espectro que se denomina
especiro solar extraterrestre, el cual abarca desde 0,2
a 2,4 um, que también ha sido determinado por los or-
ganismos citados y se ajusta bastante bien al espectro
emitido por un cuerpo negro a la temperatura de
5762 K. Aproximadamente un 53% de la energfa llega
en la banda infrarroja, de 0,78 a 2,4 yum; un 39%, en la
banda visible, de 0,38 a 0,78 um, y un 8% en la regién
ultravioleta, de 0,2 a 0,38 um,

Las capas superiores de la atmdsfera reflejan apro-
ximadamente un 22, 5% de la radiacién solar incidente,
devolviéndola al espacio, y el resto est4 filtrado por la
amésfera antes de llegar a la superficie terrestre. Los
absorbentes de la radiacion son gases que se encuen-
tran en la atmésfera en su composicién normal, siendo
los principales: el ozono, Os, que absorbe en la banda
ultravioleta; el vapor de agua, H,0, y el oxigeno, O,,
que absorben en la banda inframroja inferior a 1,5 um,
y en la banda infrarroja desde 1,5 a 2 um, los absor-
bentes son de nuevo el vapor de agua y el diéxido de
carbono, CO,,

Por su parte, la Tierra emite energfa en la banda in-
frarroja de acuerdo con la ley de Stefan-Boltzman
(Ecuacién 24.27) y con un reparto espectral dado por
la ley de Plack (Ecuacién 24.23), presentando un m4-
ximo de emisién dado por la ley de Wien (Ecuacién
24.25). De acuerdo con esta ley y tomando como tem-
peratura media de la Tierra 15°C, el miximo de emi-
sién se encuentra en 10 ym. La banda de emisién va
aproximadamente desde las 2 ym a las 60 um. La sali-
da de esta radiacién al espacio exterior también es fil-
trada por la atmésfera, pero en esta region la atmdsfera
es muy absorbente y s6lo deja unas pequefias ventanas
de escape, situadas en las bandas aproximadamente de

2a25um ded4ad5puymyde8alS5 pum. Enla banda
de 2,5 a 4 um los gases absorbentes son el vapor de
agua, el diéxido de carbono, CO,, y el metano NH,; en
la banda de 4,5 a 8 um, son el vapor de agua, el diéxi-
do de carbono y el 6xido nitroso, N,O, y a partir de
15 pm el vapor de agua v el dixido de carbono. Esta
energia absorbida por los gases de la atmodsfera es de
nuevo reirradiada y parte devuelta a la superficie te-
mestre, aumentando la temperatura ambiente.

El fenémeno descrito, por el cual la transferencia
de energfa radiante entre el Sol y la superficie terres-
fre, y entre esta y el espacio exterior, estd condiciona-
da por la transparencia de la atmésfera a las diferentes
longitudes de onda, facilitando en gran medida la lle-
gada de la radiacion solar y condicionando fuerte-
mente la salida de la radiacién emitida por la Tierra, se
denomina efecto invernadero. Gracias al cual se man-
tiene una temperatura de equilibrio en la superficie te-
mestre que hace posible la vida tal y como la conoce-
mos. De no existir atmdsfera y, por tanto, efecto
invernadero, la temperatura media sobre la superficie
terrestre se estima que serfa unos 40°C inferior a la ac-
mal, es decir, estarfa en tomo a los —25°C, lo que
evidentemente haria imposible la vida en el estado ac-
wal. En la figura se indica el balance energético apro-
ximado entre radiacién, atmésfera y suelo.

El aumento de la concentracién en la atmésfera de
los gases que provocan el efecto invernadero, debido
principalmente a la combustién de los combustibles
fésiles, la deforestacién y algunas actividades indus-
triales vy agricolas, puede modificar el equilibrio ener-
gético entre radiacion, atmésfera y superficie terrestre,
y elevar en demasfa la superficie media de esta con los
inconvenientes que ello puede conllevar, como aumen-
0 de la evaporacion, dilatacién de los ocednos, fusién
de los casquetes polares o cambio en el régimen de
precipitaciones.

La concentracién de CO, en la atmésfera viene
aumentando continuamente, desde unas 280 partes por
millén en volumen (ppmv), a principios del siglo XIX,
pasando por unas 295 ppmv, a principios del XX, hasta
mos 370 ppmv, en la actualidad. Este gas es el cau-
sante de un 68% aproximadamente del efecto inverna-
dero. La mayor fuente del CO, atmosférico es la com-
bustion de combustibles fosiles, estimdndose el
aumento de su concentracién en la atmdsfera, aproxi-



Transmisién de calor = 457

madamente, en 1,36 ppmv/afio. Sus principales sumi-
deros son los océanos y la biomasa,

El 6xido nitroso N,O es producido por la actividad
microbiana de suelos y océanos, asf como por ciertas
actividades industriales, fundamentalmente la produc-
cén de dcido nitrico, y por la fertilizacién agricola. El
éxido nitroso se destruye mediante procesos fotoqui-
micos en la troposfera, dando lugar al ozono troposfé-
nco. La concentracién de 6xido nitroso en la atmdsfe-
ra también viene creciendo constantemente a razén de
unas 0,8 ppbv/aiio, pero su participacién en la creacién
del efecto invernadero solamente es de, aproximada-
mente, el 6% del total,

El metano se produce por reduccién de la materia
orgénica, fundamentalmente en terrenos pantanosos,
cultivos de arroz, sistema digestivo de los mmiantes y
escape de gas natural, El metano se elimina en la estra-
tosfera y por combustion, es veinte veces més eficaz
que el CO, en la produccién de efecto invernadero,
pero su participacién en este es sélo del 18%, debido
a su baja concentracién atmosférica, aproximada-
mente 1,75 ppmv.

El aumento de potencia radiante absorbida por
efecto invemadero, debido al aumento de los citados
gases, se estima en 2,8 W en los iiltimos dos siglos.
Asimismo, los modelos matemdticos para el estudio
del cambio climitico establecen que una duplicacién
en el contenido de CO, en la atmésfera supondria un
aumento de potencia radiante absorbida de 4 W,

Radiacion
incidente

Reflejada
100

b

Evapotranspiracion !

Conveccion

El vapor de agua es un gas fundamental en la regu-
lacién del efecto invemadero. Las nubes intervienen
en el balance energético de energia radiante como se
ha indicado en la figura. Por un lado, reflejan una par-
e importante de la energia solar incidente y, por otro,
absorben radiacién infrarroja, fundamentalmente la
banda emitida por la Tierra, Para estudiar el efecto de
las nubes, la NASA viene realizando, desde 1984, el
proyecto Earth Radiation Budget Experiment (ERBE),
consistente en medir la radiacién que llega y sale de la
tierra en las diferentes condiciones de nubosidad, para
lo cual utiliza tres satélites especificos. El resultado ha
sido que las nubes producen un efecto de enfriamiento
en la temperatura media de la Tierra, reduciendo el
efecto invernadero, con una disminucién de la poten-
da de energfa radiante absorbida de 13,2 W, lo que es
casi cinco veces mayor que el efecto debido al aumen-
o de gases de efecto invemadero y més de tres veces
lo que supondra la duplicacién de la concentracién de
CO; en la atmdsfera. De momento el hombre no es ca-
paz de intervenir de forma eficaz en el proceso de for-
macién de nubes, lo que supondria confrolar el efecto
mvernadero.

La realidad es que determinaciones exhaustivas de
la temperatura media de la Tierra han determinado que
en el dltimo siglo ha aumentado 0,6 °C y en los 1ilti-
mos 40 afios, 0,4°C; lo cual no puede establecerse de
forma inequivoca que se deba a efectos anfropogénicos
o simplemente a variabilidad climética natural. Su estu-

dio se estd realizando por el Intergovern-
Irradiada mental Panel in Climate Change (IPCC),
alespacio 1o cual estd lleno de dificultades por la
fi complejidad de las interacciones entre los
diferentes subsistemas climéticos y la di-
ficultad de modelizar la intervencién en
aquellas de las nubes.

11,72

114,06







Movimiento ondulatorio

Propagaciéon de una perturbacion.
Movimiento ondulatorio

Si en un punto de un medio material provocamos una perturbacién, la experien-
cia comprueba que la perturbacién se propaga en el medio, llegando a los demés
puntos de éste con un retraso tanto mayor, si el medio es homogéneo, cuanto més
alejado se encuentre del centro o Hco donde se produjo la perturbacién, A este
fenémeno de propagacion de una perturbacion en un medio se le denomina movi-
miento ondulatorio.

La perturbacién puede ser de naturaleza muy diversa y su propagacién se reali-
za por diferentes causas, dependiendo de la naturaleza fisica de la perturbacién a
propagar y las caracteristicas del medio propagador.

El denominador comiin que tienen todos los movimientos ondulatorios es que
_Jamds se propaga materia, b que se propaga es energfa, Por tanto, podemos con-
siderar el movimiento ondulatorio como un fenémeno de propagacién de energfa.
Un ejemplo clédsico pone esto de manifiesto. Sea un pequefio corcho situado sobre
la superficie del agua, si en un punto de la citada superficie se provoca una pertur-
bacién, por ejemplo, dejando caer un objeto, la perturbacién se propaga a los dife-
rentes puntos de la superficie y, al llegar a donde estd el corcho, hace que éste se
mueva en sentido vertical, subiendo y bajando, pero no en el sentido de la propaga-
cién, que es el plano horizontal de la superficie del agua. Las particulas de agua en
contacto con el corcho oscilan en sentido vertical, alrededor de su posicién de
equilibrio, pero no se desplazan en el sentido de propagacién de la onda. En este
caso, la onda se propaga merced a la tensién superficial de la superficie del agua.

Otro ejemplo puede ser la propagacién de una vibracién a lo largo de una cuer-
da tensa: las particulas de la cuerda vibran en sentido transversal a la cuerda, mien-
tras que la propagacién se hace a lo largo de ella, En la Figura 25.1 se representa
este fen6meno. En este caso, la propagacién se hace merced a las caracteristicas
eldsticas de la cuerda.

Un aspecto muy importante es que las ondas, ademds de transportar energfa,
son vehiculo para el iransporte de informacion, y todos los modernos sistemas de
transporte de informacién y comunicacién estin basados en la propagacién y ca-
racteristicas de las ondas, muy en especial las electromagnéticas.

25.1.

252.

253.

25.4.

25.5.

25.6.
257.
25.8.

Propagacidén
de una perturbacion.
Movimiento ondulatorio
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y transversales

Descripcion matematica
de un movimiento
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y tres dimensiones
Intensidad del movimiento
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Figura 25.1.

Se puede fransportar informacién



460 = Fisica general

Frente de onda

-t -t -t

— - TR 4 TREREAR -4~ AR 4~ TRIAR -

Sentido de la Sentido de la
vibracidn propagacion

Ondas longitudinales
Figura 252a.

e e Sl

e e e
Sentido de la Sentido de la
vibracidn propagacion

Ondas transversales
Figura 25.2h.

o U o

Figura 25.3.

_f{-'l)\ E.a’{ x' I‘\.ﬂ-'—l'f]

Todos los puntos del medio a los cuales la perturbacién llega en un mismo ins-
fante estardn siempre en el mismo estado de perturbacién, y su lugar geométrico,
en general una superficie, se denomina superficie de onda o frente de onda. Segiin
sea la forma geométrica de éste, asi es su denominacién, diciéndose que las ondas
son planas, esféricas, cilindricas, elipsoidales, etc.

En el movimiento ondulatorio, la perturbacién propagada se debilitar4 debido
no solamente a la disipacién de energia por absorcién en el medio propagador, sino
también a que la energia comunicada en la perturbacién inicial se va distribuyendo
cada vez entre un mayor niimero de particulas y la amplitud de la vibracidn de és-
fas ird disminuyendo,

La perturbacién que se propaga puede ser la variacién de una magnitud escalar,
como son el desplazamiento o la densidad, asf es en el caso de las ondas sonoras, o
de una magnitud vectorial, como es el caso de las ondas electromagnéticas, en las
cuales las magnitudes variables son los vectores campo eléctrico y magnético,

En general, a las ondas se las denomina mecénicas, térmicas, electromagnéti-
cas, de probabilidad o gravitacionales, segiin que la magnitud variable que defina
la perturbacién pertenezca al campo de la Mecénica, la Termodindmica, el Electro-
magnetismo, la Mecédnica cudntica o la Gravitacién, respectivamente,

m Ondas longitudinales y transversales

Si 1a direccién en la cual varfa el valor de la magnitud que define la perturbacién
coincide con la direccién de propagacién de la misma, las andas se llaman longitu-
dinales, como es el caso de las ondas sonoras (Figura 25.2a), vy si la direccién de
variacién del valor de la magnitud que define la perturbacién es normal a la direc-
d6n de propagacién de la misma, las aridas se llaman transversales, como es el ca-
so de las ondas electromagnéticas o de las superficiales en liquidos (Figura 25.2b).

Para que una onda mecédnica transversal se propague en un cierto medio, es ne-
cesario que éste sea capaz de soportar esfuerzos cortantes, puesto que de lo contra-
fio la perturbacién primitiva no se transmitirfa a las contiguas. Esta es la raz6n por
la cual en los gases no se propagan las ondas mecénicas transversales, y en los
liquidos casi inicamente se propagan las superficiales, en virtud de la tensién su-
perficial,

FEn las ondas longitudinales hay condensaci6n de materia, es decir, variaciones
de densidad en los diferentes puntos del medio, y las ondas se propagan cualquiera
que sea la naturaleza de éste.

Las electromagnéticas, como son la luz visible, las ondas de radio, las de TV,
los rayos X, etc., no requieren medio alguno para su propagacién y, posterior-
mente, estudiaremos cémo estas ondas se van autogenerando al ir variando los
campos eléctrico y magnético.,

Descripcion matematica de un movimiento
m ondulatorio no amortiguado unidimensional

La descripcién matemitica de un movimiento ondulatorio no amortiguado unidi-
mensional se realiza mediante una funcién Y= f(x, f), en la que ¥ determina el es-
tado de la perturbacidn, x la distancia al foco de 1a perturbacién y f el tiempo, Para
un punto determinado del medio, la perturbacién es funcién del tiempo, y para un
instante dado, la perturbacién es funcién de x,

Supongamos que en el instante inicial el estado de la perturbacién estd dado
por la funcién Y= f(X), que se representa en la Figura 25.3 mediante linea conti-
ma. Es decir, el foco de la perturbacién ha realizado el primer periodo de su movi-
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miento vibratorio y en el medio ha aparecido una onda, ¥(x, 0)= f(X), que se vaa
propagar,

Si la perturbacién se mueve con velocidad constante v, que llamaremos veloci-
dad de fase, al cabo de un cierto tiempo f habrd recorrido un espacio v, y se en-
contrard en la posicién indicada con puntos en la Figura 25,3, Si trasladamos el
origen del sistema de referencia a (J, la misma funcién que describe la onda en el
instante f = 0, con origen O, es la que describe 1a onda en el instante f con origen J:

Hx, ) = f(x)

y, puesto que se verifica la relacién X' = x — vf, resulta que la funcién que repre-
senta la propagacién de la perturbacién con origen O, alejdndose del foco, es:

Hx § = fix— o) [25.1]

La ecuacién de la onda que se propaga en sentido contrario se obtiene susti-
tuyendo en la anterior v por —uv, con lo cual, la funcién que la expresa es:

Hx, b = f(x + v 25.2]

Es evidente que el estado de perturbacién de un punto en el instante f es el mis-
mo que tenfa en el instante cero el punto separado de aquél una distancia vf. En el
foco de la perturbaci6n la variacién de ésta estard dada por una funcién del tipo
Y0, £y = F(f). Si la velocidad de propagacién es v, el tiempo que tardar4 en llegar
a un punto situado a la distancia x del centro es, supuesto el medio homogéneo e
isétropo, x/v. La perturbacién llega con un retraso /v, y el estado de perturbacién
del punto es el que tenfa el foco en el instante ¢ — x/v. La propagacién de la pertur-
bacién queda descrita por una funcién del tipo:

Hx,o=F(f—f)
v

Especial interés tiene el estudio de la propagacion de una onda arménica. Sea,
por ejemplo, la onda:
Hx, f = Asenk(x — v [25.3]

en la que A es la amplitud de la onda o valor méximo de la perturbacién; x, la dis-
tancia al foco; £, el nimero de onda; v, la velocidad de propagacién o velocidad de
fase, y k(x — vi), la fase de la onda.

Se define la longifud de onda del movimiento ondulatorio como & distancia,
medida segiin la direccién de propagacion, entre dos puntos consecutivas que en
todo momento tiene el mismo estado de perturbacion, lo que también puede defi-
nirse como la longitud minima de onda que por repeticicn puede generar la onda
completa. La simbolizaremos mediante 4 y su valor se calcula asf:

Asen k(x— vh = Asen k(x+ 1 — v
lo que exige que sea:
k(x+2—vh=2r+ k(x— vh)
y

l=2% 25.4]

La longitud de onda también podria denominarse periodo espacial, puesto que
la onda se repite cada longitud A. A la constante k = 27/ se le denomina rimero
de onda, porque es el nimero de longitud de onda en la distancia 2.

Velocidad de fase

Amplitud
Nimero de onda
Fase

Longitud de onda
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Puntos en fase

Puntos en oposicién

Frecuencia

Cuando dos puntos en todo instante estin en igual estado de perturbacidn se
dice que estdn en fase, debiendo verificarse ¥} = ¥, es decir:

senk(x; — v = senk (x>, —vh
lo que exige que sea:

k(x, — vh = 2nn + k(x; — vi)

k{Xz — X1) = 2!13:
que puede expresarse:
X, — % = nl [25.5)

es decir, estdn en fase todos los puntos cuya separacidn entre si es igual a un nii-
mero entero cualquiera de longitud de onda,

Se dice que dos puntos vibran en oposicién cuando se verifica ¥ = — V], es
decir:

senk(x, — v = —sen k(x, — vd)

lo que exige que sea:
k(x, — vh) = (2n+ D + k(x, — vh)

% — X =2n+ l)%=(2n+ 1)’21 [25.6]

resultando que estdn en oposicidn todos los puntos cuya separacidn entre sf es
fgual a un mimero impar de medias longitudes de onda.

Se denomina frecuencia del movimiento ondulatorio, v, al niimero de ondas
que pasan por un punto fifo en la unidad de tiempo, verificard v = lv, puesto que
el nimero de ondas que pasan en la unidad de tiempo multiplicado por la longitud
de cada onda es la longitud que pasa en la unidad de tiempo, es decir, la velocidad
de la onda. Si tenemos en cuenta que @ = 2av, podemos escribir:

2
HX,Q=ASCII(H—TEM)=Ascn{!:x—caf) [25.7]
Si Pes el periodo de la oscilacién, al ser P = 1/v = 2x/w, resulta la expresién:
t
Hx, =Asen2n(§—}—3) [25.8]

Por consiguiente, en el movimiento ondulatorio sinusoidal hay dos tipos de
periodicidad, una en el tiempo, de periodo P, y otra en el espacio, de periodo 4.
Entre estos dos periodos existe la relacién:

A=—=oP [25.9]

La especial importancia de las ondas arménicas se debe al hecho de que cual-
quier perturbacién periGdica puede descomponerse en una superposicidén de ondas
arménicas de frecuencias y fases adecuadas.
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También la Ecuacién [25.7] puede escribirse de la forma:

Yix, b =AS°“¢”(£X— f)=Ascnw(£— )=Asen¢a(f_ )
W v v

Es evidente que una onda arménica puede expresarse como exponencial com-
pleja de la forma:

Y= Aetk—w0 [25.10]

Una cuerda tensa vibra transversalmente siendo la ecuacién de la onda pro-
pagada:

¥=0,5sen2n(x — 1039
En la que Yes el desplazamiento transversal de cada punto de la cuerda en

centimetros.
Calculemos:

a) Su amplitud, longitud de onda, periodo, frecuencia, pulsacién, velocidad de
propagacién y niimero de onda.

b) La velocidad mdxima con que se mueve cada punto de la cuerda,
c) La pendiente médxima de la cuerda.

Las longitudes estdn dadas en centimetros y el tiempo en segundos.
Solucion:

a) Comparando la ecuacién dada con la [25.8] se deduce: A=0,5¢cm, 4 =1
emyP=10s,

La frecuencia es:

—1—1031-11
v=p=

La pulsacién ser4:

® = 2xv = 2x10° rad/s

La velocidad se calcula teniendo en cuenta que es:

v=Jv =10 cm/s
y el mimero de onda:
2
k= Tn =2z cm™!
b) La velocidad de los puntos de la cuerda estd dada por:
ay N 3
V=E= —0,5:27:10" cos2n(x — 107f)
La velocidad méxima es:

Vosx = 10°1 cm/s
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¢) La pendiente de los puntos de la cuerda estd dada por:
oY 4
P=E'=O’S X 271 X cos2n(x— 1070

y la pendiente méxima es P, = 7.

Una onda de frecuencia v=400 Hz tiene una velocidad de propagacién v=2320 m/s,
Calculemos:

a) La separacién espacial entre dos puntos cuya diferencia de fase sea de 60°,

b) La diferencia de fase enfre dos estados de perturbacién de un mismo punto
en dos instantes separados por el intervalo de tiempo de 1073 s,

Solucién:
a) La longitud de esta onda es:

v 420
l—;—ﬁ—ﬂ,ﬁm

La fase en cada uno de los puntos es:
¢ =kg —wt y @ =k, —ot

la diferencia de fase ser4:

T
"Pz—%=ﬂ&z—xﬂ=5
por tanto es:
n A 2
—h=—=2=Z=0133
BTAERTe 15 0™

b) Las fases en cada uno de los instantes, para el punto de abscisa X;, son:
pr=hkn -ty ¢ =kn—ob
y la diferencia de fases es:

@ — @y =w(t— 1) =2nv-10"% =087 rad

m Propagacion en dos y tres dimensiones

Un movimiento ondulatorio en dos dimensiones estd definido por una funcién del
tipo Y= f(x, y, f); as{ son las ondas producidas en la superficie de los liquidos. Las
ondas bidimensionales pueden ser lineales, como son las producidas cuando se gol-
pea periGédicamente la superficie de un liquido con una varilla recta paralela a la
misma y que abarque todo el liquido; circulares (Figura 25.4a), como son las pro-
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ducidas al golpear periédicamente la superficie en un punto, y en general, las on- ¥
das toman nombre de la forma geométrica del frente de onda.
En tres dimensiones, el movimiento ondulatorio més general estd representado

por una funcién del tipo ¥'= f(x, y, 2, #). Segiin la forma geométrica del frente de

onda, asf se denominan éstas, siendo ondas planas cuando la superficie de onda son ﬁ%

planos paralelos, ondas esféricas cuando son esferas concéntricas v, en general, on- \E’_ j >

das cilindricas, elipsoidales, etc. K / '
La onda que hemos estudiado como unidimensional, Hx, §) = f(x — v}, en el /

espacio de tres dimensiones, representa una onda plana, puesto que en cualquier
punto del plano x = X, toma el mismo valor el estado de la perturbacién Y. Lo ca-
racteristico de estas ondas es su direccién de propagacién, que se define mediante
un versor @ normal al plano de la onda. Si la direccién de propagacion es paralela Figura 25.4a.
al eje de las equis y el vector de posicién de un punto cualquiera del frente de onda

es r (Figura 25.4b), serd x = r-m y podremos escribir:

Y= fir-m—vh

Esta ecuacion, en general, representa una onda plana que se propaga en direc-
cién del versor m, puesto que r-wes la distancia del origen al frente de onda. En el
caso de una onda plana armdnica la ecuacién es:

Y= Asenk(r-m—v-f) = Asen(r-k —wh [25.11]

Figura 25.4b.
Al vector k= kw se le denomina vecfor de onda o vector de propagacion. _—

EJEMPLO 25.3

Una onda arménica plana se propaga en la direccién y sentido del vector
m = 2i + j + 2k Su amplitud es A = 2 cm, su frecuencia, v = 510 Hz y su lon-
gitud de onda, 4 = 2/3 m, Determinemos:

a) Hl vector de onda.

b) La velocidad de propagacién de la onda y su pulsacién,

c¢) La ecuacién de la onda.

Vector de onda

Solucién:

a) H vector de onda se calcula asf:

2z m
k—.ﬁ'l—TE—?ﬁ{ﬂ—f—J—f—ﬂl)

b) La velocidad de propagacion es:
2
v=lv=§><510=34{]mfs

La pulsacién es:
w=2nv=1020x

c¢) La ecuacién de la onda es de la forma;

Y=2:10"%sen(r-k— 102070
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I

RL‘.I[:}"
de propagacion

Figura 25.5.

Puesto que es:
r=x+ )+ k
seri:
rk=n2x+y+22
y, con ello, la ecuacién de la onda es:

Y=2.10"2senn (2x+ y + 22— 1020)

m Intensidad del movimiento ondulatorio

Se define la infensidad del movimiento ondulatorio como la energia frasportada
en la unidad de Hempo a través de la unidad de superficie normal a la direccién
de propagacion. De la propia definicién se deduce que la intensidad del movimien-
to ondulatorio tiene por ecuacién de dimensiones:

=[AT'L2=[AT 'L =MT"

Su unidad en el S.I. serd - m™*.s~ ' = w/m’,

Consideremos un 4rea unidad situada normal a la direccién de propagacién, La
energia que en un segundo atraviesa esfa 4rea es la contenida en un cilindro de ba-
se el drea citada, arista v y volumen también v, siendo v la velocidad de propaga-
cén de las ondas (Figura 25.5).

La energfa contenida en este volumen es:

I=ne

siendo 11 el niimero de particulas contenidas en el volumen v, y e la energia media
de cada una de éstas debida a su estado de vibracién. Al estar sometida cada una
de las particulas a un movimiento vibratorio arménico simple, su energfa debida a
éste serd, de acuerdo con [13.13]:

1
E=EIH€UZA2

Y, €N consecuencia es:

1 1
I= 2 nma’A = > paA [25.12]

siendo p la densidad del medio; A, la amplitud de la oscilacién de las particulas del
medio; , la pulsacién de esa oscilacién y v, la velocidad de propagacién de las
ondas. En funcién del periodo o la frecuencia se escribe, respectivamente:

nz

[=2pA? %y = 2pA* vy [25.13]

mrsultando ser la intensidad del movimiento ondulatorio proporcional a la densidad
del medio propagador, al cuadrado de la amplitud de la vibracién de las particulas
del medio propagador, a la velocidad de propagacién del movimiento ondulatorio,
y al cuadrado de la frecuencia.
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La densidad de energfa espacial o energfa por unidad de volumen es:

3
=-=—pu'A 25.14
w : 5 P@ [ ]

cuya ecuacion de dimensiones es:
[wl=[AL?=MT2L"

Su unidad en el S.L es el julio/m®,

EJEMPLO 25.4

Una antena de radio emite de forma isétropa con una potencia P. Suponiendo que
la Tierra refleja toda la energia, determinar la densidad espacial de energia en el
espacio ocupado por la radiacién, en funcién del tiempo.

Solucidn:

La energia emitida en un tiempo ¢ serd E'= Pt Esta energia estard contenida en
una semiesfera de centro la antena (punto de emisién) y radio r= of (Figura
25.6). El volumen ocupado por la radiacién emitida es:

2 2
V=§nf'3=51t{:‘313

con ello, la densidad espacial de energfa resulta ser:

E_ P 3P
4 %m.a!a 2t

e

Ondas esféricas

Una perturbacién producida en un punto de un medio, isdtropo para la propagacién
de esa perturbaci6n, da lugar a un movimiento ondulatorio de propagacién por on-
das esféricas (Figura 25.7). Cada frente de onda recibe la misma energfa y, en con-
secuencia, al cambiar la superficie del frente de onda, la intensidad ser4 distinta de
un frente a otro. A una distancia ry, la intensidad vale:

P

L=——s
1 4“‘%

mientras que a una distancia I, vale:

al dividir estas expresiones resulta:

Densidad de energia

Figura 25.6.

Figura 25.7.
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La intensidad del movimiento ondulaforio propagado por ondas esféricas es
Inversamente proporcional al cuadrado de las distancias al foco emisor.
Teniendo en cuenta la Expresin [25.12] serén:

L= % pwAlv e L= % paw* A
resultando:
L _ Al
JAN
¥, por tanto, es:
A _ I
A n

Las amplitudes son inversamente proporcionales a las distancias al foco emisor.
En consecuencia, la ecuacién de la onda puede expresarse de la forma:

Y= Aoésenk{x— vl) [25.15]

siendo x, la distancia a la fuente en el instante 0; A, la amplitud a esa distancia, y
X, la distancia a la fuente en el instante .

Ondas cilindricas

Si la fuente emisora es una linea, las ondas emitidas serdn cilindricas. La intensi-
dad del movimiento ondulatorio serd ahora:

P P

h=— ¢ L=—
1 2an ‘{2 2nry

siendo Pla energfa emitida por unidad de tiempo y unidad de longitud de la fuente
emisora (Figura 25.8). El cociente de ambas expresiones es:

A
L n
En consecuencia, /a infensidad es inversamente proporcional a la distancia a

b fuente emisora,
Teniendo en cuenta la Expresién [25.12] es:

AY _B A_ [
A) B © A, \r

Figura 25.8.

Las amplitudes son inyersamente proporcionales a la ralz cuadrada de la dis-
fancia a la filente emisora.,
La onda, en este caso, se expresa:

Y= A4, \/% sen k(x — vi) [25.16]

en la que x es la distancia al foco de la perturbacién y A, la amplitud a la distan-
cia X
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I Absorcién

Podemos definir la absorcidn de un movimiento ondulatorio como la dismimicién
en su intensidad quie sufre al recorrer el medio propagador, debido a su naturale-
za y a las caracteristicas fisicas del medio propagador.

La absorcién se produce de forma independiente y, ademds, de la puramente
geométrica estudiada en el epigrafe anterior, la cual era debida dnicamente al
reparto de energia entre un frente de onda cada vez mayor.

Consideremos una onda plana que se propaga en un medio homogéneo e is6-
tropo ¥ sea OX'su direccién de propagacién (Figura 25.9). La disminucién relativa
de intensidad, dI/], resulta ser proporcional al desplazamiento:

T= _’}'dx

denomindndose a y weficlente de absorcidn, el cual depende de la naturaleza del
medio y de la frecuencia de la onda; el signo menos es debido a que la intensidad >
disminuye al aumentar el camino recorrido. Integrando la ecuacién anterior:

Inf= —yx + de. .

...
=
i
=

"R

y, si para x = 0, es /= 1, la constante de integracién vale 1n [, con lo cual se es-
cribe:

I
Inf=—yx+Inj o IEE= —px

Figura 25.9.

Al tomar antilogaritmos neperianos resulta:
I=Le™ [25.17]

lo que nos indica que la intensidad de la onda disminuye exponencialmente con
tanta mayor rapidez cuanto mayor sea 7,

Puesto que la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud, ésta decre-
cerd exponencialmente, pero con un factor de amortiguamiento mitad, /2:

A=Ae™ o A=Ae™?
La onda amortiguada se expresard de la forma:
Y= Aye ™?sen (kx — wi) [25.18]

m Velocidad de grupo

La velocidad v, que hemos llamado velocidad de fase, no es necesariamente la que
se observa al detectar un movimiento ondulatorio, ya que, en general, éste no estd
constituido por una onda (inica, sino por un conjunto de ondas de frecuencias y ve-
locidades préximas, cuya composicién da un movimiento ondulatorio resultante,
que se propaga en la misma direccién y sentido de sus componentes, presentando
méximos y minimos de amplitud, Al conjunto de ondas comprendidas entre dos
valores nulos y consecutivos de esta amplitud se le denomina pulso, tren de ondas
o paquete de ondas (Figura 25.10), y a la velocidad de desplazamiento de éstos,
velocidad de grupo, evidentemente, ésta serd la misma que llevar4 la seiial que se
transmite con el fren de ondas. Fign 2518
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Al objeto de simplificar el célculo utilizaremos dos ondas sinusoidales de la
misma amplitud y frecuencias proximas:
¥, = Asen[#w) x — wi]
¥, = Asen {[Mw) + Ak(w)] ¥ — (w0 + Aw)t}
cuya superposicion es, teniendo en cuenta que la suma de los senos de dos dngulos

es el doble producto del seno de la semisuma de ellos por el coseno de la semidife-
rencia de los mismos:

K+ L= ZAsen{I:ﬁ{mJ + ﬂj;w)]x— (w +ﬂ$)r}cos[ﬁ?w t— .M;m) x] =

- Mms%[ﬂw!— Ak(m)x] x

o728 e e 22
ol 2o}

1
A =2Acos 2 [Aw t — Akw)x]

donde:

es la amplitud de la onda resultante.
Los puntos que presentan la misma amplitud quedan definidos por:

Am t— Ak(w)x = cte.

Lo que, por ser k = k(w), se puede escribir:
Am| ¢t AL ct
.,
Aw &
expresién que en un punto toma la forma:

t & cti
— — x= cte.
- e

y la velocidad con que estos puntos se desplazan se calculari derivando respecto
del tiempo:

L
do dt
para lo cual, deber4 ser:
dx dw
E=E= Vg [25.19]

que es la velocidad de desplazamiento del fren de ondas o velocidad de grupo.
Fsta se puede relacionar con la velocidad de fase, teniendo en cuenta que:
_ 2_:: _ 2m

@=p= Pk
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sin més que sustituir @ en la [25.19], siendo:

vg=—dh})=u+k§=v—1@

o % = [25.20]

Si la velocidad de la onda es independiente de la longitud de onda, coinciden
las velocidades de grupo y de fase.

m Ecuaciéon de propagacion de las ondas

Consideremos la onda arménica [25.7], Hx, H = Asen(kx — wi), y hallemos su
derivada parcial respecto a x

oY
= Ak cos (kx — wi)
Una segunda derivada respecto a x da:
Y
ai= —ARsen(kx— wh = —BY(x, O [25.21]
ox
Hallemos ahora la derivada parcial respecto al tiempo de la funcién Hx, 5:
oY
=" — Amcos (kx — wi)

Una segunda derivada respecto al tiempo da:

Y 5
ﬂ_fz= —Aw’sen(kx — wh = —w’Hx, O

Himinemos la funcién ¥x, /) entre las Ecuaciones [25.21] y [25.22]:
FY_R oY
X o of
¥ puesto que es:
R .
2l v

k—
®

resulta:
FY_ £ a4 [25.23]
ox v of :
que es denominada ecuacion de ondas, para ondas unidimensionales, en la que v es
la velocidad de propagacién de las ondas.

Es fécil ver que, tanto [25.1], onda que se mueve alejindose del foco y que lla-
maremos anda progresiva, como [25.2], onda que se mueve en el sentido contrario
y que llamaremos onda regresiva, son solucién de la ecuacién de ondas. En efecto,
derivando [25.1] respecto a x:

ﬂ_i’_ﬂf(x—v!)_df{x—uﬂﬂ{x—ut)_df{x—vﬂ
T & dx—vh dx  dx—ovd

ox

Ecuacion de ondas
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Ecuacién general de ondas

Una nueva derivacién respecto a x da:

T &@fx—oh _ df

oF e dx—uob =341
Derivando [25.1] respecto a £
ﬂY 0f(x— vt‘) dfix — uﬂ _ df
TR T T () b e

Una nueva derivacién respecto a f da:
ey B df
oz o2 " dx—un?

Al sustituir los valores [25.24] v [25.25] en [25.23], se comprueba cémo ésta es
verificada v, por tanto, que la onda progresiva es solucién de ella. Andlogamente
se hace para la onda regresiva,

Podemos ahora definir de forma muy general una onda como fodo feriémeno fi-
sico que se propaga obedeciendo a una ecuacién que es solucion de la ecuacion
de ondas,

Asf, la funcién ¥'= Asen kx:sen wi, que representa un fenémeno fisico, es una
onda, ya que al ser:

[25.25]

By %Y g
e i 2
verifica la ecuacién de ondas:
1
.EY= —20:]2}’

v

puesto que @ = kv,
En el caso de un medio tridimensional, la ecuacién méas general de propagacion
de ondas es:

Y, Y PV _1 Y

o 8y a7 ot

denomindndose al primer miembro laplaciano de la funcién Y, que se expresa:
62}’ 521" 52

[25.26]

VY= [25.27]
y?
con lo cual la ecuacién de propagacién de ondas se escribe:
1 8%y
o 15
VY peRr [25.28]

EJEMPLO 25.5

Una onda plana arménica se propaga segiin la direccién y el sentido del vector:
m=2u —u +2u
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Su longitud de onda es 4 =3 m, su amplitud, A= 2 cm y su frecuencia, v = 100 Hz.
Calculemos:

1. El vector de propagacién de la onda.

2% La expresién de la onda.

3% Su velocidad de propagacién, obligando a que se verifique la ecuacién de
ondas en tres dimensiones,

Solucion:
2n

1. El vector de onda es k= kma = 7

u, siendo w=m/m e unitario en la

direccién de propagacion:

_2n2w, —w,+2m 27 _
k= . 3 =5 (2m, — w, + 2m)

2 La ecuacion de propagacién de la onda es del tipo de la [25.11] y, puesto
que son:

2
®=2mv=200n y k-r={2;:—y—22)§

la onda se expresa:

2x— y+
Y=2.10"2cos2n [w — 100 r]

3. Laecuacién general de ondas en tres dimensiones es la [25.28] y la solucién
de ella, obtenida en el apartado anterior, debe verificarla:

By  BE s 25=y129 FY  16n

T 9-1{] Sf:nZ:rr.I: 9 or| , 2= Y

oY 4m (2x — y+ 22 &Y ar

—=—"10 2| ————= — 100t —=-—1Y

ay 9 sen "’[ 9 © o 8l

Y Bx (2x—y+23 FY  16n

% g 10 senZﬂI: 9 1or| i Y
Con todo lo cual el laplaciano de la funcién Yes:

4
Y=——Y
¥ 9

Derivemos ahora ¥ dos veces respecto al tiempo:

oy = @x—y+22 &Y _ i

5 = 400z:-10 senZn[ 3 100¢| , —z=-4:10 Y
Al llevar todos estos valores a 1a [25.28] obtenemos:

4
— sz Y=0vY—4-107%2H
Por tanto, para que se verifique la ecuacién de ondas debe ser:
200
b= wfk=—0 = 300 m/s

2n/3







Aclustica

m Ondas mecanicas longitudinales. Sonido

Las ondas mecénicas longitudinales se producen en los medios materiales (sélidos,
liquidos o gases) y se propagan a través de ellos. Las particulas del medio vibran
en la direccién de propagacién de la onda y en tomo a su posicion de equilibrio es-
table. El punto o lugar del medio en el cual se produjo la vibraci6n inicial, que al
propagarse dio lugar al movimiento ondulatorio, se denomina Bco o fitenfe de las
ondas. El estado de vibracién de cada particula es funcién de su distancia al foco y
del tiempo.

Consideremos un estado de vibracién como el indicado en la Figura 26.1, las
particulas situadas a una distancia de la fuente comprendidas entre 0 y 1, 2 y 3,
etc., tienen un desplazamiento positivo, es decir, se alejan de la fuente, mientras
que las situadas entre 1 y 2, 3 y 4, efc., tienen un desplazamiento negativo, es
decir, se aproximan a la fuente, Como resultado de todo ello, en los puntos 1, 3, 5,
..., habri una acumulacién de particulas del medio, aumentando en consecuencia la
densidad y la presién en estas; por el contrario, en torno a los puntos 0, 2, 4, ...,
habri una disminucién de particulas del medio, disminuyendo en ellas la densidad
y la presién. Vemos asf cémo estén ligadas las ondas de desplazamiento, presiones
y densidades.

Las variaciones de presion respecio a la correspondiente al medio sin perturbar
es lo que se denomina presion actstica, Es decir, si la presién del medio en un ins-
tante es Py la presién correspondiente al estado inicial no perturbado es P, 1a pre-
si6n acistica en este instante es:

p=P-P 26.1]

Debemos hacer notar que el méximo desplazamiento de las particulas cormres-
ponde a puntos de presién aciistica nula, y que los puntos de desplazamiento nulos
son los de presién méxima o minima, La onda de presién acistica tendrd la misma
frecuencia que la onda de desplazamiento de las particulas y estd desfasada con
ella un cuarto de periodo.

La variaci6n de densidad del medio se expresa Ap = p — p,, siendo p la densi-
dad de un punto del medio en un cierto instante y py la densidad del medio no

26.1.

26.2.

26.4.

26.5.

26.6.

26.7.

26.8.

26.9.

26.10.

o

o

Ondas mecéanicas
longitudinales. Sonido
Ecuacion de ondas
elasticas longitudinales
en un fluido

. Ecuacion de ondas
elasticas longitudinales
en un sélido

Velocidad

de propagacién del sonido
Intensidad del sonido.
Nivel sonoro

Nivel de potencia
sonora

Impedancia o resistencia
acustica

Nivel de presiéon sonora
Sonidos puros, sonidos
complejos o musicales,
y ruidos

Caracteristicas subjetivas
de la audicion

X Desplazamiento

» F‘n:%

A T

Figura 26.1.
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Ultrasonidos

Figura 26.2.

perturbado. La onda de variacién de densidad y la de presi6n acistica estdn en
fase, ambas retrasadas un cuarto de onda respecto a la de desplazamiento.

No todas las ondas eldsticas son audibles, es decir, no todas son capaces de
excitar el nervio auditivo. La zona audible estd comprendida entre las frecuencias
de 20 Hz a 20 000 Hz, y son denominadas ondas sonoras. Fuera de estos limites,
las ondas eldsticas se siguen denominando sonido, aun cuando no sean audibles. Si
la frecuencia es superior a 20 000 Hz, se denominan ulfrasonidos y si es inferior a
20 Hz, infrasonidaos,

Ecuaciéon de ondas elasticas longitudinales
en un fluido

Consideremos un elemento cilindrico de fluido, de seccion recta circular de drea
unidad y longitud dx (Figura 26.2). Supondremos que el fluido es un medio conti-
mo, homogéneo e isétropo, de viscosidad nula, cuya presidén y densidad iniciales
son F y po, respectivamente. Asimismo, supondremos que al propagarse la pertur-
bacién todas las partfculas de una misma seccién recta sufren el mismo desplaza-
miento, el cual vendri dado, para una onda unidimensional, por una funcién
X= X(x, f) La seccién de abscisa x serd desplazada la distancia X vy la seccién de
abscisa x + di, la distancia X + dX. En consecuencia, el volumen inicial, cuyo va-
lor es dk, pasa a valer dx + dX. Puesto que la masa se conserva, la densidad deber4
variar, verificando:
dm = p,dx = p(dx + dX)

(o
Po= P ax

expresiones en las que p es la densidad del fluido, en el elemento de volumen con-
siderado una vez perturbado, que podemos escribir p = p, + Ap. Con lo cual:

= (p, + A 1+a—— +Ap+ E(+,f_'.'a—’]f
Po=1{(po + Ap) ax) “PoT AP T P AP o

es decir;

Despreciando el {iltimo sumando y simplificando, resulta:

Ap = —po o [26.2]
expresién que relaciona la onda de desplazamiento de las particulas del medio con
la onda de variacién de densidad.

La presién y la densidad estdn relacionadas por la ecuacién de estado P= Hp)
que, para el estado inicial, verificard P, = P(p,), pudiéndose escribir:

d
P= Rp)=Fp, + Ap) = Apy) +ﬂp(:,—Da=Pn+ﬁp(£)n

esultando para la presién acistica la expresion:

=Ap|— 26.3
P P(ﬁ)n [26.3]

La variaci6n de la presitn del fluido al variar su densidad es una caracteristica
de éste, vy depende de su médulo de compresibilidad, definido por la [14.8], el cual
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puede expresarse en funcién de la densidad, sin més que diferenciar la ecuacién
m= V. p, ya que es

0=pdV+ Vdp

lo que permite escribir —dV/ V= dp/p.
Con ello, el médulo de compresibilidad, x, se escribe:

_ dP_dp
Y
V »p

que, al particularizar para el estado inicial, da:

(_ -
dpJo  po
lo que permite expresar la [26.3] de la forma:

K
=Ap — 26.4]
p=4ap P

poniéndose de manifiesto que las ondas de presion aciistica y de variaci6n de den-
sidad est4n en fase, ya que una es igual a la otra multiplicada por la constante k/p,,.
Utilizando 1a [26.2], resulta para la presi6n acistica la expresién:

0X .
p= -k E [26.5]

expresion que relaciona la onda de desplazamiento de las particulas del medio con
la onda de presidn aciistica.

El movimiento del elemento de fluido considerado se realiza por accién de la
fuerza:

dP op
AxH— Rx+dy,H= —aﬂﬁ'— _6_xdx
y la ecuacién del movimiento es:
i 4 op o

Sustituyendo en ésta, la derivada respecto a equis de la Expresion [26.5] resulta:

ex_ X PX_po X -
PET*3Z ° 3F "« 0B 126.

que es la ecuacién de propagacién de las ondas de desplazamiento de las particu-
las del medio respecto de su posicién de equilibrio.
Para obtener la propagacicn de las ondas de presidn, derivemas dos veces res-
pecto a tla Ecuacién [26.5]:
Pp_ X
ot~ " oxf

Mdédulo de compresibilidad

Ecuacion de ondas
de desplazamiento
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Ecuacion de ondas
de presion acistica

Ecuacion de ondas
de densidad

Velocidad de propagacién
del sonido en fluidos

Derivemos ahora respecto a x la Ecuacién [26.6]:

PX  @p
Poalox” o

y eliminemos entre ambas expresiones el factor comiin; asf resulta:

Tp_polp ia
o2 x of s

que es la ecuacién de propagacion de las ondas de presién, completamente andloga
ala [26.7].

La densidad del fluido obedece a una ecuacién de ondas completamente andlo-
ga a las encontradas para los desplazamientos y presiones aciisticas, y cuya deduc-
cién puede hacerse de la siguiente forma. Derivemos la [26.2] respecto a x

dp &FX

xR
az
Entre ésta y la [26.7] eliminamos 6_X2:

dx Kk OFf
Derivemos ésta respecto a x
Fp_ _pGX
[0 k O0F0x
y derivemos la [26.2] dos veces respecto a £
Fp_ X
of P oxf

Himinando entre las dos dltimas el factor comiin, resulta para las densidades la
ecuacién de propagacién de ondas:

Pp_po Fp g
Wk -

que es completamente andloga a [26.7] y [26.8]. Todas ellas se propagan a la mis-

ma velocidad, cuyo valor se obtiene al compararlas con la expresién general
[25.23], resultando:

p= |~ [26.10]
Po

Si la onda de desplazamiento es una onda arménica de la forma:
X= Asen(kx — wh
la onda de presién, de acuerdo con la [26.5], seré:

X
p= —x% = —xAkcos(kx — wh) = rcAicsen(b:—mr— g)
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Por tanto, la onda de presion aciistica va atrasada n/2 radianes respecto a la de des-
plazamiento, Si a 2x radianes le corresponde una longitud de onda 4, a n/2 radia-
nes le corresponderd A/4, es decir, hay un desfasaje espacial de un cuarto de onda.
Esto mismo puede ser demostrado de la siguiente manera: el primer punto de des-
plazamiento nulo est4 dado por
kxy —wt=0
y el primer punto de presién nula por:
n
—wt——=0
kx— o >
Al restar ambas resulta:
n
k(X — x) = 3
es decir:
o
X L=y
La presién acdstica mixima es p, = Akk, que puede expresarse de la forma:
pm=A?pnuz=Apnwu [26.11]
La onda de densidad se expresa:
oX Aw
Ap=p—po=—po5 = ~poAxcos(kx — f) = — po—~ cos(kx— @)
La densidad mdxima del medio es:
Prmix = Po(l + Ax)
y la minima:
Pentn = po(l — Ax)
En la Figura 26,3 se representan las tres ondas.
En la propagacién en gases, admitiendo que las variaciones de presién y volu- p
men provocadas en el gas por la propagacién de la onda pueden ser consideradas
adiab4ticas, deberd verificarse la ecuacién de éstas, Pl = (. Al hallar su diferen- E
cial, resulta VdP + PydV = (, de donde: = -
dP
K= — @= P}'
vV
Es decir, el mddulo de compresibilidad de un gas es igual al producto de la pre Figura 26.3.

sién por el coeficiente adiabdtico del mismo, Teniendo en cuenta la [26.10], deberd
verificarse:

k= By = pg® [26.12]
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EJEMPLO 26.1

Una onda sonora en el aire esti dada por la ecuacién:
X=12.10"*senn(4x — 13600

en la cual todas las unidades se expresan en el 8.I. Tomando para la densidad del
aire sin perturbar el valor p, = 1,28 kg/m”, Determinemos:

a) La frecuencia, la longitud de onda y la velocidad de propagacién de las ondas,
b) La velocidad de desplazamiento de las particulas del aire.

c) La onda de presi6n.

d) La onda de variacién de densidad.

Solucion:
a) Comparando la ecuacién dada con la [25.8] se deduce:

w=2mv=1360n = v=680Hz
2
x=Tﬂ=4n = J=05m

La velocidad de propagacién es:
v = 4v =340 mfs
b) La velocidad de desplazamiento de las particulas del aire sera:

ox
u= e —272 x 10 zcos(dx — 1360f) = —0,855cos w(dx — 13600

c) La onda de presin se deduce por aplicacién de [26.5]:

X
p=— x%=puvz x2% 10 *x 4ncosn(4x—1 360H)=371,88cos m(dx — 1 3604 Pa

d) La onda de variacién de densidad se deduce por aplicacién de [26.2]:

ax
Ap=—pog =pox2X 10™* x dmcosm (4x — 13600 =

= 32,17 x 10 *cosm (4x — 1360 A kg/m®

Si la conocida es la onda de presién acistica, pueden deducirse ficilmente las
ondas de variacién de densidad y desplazamiento, Sea la onda de presién aciistica
p = pysen(kx — wi). De acuerdo con [26.4], la onda de variacién de densidad serd:

ﬂp=p%=%ﬁwmn(ﬁx—wﬁ=%‘mn(£¥—wﬂ [26.13]
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De acuerdo con [26.5], debe verficarse:

oxX
p—pysen{kx—wfj— —EE
o bien:
X pu B
a_X_ ?SGD{RX Cﬂﬂ

cuya integracion da:

=AY b =P i [26.14]
ke Po@U

que es la expresién de la onda de desplazamiento de las particulas del medio.

EJEMPLO 26.2

Sea la onda de presi6n aciistica en el aire p = 12sen2a(2x — 680f), cuya densi-
dad en el estado no perturbado es p, = 1,28 kg/m®. Hallemos las ondas de varia-
cién de densidad y de desplazamiento,

Solucidn:
Utilizando la Expresién [26.13], la onda de variacién de densidad es:

A2 - 2n(2x — 6808 = 1,038 x 10~ *sen2n(2x — 680%)
vt 3407 '
La velocidad de propagacidén se ha obtenido calculando previamente la longi-
tud de onda y la frecuencia de la onda:

2
;c=4n=f dedoude: W0

y @ = 21680 = 27wy, de donde: v = 680 Hz,

Conlo cuales v = dv = 0,5 x 680 = 340 m/s,

La onda de desplazamiento de las particulas del medio se obtiene por aplica-
cdn de la [26.14], resultando:

12

- 2n(2x — wh) = 6,45 x 10 % cos 2n(2x —
1,28%2::24680x34{)ms n i) ) cos 2n(2x — wi)

X

Ecuacion de ondas elasticas longitudinales
en un sélido

Si golpeamos una barra por uno de sus extremos, la perturbacién se propaga a lo
largo de ella, dando lugar a una onda eléstica longitudinal propagadora. Suponga-
mos una barra cilindrica, homogénea, isétropa y eldstica, de seccién recta A. Con-
sideremos un elemento de longitud dy, situado entre las abscisas xy x + dx (Figu-

Figura 26.4.
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Velocidad de propagacion
del sonido en un sélido

ra 26.4). La tensi6n en cada una de sus bases serd, respectivamente, o(x, ) y
o(x + dy, ) y, en consecuencia, la fuerza neta sobre este elemento en direccién de
su eje es:

do
P d

Esta fuerza producird un desplazamiento X, #) y la ecuacién fundamental de
la Dindmica para el elemento considerado se escribe:

X o
pDAdxa—tz— Aa dx

F=Alo(x+ dx, ) —a(x, D] = A

62)(_56

PoSE =72 [26.15]

La ley de Hooke deber4 verificarse en todo momento y, para el elemento consi-
derado, se expresa:
dd) o

de F

0xX
y, puesto que es (dy) = X(x + dv, ) — X(x, ) = = dx, se transforma en:

X
ox F
Derivando esta ecuacién respecto a x
PX_10
o2 Eix
do
y llevando a la [26.15] el valor de P resulta:
&>X &FX :

que es la ecuacién de ondas de desplazamiento de las secciones de la barra debido
ala perturbacién inicial, completamente andloga a la [26.7].

Igualmente existirdn ecuaciones de ondas para las presiones y las densidades,
que serdn completamente andlogas a [26.8] y [26.9]:

Fp_pp  To_plp
o2 Eof 7 T Eof
m Velocidad de propagacion del sonido

Al comparar la Ecuacién [26.16], que es la ecuacién de ondas eldsticas en un s6li-
do, con la Ecuacién [26.2], se deduce que la velocidad de propagacién del sonido
en los sélidos estd dada por:

Ve= [— [26.17]
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Las velocidades de propagacién del sonido en los s6lidos son m4s altas que en
los fluidos. En la Tabla 26.1 indicamos algunos valores de aquélla, calculados te6-
ricamente por aplicacién de [26.17] y también determinados experimentalmente,
La concordancia es bastante buena, sobre todo si se tiene en cuenta que E'y p tam-
bién son medidos experimentalmente.,

Tabla 26.1. Velocidad teérica y experimental de propagaci6én del sonido.

Plomo
Pirex

En los liquidos la densidad es menor que en los sélidos, pero el coeficiente de
compresibilidad de aquéllos es, en general, mucho menor que el médulo de elasti-
cidad de éstos, por lo cual la velocidad del sonido en los liquidos es, en general,
bastante menor que en los sélidos. Asf, para el agua, en la que x ~ 2,2+ 10° N/m” y
p ~ 10° kg/m’, la velocidad de propagacién del sonido es v ~ 1 500 m/s. La velo-
cidad en el agua depende de la temperatura y de la salinidad, aceptindose la expre-
sién:

v=14492 + 46 T— 0,055 * + 0,00029 T* + (1,34 — 0,01 T)(s — 35) m/s Velocidad de propagacion
del sonido en el agua
en la que T son grados celsius y 5, la salinidad en partes por mil,
En los gases, aungue la densidad es alin menor, el coeficiente de compresibili-
dad es mucho menor y la velocidad de propagacién del sonido es menor, Concreta-
mente, para el aire k ~ 14,8 - 10* N/m? y p ~ 1,28 kg/m*, con lo cual la [26,10] da
v ~ 340 m/s,
La velocidad de propagacién del sonido en un gas con comportamiento adiab4-
tico, modelo al que puede asemejarse la propagacion del sonido en el aire, puede
calcularse sustituyendo en [26.10] el valor deducido teéricamente para k, que re-

sult6 ser k = Py. Con ello, es:
Py Velocidad de propagacidn
vg= "P_ [26.18]  del sonido en un gas
o

o bien, teniendo en cuenta la ecuacién de estado de los gases perfectos:

nkTy nkTy KTy Velocidad de propagacién
= e T [26.19]

Vop= 7 del sonido en un gas ideal

lo que pone de manifiesto que la velocidad de propagacion del sonido en un gas
perfecto es funcién de la temperatura de éste. Si la velocidad a una temperatura de
referencia, T, es:
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Intensidad del sonido en sélidos

Intensidad del sonido en fluidos

la velocidad a una temperatura T serd
. F
= 1y ?n
A continuacién, en la Tabla 26.2, se presenta la velocidad de propagacién del
sonido en diferentes medios.

Tabla 26.2. Velocidad de propagacién del sonido en algunos medios.

m Intensidad del sonido. Nivel sonoro
La intensidad de un movimiento ondulatorio estd dada por la [25.12], que es:

1
e 5 poAiw® [26.20]

Teniendo en cuenta las expresiones [26.17], [26.10], [26.18] y [26.19], que nos
dan la velocidad del sonido en sélidos, fluidos, gases vy gases perfectos, respectiva-
mente, se deduce para la intensidad del sonido en estos medios:

ol s
15-2,429; VP E [26.21]
Tt ! A0 Jpox [26.22]

2
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1
f= 3 Aw® /po Py [26.23]
1 RT :
o= 5 po A ?T [26.24]

Para crear una escala que mida el nivel sonoro o nivel de intensidad del sonido,
es necesario tomar un valor de la intensidad fisica del sonido, que sirva de referen-
cia. Este valor es §, = 10~ ' W/m?, que corresponde al umbral mfnimo audible de
una persona normal media para un sonido de 1 000 Hz, Para esa misma persona
media, el umbral m4ximo audible, a la frecuencia de 1 000 Hz, es de 1 W/m?, En
lugar de construir una escala basada en la relacién I/],, que variar4 para los sonidos
audibles entre 1 y 10", se considera la escala basada en la relacién logarftmica:

I
L=1c-g?
0

escala que oscilard entre 0 y 12, y a cuya unidad se le denomina bel Esta escala
resulta muy corta y ofrece poca sensibilidad, habiéndose adoptado la escala:

I
L=10log I [26.25]
0

En esta escala la unidad es el decibelio y la gama audible va desde 0 a 120 deci-
belios.

Otra unidad de nivel sonoro es el neper, cuya escala se define mediante la ex-
presiom:

1.1
N= E In ?ﬁ [26.26]
la cual estd pricticamente en desuso. Todas estas escalas establecen relaciones re-
lativas de intensidad del sonido, por lo que el nivel sonoro suele denominarse nivel
de intensidad sonora.

El sonido, como todo movimiento ondulatorio, es absorbido por el medio. Las
compresiones y dilataciones del aire no son puramente adiabéticas, como las he-
mos supuesto y, en consecuencia, hay una degradacién de energia a forma calorifi-
ca que disminuye la intensidad del sonido. El sonido es tanto més absorbido cuanto
mayor es su frecuencia y cuanto menor es la densidad del medio absorbente. Asf,
en general, los gases absorben el sonido méds que los liguidos, v éstos m4s que los
sélidos.

m Nivel de potencia sonora

La potencia sonora es la potenicia o energia por unidad de tiempo emitida por una
fitente en todas las direcciones. Su unidad de medida seré el julio por segundo o
ﬁfﬁo. ﬁlj rngnle“ir de potencia sonora se mide tomando como referencia la potencia
0o .
Resulta evidente, por las propias definiciones, que la relacién de intensidades
sonoras y la de potencias sonoras es la misma, Por ello, el nivel de potencia sono-
ra, medido en decibelios, viene dado por la expresién;

w
N, =10 log I [26.27]
0

Intensidad del sonido en gases

Intensidad del sonido

en un gas ideal

Nivel de intensidad sonora

Decibelio

Nivel

nora

de

potencia

S0=
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Impedancia acistica

Analogias electro-acisticas

Impedancia aciistica en fluidos

Impedancia aciistica en gases

Impedancia acistica
en gases ideales

m Impedancia o resistencia acistica

Sea la onda de desplazamiento X' = Asen(w! — kx). La velocidad de las particulas
del medio ser4:
oX
u= E= Aw cos (wt — kx)

La presi6n acistica, dada por la [26.5], se escribe:
0X
p= kg = K Akcos (wf — kx)
cuya amplitud puede transformarse de la siguiente manera:

Prs = KAk = Ap, UZ? = Ay v [26.28]

con lo cual:
p = Apywv cos (wf — kx) [26.29]

La intensidad del sonido, dada por la Ecuacién [26.20], resulta ser igual a la
mitad del producto de las amplitudes de uy p:

L 10 1 .
sl W ol g 26.30
2w 22 2!&“2 ey

1

I= 2 UnP

al producto p,v = Zse le denomina impedancia o resistencia aciistica, Al contra-

fio que la resistencia eléctrica, que al aumentar hace que disminuya la intensidad

de corriente, la resistencia acistica, al aumentar, hace que aumente la intensi-
dad sonora transmitida, como se deduce de la Expresién [26.30].

La amplitud de la velocidad de desplazamiento de las particulas del medio pue-

de ponerse como cociente entre la amplitud de la presién aciistica y la impedancia:

Pa
Z

Up =

expresién que puede considerarse formalmente andloga a la ley de Ohm, en la que
U, serd andloga a la intensidad de corriente eléctrica; p,, andloga a la diferencia
del potencial eléctrico; y Z andloga a la impedancia eléctrica.

La impedancia puede expresarse de la forma:

Z=pgv =/ pok [26.31]
Si el gas ofrece un comportamiento adiabético:
Z=\/po Py

Si ademds se comporta como gas perfecto serd:

KT
Z=m
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EJEMPLO 26.3

Un tubo cilindrico muy largo contiene hidrégeno en condiciones normales, el
cual se supone que se comporta como un gas ideal. En su interior producimos una
perturbacién sonora de amplitud de presion 5 barias y frecuencia 1 kHz. Calcu-
lemos:

1.° La velocidad de propagacién de las ondas sonoras,

2.° El nivel sonoro en el interior del tubo,
Datos: y = 1,41 y p, = 0,08987 g/l,

1. Utilizaremos la Expresién [26.18] de la velocidad. La presién normal es
P=1atm= 1,013 x 10° Pa:

1,41
0,08987

v= \/1,013 x 10° x = 1260,68 m/s

2° Puesto que 1 baria = 0,1 Pa, la amplitud de presién es p_,, = 0,5 Pa,
Utilizando la [26.30], la intensidad fisica del sonido se expresa:
12 1 0,25

Fimmnd S =11 % 1074
2 pov 2 0,08987 x 1260,68

y con ello el nivél sonoro es:

11 %107

W= 10log(11 x 10%) = 10(8+1,0414) =

I
L= lﬂlog? = 10log
0

= 90414 dB

m Nivel de presién sonora

La relacién de intensidades sonoras es igual a la relacién de los cuadrados de las
respectivas amplitudes de la onda:

4. 4

L A
Por otra parte, la relacién de presiones sonoras es igual a la relacién de las respec-
tivas amplitudes de onda, como se deduce de la simple observacién de la [26.28]:

P _ pAwv A
B Pohowv Ay

() -3

b
en la que fi, es la presién de referencia, correspondiente a la intensidad de refe-
rencia £

En consecuencia, es:



488 wm Fisica general

Por tanto, el nivel de intensidad sonora en funcién de las presiones aciisti-

cas es:
’ I PY p
Nivel de presidn sonora L= 10log E = 10log| — | = 20log }_30 [26.32]
H valor de la presi6n de referencia puede deducirse de la [26.29]:
1
b= A
Pov
de donde:

Presién actistica de referencia iy = 2povf)'? = (2 % 1,28 x 340)'? x 1076 =295 x 10 °=3 x 107 Pa

EJEMPLO 26.4

Una onda plana arménica de frecuencia 1 000 Hz se propaga en el aire a la velo-
ddad de v = 340 m/s, Para una presién actstica de 20 N/m?, calculemos:

a) Las amplitudes de las ondas de desplazamiento y densidad.
b) La intensidad fisica de la onda.
¢) El nivel de intensidad sonora.

Témese para la densidad del aire 1,28 kg/m”,

Solucion:
a) Seala onda de desplazamiento X= Asen(kx — /). La onda de presi6n es:
oX
p= —EE - —povakoos{ch— wbh = — pyvAwcos (kx — wi)

La amplitud de la onda de presién es p,.. = po Awv = 20, de donde resulta
para la amplitud de la onda:

20 20

= = = % -6
Ass o IBR R B TR %10

La onda de variacién de densidad se expresa:
oX Aw
Ap = Pogy = — po Akcos (kx — wh) = ~Po" cos(kx — @)
Por lo cual, la densidad del medio se expresa:

p=pﬂ+ﬁp=p0|:1—14?ms{k¥—wﬂ:|

y su valor médximo es:

) 20 w 20
=poll+A—]|=py[ 1+ — | = pp + = = 1,28095 3
Progix Pn( U) Pn( o U) Pot 2 2 kg/m
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b) La intensidad fisica de la onda se obtiene asi:

400 200
0 AR Pot

c) H nivel de intensidad sonora en funcién de las presiones nos da:

poA"nzvzv = 2PV 55353 = 046

20 2o
L= 20log 310" 2[]1055 10 = 116,5 dB

Sonidos puros, sonidos complejos o musicales,
m y ruidos

Un sonide puro es el producido por una arménica simple. Un sonido complefo o
musical es el producido por una onda peri6dica no arménica. Esta onda periédica,
de acuerdo con el teorema de Fourier, podri descomponerse en una superposicién
de ondas arménicas simples. Es decir, un sonido complejo es una superposicién de
sonidos puros,

La descomposicién de la funcién periédica X es de la forma:

X(h=Ay+ ) Agsen(mot + @) [26.33]

Si en ella hacemos w? = x, se escribe:
f(x) = Ay + Y (ayc0s nx + bysen nx) [26.34]
enla cual: a,= A,seng, v b,= A,cos@,y, al ser el periodo 2, los coeficien-

tes Ay, a,y b, se expresan asi:

1 1 P
=— r fdy ; a,=— J. fix)cos nxdx
2 Jo s

0

¥
1 T
=— r f(x)sen nx dx [26.35]
T Jo
Ahora puede calcularse A, v ¢, de la forma:
Ay=(a3+ )" y tang,= z"

y la funcién X{f) se expresa:

Xbo=A+Y I:(af; + b2)'?sen (ﬂwf-i- arc tg %’)] [26.36] fx)

A

EJEMPLO 26.5

(@]

Sea la funci6n definida por las expresiones f(X) = A, para 2In < x < (21+ U)m, y |
f(x) = —A para (2/+ )r < x< 2(/ + 1)z, en las cuales /=0, 1, 2, 3, ..., que i j
corresponde a una onda cuadrada como la indicada en la Figura 26.5. Calculemos
la serie de Fourier componente de la misma,

Figura 26.5.
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Solucién:
La onda dada podré expresarse de la forma [26.32] v los coeficientes del desarro-

llo se calculan asf:
1 T T
A.;.=—|:J. Adx+r {—A)-:ﬁ']=0
2n 0 T

1 1 2=
an=—fAmsm&+—j (— Acosnx) dy =
T o T 2
_i[ nxﬁ—i[ ILY]Z'TF_O
== sen = senmx];” =
1 o
b,=— | Asennxdx+— (— Asennx) dx =
T o 11 o

= 2 [ cos a5 — - loos mtl = 2 (1~ cos )
== cos x| mcos ol COS T

la cual da:
44 44 44
By=r—v 5 lp=0 ¢ Bymos g =0 5 =
n 3n 5n
y, con ello, la funcién f(x) se expresa:
44 4A 44
(X)) =—senx+—sen3x + —senSx+ .-
n 3n 5n

En las Figuras 26.6, 26.7 y 26.8 aparecen los valores de f{x) cuando tomamos
solamente el primer sumando (Figura 26.6), los dos primeros (Figura 26.7) y los
fres primeros (Figura 26.8),

P i S W
] S
0.5 / \ 0.5 / \
0 od— :
0.5 * 0.5
S | —-: o .
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 - 5 [ 7
Figura 26.6. Figura 26.7.
1 f\v/-\vf\
DIS -/ \
-05
-1 F i,
b e T

mwmmwmm
0 2 3 4 5 & 7
Figura 26.8.
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La menor frecuencia v, = w/2x s llama findamental, y el sonido puro que la
lleva, componente findamental Los otros sonidos componentes se denominan ar-
mdnicos y sus frecuencias son miiltiplos enteros de la frecuencia fundamental, Se
dice que la componente de frecuencia mv, es el arménico de orden n.

Si en abscisas se llevan las frecuencias y en ordenadas las correspondientes
amplitudes, se obtiene el denominado espectro de frecuencias (Figura 26.9).

Puesto que, segiin hemos indicado, los sonidos de frecuencia mds alta son més
absorbidos, al propagarse los sonidos complejos modificaran su espectro, dismi-
nuyendo su intensidad en mayor proporcién los arménicos de més alta frecuencia.

Llamaremos ruido a toda impresién aciistica no periddica cuyo espectro de fre-
cuencias sea continuo en un cierto intervalo (Figura 26.10).

m Caracteristicas subjetivas de la audicién

La sensacién fisiolégica que nos produce el sonido es, evidentemente, subjetiva,
pudiendo distinguirse en ella tres caracteristicas fundamentales: la intensidad fisio-
l6gica, el tono y el timbre,

La intensidad fisiologica es la sensacién que nos permite decir si un sonido es
més 0 menos fuerte que otro. Est4 ligada directamente con la intensidad fisica del
sonido, pero depende también de la frecuencia del mismo. Para una misma intensi-
dad fisica, dos sonidos de frecuencias distintas dan, en general, intensidades fisio-
l6gicas distintas, 5= S, v).

El minimo de intensidad sonora capaz de producir sensaci6n auditiva se deno-
mina umbral minimo de audicion, siendo funcién de la frecuencia y presentando
un minimo para los 4 000 Hz, frecuencia a la cual el ofdo presenta sensibilidad m4-
xima,

Aumentando la intensidad sonora se llega a producir una sensacién auditiva
dolorosa, denomindndose umbral maximo de audicidn o umbral de sensacion dolo-
rosaala minima intensidad sonora capaz de producirla, que también es funcién de
la frecuencia. En la Figura 26,11 se han representado las curvas de sensacién audi-
ble en funcién de la frecuencia.

dB
T L]
120 NN L1 120 hj
= \\:‘: M 1] FHT
[ | Il ~Jl F'\_hj’
100 \\‘a: —— L0, 1
N [ e o iy AT
NIRRT, T so N T WS
80 : L
\‘&\\E'\\ Rﬁa..ﬂ..__., i 5‘5_:.\ AT H
” T ~ n.‘~\‘-...______...— ~J | CHI
i - \‘\:\"‘%H___"""" o TN HAE
40 BhNY "“:::‘-.. A0 _-/.,’—\' “}
b\ ] oM
NI a0 YA NN
A T ~J] M e Umbral
. — 5 T = -—— ;
“-FFHE. . <L minimo audible
20 100 1000 5000 10000 v (Hz)
Figura 26.11.

La sensacién fisiolégica, S(/, v), y la intensidad fisica del sonido estén relacio-
nadas por la ley de Fechner:
dil

£=K—I

v

h v Wy

by &v v

Espectro de frecuencias

Figura 26.9.

v v Iv 4 by 6&r ¥
Ruido

Figura 26.10.
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Nivel de sensacién fisioldgica

Fonio

Tono

Timbre

en la que K es funcién de la frecuencia y expresa que la variacién absoluta de in-
tensidad de sensacién fisiolGgica es proporcional a la variacién relativa de la inten-
sidad del sonido excitador. Integrando esta ecuacién obtenemos:

S=KInIl+ cte.

y, si la sensacién es nula para una cierta intensidad excitadora £, a una cierta fre-
cuencia v, X1, v) = 0, la constante de integraci6n vale:

0=Kinl+de. o cte.= —KlnJ,

pudiendo expresarse:

I
S=KIn— [26.37]
5

La unidad de sensaci6n auditiva se denomina fonio y el nivel de sensacién
auditiva se establece mediante la expresi6n:

I
F=Klogz [26.38]

Para un sonido de frecuencia 1 000 Hz, el valor de la constante de proporciona-
lidad vale 10 y, a esta frecuencia, el nimero de fonios y de decibelios coinciden,
va que la [26.38] se hace idéntica a la [26,25],

La sensacion producida segin la intensidad del sonido puede clasificarse de la
siguiente forma:

De 0a 20dB apenas audible,
De 20a 40 dB silencioso.

De 40a 60 dB moderado.

De 60a 80 dB ruidoso,

De 80 a 100 dB muy midoso.
De 100 a 120 dB intolerable,

El iono es la caracteristica del sonido que nos permite decir si éste es agudo o
grave. Esta caracteristica estd intimamente relacionada con la frecuencia, parecién-
donos un sonido tanto més agudo cuanto mayor es su frecuencia.

La variacién unitaria de frecuencia, Av/v, minima necesaria para percibir una
variacién en el tono del sonido, es funcién de la frecuencia, v se mantiene constan-
te entre los 1 000 y los 6 000 Hz. Analiticamente, puede escribirse:

dr=C ﬂ
v
cuya integracién da:
T,— T, = Cln 2

Vi

A cada relacién de frecuencias corresponde una diferencia de tonos, que en
miisica se denomina infervalo, denominindose octava al intervalo que corresponde
auna relacién de frecuencias igual a 2,

El timbre es la caracterfstica de un sonido que permite distinguir dos sonidos
de la misma intensidad fisiolégica v el mismo tono emitidos por dos instrumentos
diferentes. El timbre esté ligado en mayor o menor grado al espectro del sonido, y
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el aparato auditivo es capaz de realizar el andlisis arménico del sonido complejo,
més concretamente, de detectar el espectro de amplitudes.

La audicién es un fenémeno completamente subjetivo, ya que el aparato auditi-
vo distorsiona el sonido en frecuencia, por no ser igualmente sensible a todas ellas;
en fase, puesto que no fransmite en igual velocidad todas las frecuencias y en am-
plitud, ya que si la intensidad de un sonido puro es elevada crea arménicos en el
mismo. Asimismo, cuando el oido recibe dos frecuencias, v, y v,, de alta intensi-
dad, crea sonidos de frecuencia compuesta, en general, de la forma v, + bv,,






Propiedades comunes
a las diferentes ondas

m Principio de Huygens

Hemos visto ¢émo la perturbacién del valor de una magnitud, producida en un
punto de un medio eldstico, se propaga a través de éste mediante un movimiento
ondulatorio, que propaga energfa y hace que la perturbacién vaya llegando a los di-
ferentes puntos del medio, Cabe pensar que cada punto del medio al que llega la
onda causante de la perturbacion es, a su vez, foco de emisién de nuevas ondas,
que se denominan secundarias. Esto indujo a Huygens (1629-1695) a enunciar, en
1678, su principio: todo punto alcanzado por una onda se puede considerar como
Joco emisor de nuevas ondas, llamadas secundarias, que solo son activas, en cada
instante, en los puntos de contacto con la envolvente comiin a todas ellas en ese
instante,

Sea O un centro emisor de ondas que se propagan en un medio homogéneo e
isétropo. Los frentes de ondas serén esferas, el frente correspondiente al instante ¢
tendrd un cierto radio r, y ha sido representado en la Figura 27.2. Cada punto de
esta onda serd centro emisor de ondas secundarias y la envolvente comin a todas
ellas en el instante ¢ + Af es el nuevo frente de onda comrespondiente a ese instan-
te, que ser4 otra esfera de radio r + Ar, siendo Ar el espacio recorrido por la onda
secundaria en el intervalo de tiempo At,igual para todas ellas por la homogeneidad
e isotropfa del medio. Evidentemente, en la direccién de un radio cualquiera, la
propagacién de un tal movimiento es rectilinea y se llama rayo a la recta que parte
del foco y es normal a los frentes de onda.

Para la aplicacién del principio de Huygens no hay que tener en cuenta la parte
de retroceso de las ondas secundarias y sf, tinicamente, la dirigida en el sentido en
el cual se propaga el movimiento ondulatorio.

En la Figura 27.1 se ha representado la propagacién de un frente de ondas plano.

m Reflexion y refraccion de ondas planas

Cuando una onda que se estd propagando en un medio llega a la superficie de sepa-
racién con otro, ésta da lugar a dos nuevas ondas, que parecen salir de la superficie

27.1.
27.2.

21.3.

27.4.
215.
27.6.

21.7.

271.8.
27.9.
27.10.

Principio de Huygens

Reflexién y refraccidn
de ondas planas

Reflexidn y refraccidn

de ondas esféricas sobre
superficies planas
Interferencias

Ondas estacionarias
Reflexion y transmision
en superficies

de separacion
Oscilaciones transversales
de una cuerda

Difraccion

Efecto Doppler

Onda de Mach

o de choque

Figura 27.1.

Figura 27.2.
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Medio |

Medio 11

Figura 27.3.

Leyes de la reflexién

de separacién. Una, que se propaga en el mismo medio en que lo hacfa la primiti-
va, s la onda reflejada, v otra, que atraviesa la superficie de separacién vy se pro-
paga en el segundo medio, es la onda refractada.

La energfa de la onda primitiva se reparte entre la onda reflejada y la refracta-
da, dependiendo el reparto de la naturaleza de ambos medios,

Reflexion: supongamos que la superficie de separacién de los dos medios es
plana y que la direccién de propagacion de los frentes planos de ondas forma con
la normal a la superficie de separacién un angulo i, que se denomina dngulo de in-
ddencia. Consideremos dos puntos 4 y B de un mismo frente de onda incidente,
uno de los cuales, el 4, estd en contacto con la superficie de separacidn, como se
indica en la Figura 27.3. Este punto emitird ondas secundarias de acuerdo con el
principio de Huygens: la primera onda emitida, en el tiempo que tarda el punto B
en llegar al C, habré recorrido un espacio AD = BC, en el mismo medio en que
venfa propagédndose. Otro punto cualquiera, E, del frente de onda, en este mismo
tiempo, recorrerd la misma distancia, es decir, llegard a F' y emitird ondas secunda-
rias que llegardn a G, verificando EF + FG = BC, Veamos que el punto que veri-
fica esto pertenece al frente de onda CD.

La semejanza de los tridingulos AEF y ABC permite escribir:

EF _AF i
BC  AC el
Andlogamente, la semejanza de los tridngulos CGF y ABC hace que:

FG _FC

BC AC

Sumando ambas expresiones:

EF+FG _AF+FC _

BC AC !

lo que obliga a que sea EF + FG = BC. En consecuencia, el frente de onda refle-
jdo es el CGD, plano como el incidente, y cuya direccién de propagacion es la
AD. El éngulo 7 que esta direccién forma con la normal a la superficie de separa-
dén se llama dngulo de reflexion.

De la igualdad de los tridngulos ABC'y CDA se deduce la igualdad de los 4ngu-
los ADC y CBA v, por tanto, la de sus complementarios i y 7.

Como resumen podemos enunciar las leyes de la reflexion:

1. El rayo incidente, la normal a la superficie reflejante en el punto de inci-
dencia y el rayo reflejado se encuentran en el mismo plano, que es el de incidencia.

2. El frente de onda reflejado también es plano.

3. Los 4ngulos de incidencia y reflexi6n son iguales, i = 7.

Refraccion: consideremos nuevamente los dos puntos 4 y B del frente de onda.

El punto A4, en contacto con la superficie, emitird ondas secundarias que, durante el
tiempo que tarda el rayo que pasa por B en llegar a C, habran recorrido el espacio
BC

AH, verificando AH = v, ¢, siendo ¢ = o expresiones en las que v, y v, son las

1
velocidades de propagacién de la perturbacién en cada uno de los dos medios, res-
pectivamente.
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Otro punto cualquiera, E, del frente de onda incidente considerado, en el mis-
mo tiempo ¢, recorrerd el espacio EF + FL, verificando:
EF FL .
t=htbh=—+— 27.2
" Ua
Veamos cémo el punto F, asi alcanzado, pertenece al frente de onda CH, que
serd el frente de onda refractado. Supongamos que asi es: la semejanza de los
tridngulos AHC y FLC da:
EF _FC
AH  AC
que, sumada con la [27,1], resulta:
EF 3 FL AF+FC _ i
BC AH  AC
EF FL EF FL
—+—=1 0 —+—=t¢
vyl val th Ug
es decir, el punto F perteneciente al frente de onda refractado CH es el que verifica
[27.2]. En consecuencia, todo punto del frente de onda 4B tiene su homélogo en el
refractado CH. El 4ngulo R que el rayo refractado AH forma con la normal se
denomina dngulo de refraccion.
Puesto que se verifica:
£ pon = BC
seni = sen =1c
.
B =gondcri="21
sen R = sen =4C
su cociente es:
i BC
i A L 27.3]
senR AH ¢,
lo que constituye la expresién analitica de la ley de Snell.
Como resumen podemos enunciar las leyes de la refraccion: Leyes de refraccién
1. El rayo incidente, la normal en el punto de incidencia y el rayo refractado o
estin en un mismo plano, que es el plano de incidencia. ey Rayos veliafailon
2, El frente de onda refractado también es plano.
3, Los senos de los dngulos de incidencia y de refraccién son proporcionales
a las velocidades de propagacién de los frentes incidente y refractado (ley de Snell Sty ealsaigds

o de Descartes), Esta ley fue descubierta experimentalmente por Snell y demostra-
da, a partir de la primitiva teorfa corpuscular de la luz, por Descartes,

Las leyes encontradas para la reflexién y refraccion de frentes de onda planos
sobre superficies planas siguen siendo vilidas cuando la superficie de separacién
no sea plana, porque en cada punto de incidencia podemos considerar una pequefia
porcion de superficie como plana; lo que sf se producird, como puede observarse
en la Figura 27.4, es una dispersién o concentracién de los rayos reflejados, segiin
sea la curvatura de la superficie reflejante. De forma andloga sucederd con los re-
fractados.

sEparacion

" \ Rayos

\ 4 4 relractados

Wy N\

) o
-\_..".‘I.

Medio 1 Medio 2

Figura 27.4.
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Medio 1

Medio 2

Figura 27.5.

Veamos cémo pueden deducirse analiticamente las leyes de la reflexi6n y la re-
fraccién de ondas planas en la superficie plana de separacién de dos medios. Sean
las expresiones de las ondas incidente, reflejada y refractada, respectivamente:

Y=Asenk; r—wf) ; Y,=Asen(k - r—owf) y Yy=Azsen(ky r— i)

Las tres ondas son de la misma frecuencia, ya que ésta no cambia por la reflexién
ni la refraccidn,

El valor Y de la propiedad fisica de que se trate es tinico en el punto de inciden-
da, pero este punto pertenece a los dos medios, por lo cual su valor, calculado a un
lado y a otro de la superficie, debe ser el mismo, Es decir, debe ser:

Y+ Y.=1Y; [27 4]

y, para que ello se verifique para todo punto de la superficie de separacién y en to-
do instante, las fases deben ser iguales, lo que exige que sea:

k r=k.r=k; r [27.5]

y, ademds, debe ser 4; + 4, = A,

Tomemos como origen del sistema de referencia un punto O del plano de sepa-
racién de ambos medios, elijamos el eje OY normal al plano de separacién y el pla-
no XOY paralelo al plano de incidencia, determinado por el rayo incidente y la nor-
mal a la superficie de separacién en el punto de incidencia, segiin se indica en la
Figura 27.5. En este sistema de referencia, los vectores de onda se expresan:

k=kuw—ku ; K=k utkatiun
ki =kpw +hkpm +hm y r=xu+zm
Con lo cual, las ecuaciones de [27.5] se escriben:
kx=k. x+kz=kyx+kpz
obien:
k,—kJx—k,z=0 vy (k,—kpJx—kpz=0
ecuaciones que han de verificarse para todo valor de x y z, lo que exige que sea:
k.=k_ =ky y k. =kp =0 [27.6]

Por tanto, los vectores k, v k; estdn contenidos en el plano de incidencia. El
rayo incidente, la normal, y los rayos reflejade y refractado estin en un mismo
plano, que es el de incidencia.

Puesto que es:
2 2mv w
=_=_=_=kr=k
ttl ttl'l’ (L
Y

2 @

kp=—=—

* b vy

las componentes de los vectores de onda son:

ko =kseni , k,=ksenf y kg =kgsenR [27.7]
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lo que llevado a la primera de [27.6] da:
kseni =ksen7 dedonde: i=r

El angwlo de incidencia y el de reflexion son iguales.
Llevando [27.7] a la segunda Ecuacién [27.6], se obtiene:

> o ® . o 2
kseni = kpsenR o —seni=—senkR
Uy Us
de donde:
Sﬂ“f_ v A Ley de Snell
senr v, 4,

Los senos de los dangulos de incidencia y refraccion son proporcionales a las velo-
cidades de propagacion de los frentes incidente y refractado.

Conocida la amplitud de la onda incidente se hace necesario, para poder de-
terminar las amplitudes de las ondas reflejada y refractada, conocer las condiciones
de contorno del problema concreto de que se ftrate.

Reflexion y refraccion de ondas esféricas
sobre superficies planas

Consideremos la fuente puntual O situada en un medio homogéneo e isétropo, lo _ , Jf

que hace que la perturbacién producida en la fuente se transmita mediante ondas Medio 1 Fi e

esféricas que incidirdn sobre la superficie plana que separa los medios 1 y 2 (Figu- PN, r {' .

ra 27.6). Veamos como se produce, en este caso, la reflexion y la refraccién de las Nt /1 /

i -
Reflexién: tracemos un rayo incidente OA, cuyo 4ngulo de incidencia es i. El Ty W

rayo reflejado, 4B, sale con un dngulo de reflexi6én 7 igual a i, y corta a la normal a ‘fj_;g %

la superficie reflectora bajada desde O, en un punto J. Los tridngulos OAH e IHA il U

son iguales, ya que tienen los tres 4ngulos iguales y un lado comiin, el H4, En con- i "’;‘ . N c

secuencia, serd OH = HI, Malsl  pF. euRE S

=]

Si en lugar del rayo OA hubiéramos tomado otro cualquiera O4,, vamos a ver
coémo el rayo 4B, corta a OH en un punto [}, que es el mismo /. En efecto, los Figura 27.6.
trifngulos OHA, e I}HA; son iguales por tener los tres 4ngulos iguales y el lado
HA,; comiin; por tanto, debe ser OH = HI,, lo que demuestra que el punto [ y el I;
son el mismo.

Por tanto, todos los rayos reflejados pasan por el punto /, simétrico del O res-
pecto a la superficie reflectora y, en consecuencia, los frentes de onda reflejados
son esféricos, de centro [/, y simétricos de los incidentes respecto de la citada su-
perficie. Al punto / se le denomina imagen por reflexion del O,

Refraccidn: tracemos el rayo AC refractado del incidente OA, su direccién cor-
tard a OH en un punto I, La distancia I'H puede expresarse:
tani

IH=HAcgR =OH —

27.8]

El rayo refractado 4,C, cortard en un punto /| y la distancia de éste a H serd:

- tan 7,
I'H=HActgRy= OH = 27.9
1 1ctg Ry wnk, 27.9]
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De la comparacién de [27.8] y [27.9] se deduce que I'H e I\ H son distintos, pues
para que fueran iguales deberfa verificarse:

ani  tani; “

tanR  tanR, O
lo que va en contra de la ley de Snell, ya que si el cociente de los senos de los 4n-
gulos de incidencia y refraccién debe ser constante, no puede serlo el cociente de
las tangentes. En consecuencia, el tren de ondas refractado no est4d formado por on-
das esféricas.

Al no incidir todos los rayos refractados en un mismo punto, éstos no forman
una imagen puntual de O. Cada dos rayos refractados, simétricos respecto de la
normal, se cortan en un punto distinto y el lugar geométrico de estos puntos es una
oonica denominada cdustica.

m Interferencias

Si a un punto de un medio llegan en un mismo instante varias ondas de la misma
naturaleza, el estado de la perturbacién en ese punto es la suma del provocado en
é por cada una de las ondas que llega, lo que es un efecto del principio de super-
posicién, debido a la linealidad de la ecuacién de ondas, pues cualguier combina-
cién lineal de soluciones de ella también es solucién,

Debido a la interferencia aparecen regiones donde la intensidad del fenémeno
que se propaga esti reforzada, lo que se conoce con el nombre de interferencia
constructiva, y otras en las cuales estd disminunida, llegando incluso a anularse,
efecto denominado inferferencia destructiva.

Para que realmente estos fenémenos de interferencias se manifiesten, es nece-
sario que las ondas que se superponen sean coherentes, es decir, que su diferencia
de frecuencias y de fases se mantenga constante. Si ello no fuera asf y esas diferen-
cas cambiaran aleatoriamente, también cambiarian aleatoriamente las zonas donde
se dan las interferencias constructivas y destructivas, y el fendmeno no se produci-
fa realmente,

Analicemos la interferencia entre dos ondas arménicas de igual frecuencia en
dos supuestos:

a) Cuando ambas son de igual amplitud.
b) Cuando son de amplitudes diferentes.

a) Interferencia de dos ondas armonicas de igual frecuencia y amplitud,

24 Supongamos dos focos, O, y O,, que emiten en fase ondas senoidales de la
P misma naturaleza, frecuencia y amplitud (Figura 27.7). Supongamos tam-
. bién que el medio propagador es homogéneo e isétropo, v que no hay ab-
/ sorcién, En estos supuestos, la perturbacién provocada en un punto P del
medio, distante r; v r, respectivamente de cada uno de los focos, es, para
cada una de las ondas:

Yi=Asen(ewxt — kb)) e Y,= Asen(wi— kry) [27.10]

El estado de perturbacién del punto P serd la suma de las perturbacio-
nes provocadas por cada una de las ondas:

Y=.?] +1’2=A[Scn{wf—kr|) +Sen{ﬂﬂf_b2)]=

: L G 27.11]
Figura 27.7. = ZA cos 2 m-sen|m 22 [27.
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Expresién que nos indica que el punto P estd sometido a una vibracién senoidal de
igual frecuencia @ y cuya amplitud es:

Fra — R

A

a = 24 cos T [27.12]

El lugar geométrico de los puntos del medio que vibran con igual amplitud tiene
por ecuacién r, — r; = cte., que son superficies hiperbdlicas de revolucién, de fo-
cos O y O,.

Los puntos de mixima amplitud serdn los que verifiquen:

.?'2 e ?'1
Trc=mr. B =nd [27.13]
y el valor de la amplitud méxima serd a,;, = 24,

Por el contrario, los puntos de amplitud nula serén los que verifiquen:

Fa — Fy

A

Por tanto, las superficies hiperbdlicas de mAxima amplitud y de amplitud nula
se suceden alternativamente, siendo el plano mediatriz del segmento 0,0, lugar
geométrico de puntos de méxima amplitud. A las superficies que son lugar geométri-
co de los puntos que vibran con amplitud méxima se les denomina ventrales, mien-
tras que aquéllas cuyos puntos vibran con amplitud mfnima se denominan nodales.

De la simple observacién de la [27.11] se deduce que la fase inicial del estado
de la perturbacién en el punto P es:

r:=(2n+1)g ; rz—r1=(2n+1)% (27.14]

rtr
§0=—1

El lugar geométrico de los puntos que vibran en concordancia de fase tendrd por

ecuacién r; + r» = de., es decir, son elipsoides de revolucién, de focos O, y O-.

b) Interferencia de ondas armonicas de igual frecuencia y distinta amplitud.

Si las amplitudes de las ondas emitidas por los focos O, y O, son distintas, las per-

turbaciones que producen en el punto P son, respectivamente:
Y1=Al$ﬂ{w1_b|) € Y2=A2$H{Wf_b2)

El estado de la perturbacién en P serd la suma de las perturbaciones provocadas
por cada una de las ondas:
Y=Y, + ¥, = A|(senwi-coskry — coswt -senkry) +
= A, (senwi cos kr, — coswi -senkrs) =
= senwt (4, cos kr, + A, coskr,) — coswt (4, senkr, + A*senkr,)

que haciendo:
A, coskry + Ascos ks = Acos g 27.15]
A] sen b’[ =+ Azscnkrz = —4 sen g
se escribe:

Y = Asen(wt + @) [27.16]

Amplitud en P
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Amplitud en P

Intensidad en P

Lo que nos dice que el punto P vibra con la misma frecuencia de los focos emi-
soTes.

La amplitud de su perturbaci6n se obtiene al elevar al cuadrado y sumar las ex-
presiones [27.15], resultando:
o

A

A= 42+ A2 + 24, A, c05 2 [27.17]

cuyo valor méximo es:

Ay =4, 14,
Fa—F
valor que se presenta para cos 2w 2 p I=1,|::vbier|| cuando es:
Fy — F
2n 21 L= g
de donde:
.?'2—?'|=?bt

Los mdximos de intensidad se presentan en puntos para los cuales la diferencia de
marcha es un multiplo de la longitud de onda.
H valor minimo se presentard cuando sea:

cos2m = —1
A

o bien:
Fa—F

A

2n =(2n+ Din

de donde:
.?'2—.?'1 =(2.H+ 1)%

Los minimos de intensidad se presentan en puntos para los cuales la diferencia de
marcha es un multiplo impar de media longitud de onda.

H valor de la amplitud minima serd 4, = |4, — 4,].

Todos los puntos para los cuales la diferencia de marcha es constante estdn so-
bre un hiperboloide de revolucidn, de focos Oy y O,. Los hiperboloides que presen-
tan intensidad méxima y los que presentan infensidad minima se van alternando.

La fase ¢ oon la cual vibrar4 el punto P estd dada por:

e _A]SBIIA’?["“AQSBH .b'z 1,_3?]5]
4 A|00$b'1 +A200$k?‘2 ccads

En funcién de las intensidades, la Ecuacién [27.17] se expresa:

Fa— N

P

I=hL+L+2,/Ll,c082n [27.19]

La [27.17] puede expresarse en funcién de la diferencia de fase con que llegan las
ondas a P, éstas son:

pr=wt—kry Yy @=wt—k

auya diferencia es @ — @2 = k(ry — ry).
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Con lo cual, se puede expresar:
A = 42 + A3+ 24, A, cos (py — @2) [27.20]

y la Ecuacién [27.19]:

I=IL+1L+2/LLeos{(p,— @) (27.21]

Férmulas que, aunque han sido deducidas para dos focos que emitan en fase, son
de validez general cualquiera que sea el defasaje inicial de las dos ondas que inter-
fieren, como vamos a ver a continuacién,

Si los focos emiten con un defasaje ¢, las dos ondas en el punto P pueden ex-
presarse de la siguiente forma:

Y, = Asen(wt — kr)) = dje 1. e/ = J o/
Y, = d,sen(wt — kry — @) = dye 7/ FF Pl = 7, pit
y la interferencia en P da:
Y=Y+ Y,=(d, + 4)e™ = 4e’™ = Asen(wt + ¢)
siendo 4 y ¢ el médulo y el argumento, respectivamente, del complejo:
A=Ade™ 4 4,07/t e)
La amplitud al cuadrado se obtiene multiplicando el complejo por su conjugado:

A* = 4, + 4,/ 0P
resultando:
A = A} + A5 + A [/ Hr el 4 gl eT) =
= A} + A3 + 24,4, cos [k(r, — ) + @] [27.22]

Puesto que la fase de cada una de las ondas al llegar a P es:
=0t —hkry y @g;=wt—k,— @

su diferencia es ¢, — @, = k(r, — r;) + ¢, lo que pone de manifiesto que las ex-
presiones [27.20] y [27.21] son de validez general para cualquier defasaje inicial
con el que emitan los focos. B

La expresién general de la fase ¢, igual al argumento del complejo 4, es:

B - _senb', + sen(kry + @) (27.23]

cos kr; + cos{krs + @)

Dos altavoces, 4 y B, que distan entre si 10 m, emiten sonido uniformemente en
todas las direcciones. La potencia actistica del foco 4 es P, = 16 x 10 *W, yla
del foco B, P, =27 x 10°* W. Ambos altavoces emiten en oposicién de fase
con una frecuencia de 160 Hz. Calculemos:

a) La diferencia de fase de ambas sefiales en un punto C situado en el segmento
que une los focos a 4 m del foco 4. Témese como velocidad del sonido 320 m/s,

Amplitud en P

Intensidad en P
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Figura 27.8.

b) La intensidad del sonido en C si s6lo funciona el altavoz 4, y la misma cuan-
do sélo funcione el B.

c) La intensidad del sonido en C cuando funcionan, simultineamente, los dos
altavoces.

d) H nivel sonoro en C cuando funcionan, simultineamente, los dos altavoces.
Soluciéon:
a) La sefial que llega a C, proveniente de 4, es (Figura 27.8):
X, = A;sen(w! — kx;)
Andlogamente, la onda emitida por B, al llegar a C, es:
X, = A;sen(wt — kx; + 1)
La fase de cada una de las sefiales al llegar a Ces:
g =owt—4k v gp.=wt—6k+n

y su diferencia ¢, — @, =2k— n =4n/i — &,
Puesto que es lv=1v,es 1 =2y, con ello: ¢, — @, = x.
b) La intensidad del sonido en C cuando funciona tinicamente 4 es:

P, 16x107* 107

I =
L~ 15 4 % 16 4

La intensidad del sonido en C cuando funciona iinicamente B es:

Pp 21x107* 3x107*
S 4nx36  lén

Iz=

¢) Laintensidad en C cuando funcionan los dos altavoces seré la debida a la su-
perposicidn de las ondas que llegan, la cual estd dada por la [27.21] que, en este
€aso, se expresa:

que, al sustituir los valores de las intensidades, resulta:

—4

10
J=

— = b = 2
e 4./3) =143 x 1077 Wim

d) H nivel sonoro en C cuando funcionan los dos altavoces es:

1,43 x 1077

- = 10log(1,43 x 10°) = 51,55 dB

I
L=10log A 10log
0

m Ondas estacionarias

Si en un medio se propagan en la misma direccién y sentidos opuestos dos ondas
arménicas de la misma naturaleza, frecuencia y amplitud, veamos cudl es la per-
urbacién resultante en los distintos puntos del medio (Figura 27.9). Tomemos un
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origen de tiempos y un origen de coordenadas, fales que en O ambas ondas se
expresen:
Yu = Asenwt

En un punto de abscisa x las perturbaciones provocadas por cada una de las on-
das son:

Yi=Asen(wt —kx) e Y,= Asen(wt+ kx) [27.24]
La perturbacién resultante de ambas seré:
Y=Y, + ¥,=2Acos kx-senwt [27.25]
Cuya amplitud es Gnicamente funcién de la abscisa:
a=2Acoskx [27.26]

El factor sen ¢ toma, en cada instante, un valor particular, para el cual hay una
cierta onda Y, representada en la Figura 27.9 mediante una linea de puntos. Si la
frecuencia de vibracién es alta, no podremos detectar por separado cada una de las
ondas y la visién, cuando el fendmeno sea visible o se visualice, serd la de un espa-
cio lleno de ondas limitado por la onda fija [27.26] y su simétrica. En tal situacién
da la impresi6n de que no hay propagaci6n alguna de ondas, de aqui que a este tipo
de movimiento ondulatorio se le denomine ondas estacionarias.

La amplitud méixima, cuyo valor es 24, se dard en los puntos de abscisa
x = n /2, puntos que, segin ya hemos indicado, se denominan ventrales. La am-
plitud se anula en los puntos de abscisa x = (2n + 1)1/4, que se denominan nodos.
En la Figura 27.9 se ha representado la Ecuacién [27.26] en cualquiera de los ins-
tantes ¢ = (4n + 1)T/4, seiialdndose con N los puntos nodales y con V los ventra-
les. En trazo fino se representa la Ecuacién [27.25] en los mismos instantes, Para
los tiempos ¢ = (4n + 3)T/4, 1a situacién es simétrica respecto al eje de las equis.

Reflexion y transmisién en superficies
de separacion

Cuando una onda incide en la superficie de separacién de dos medios de distinta
impedancia, parte de ella es reflejada y parte puede ser transmitida.

Sea una onda de presién incidente p,, y las reflejada vy transmitida p, y p,, res-
pectivamente (Figura 27.10). En cada punto de la superficie de separacién la pre-
sién es tinica y debe verificarse:

pitp-=p [27.27]

Las ondas de presién obedecen a la Expresion [26.11]:

p=pvdw = ZAw
y la velocidad de las particulas del medio es:

u=Aw, conlocual: p=Zu
Por tanto, podemos escribir:
=2 , p=—Ziu, ¥y p=2ou

y, con ello, la [27.27] se expresa:

Ziu;— Ly, = Zyniy [27.28]

Figura 27.9.
Medio | Medio 2
2 = £y =pata
Py
o
-—— Ir:lf
P
x
Figura 27.10.
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Cada punto de la superficie de separacidn tiene velocidad tnica, debiendo veri-
ficarse:
w;+u, =u, [27.29]

Himinando w, entre las dos ltimas férmulas Z,u, — Z,u, = Z,(u; + u,), de donde:

[27.30]

u, u o
Dividiendo la [27.29] por u, 1 + - — .y utilizando la [27.30] resulta:

I ]

Z — 27 A
b js At _A BB [27.31]
u; Z+Z, LZi+Z, A Zip
Para las ondas de presi6n, segiin lo deducido, son:
B [27.32]
pi Z+Z;
27
B2 [27.33]
pi Lit+4

Sies Z, > Z,,1a onda de presion reflejada y la incidente estin en fase, mientras
que si es Z, < Z;, la onda de presién reflejada estd en oposicién con la incidente,
Para velocidades y desplazamientos sucede lo contrario; si es Z, < Z;, las ondas
reflejada e incidente estdn en fase, mientras que si es Z, > Z,, estéin en oposicidn.

H reparto de la energia que aporta la onda incidente entre las ondas reflejada y
ransmitida se realiza de acuerdo a las siguientes relaciones:

1 2 42
I,_EZKOA’_ .4,2_ Z, — Z,\? Sk
vl Gl e VR
- ;
2 42
£=ﬂ=é(ﬁ)z=ﬂ -
I %zﬁﬁ? Z )4 (2, + Z,)° 5

m Oscilaciones transversales de una cuerda

Consideremos una cuerda sujeta por sus dos extremos a sendos puntos fijos, sepa-
mdos entre s{ una distancia L, y supongamos que la cuerda es homogénea, con ma-
sa i por unidad de longitud y con una tensién inicial Ty, (Figura 27.11),

T+dTy
T8+ d8

Figura 27.11.
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Si separamos la cuerda transversalmente de su posicidn inicial, aparecerén en
ella unas tensiones que tratardn de llevarla a su posicién primitiva, la cual serd
rebasada por la inercia, entrando la cuerda en oscilacién,

Aislemos una porcién elemental de cuerda. Las tensiones a que estaban someti-
das sus extremos T'y T + 4T, y el 4ngulo que éstas formaban con la posicién ini-
cial es, respectivamente, 0 y 6 + df.

La componente de la tensién sobre el eje transversal es:

F, = (T + dD)sen(f + df}) — Tsen0

Haciendo sendf=d0 y cosdfl= 1, y despreciando infinitésimos de orden superior
a dos, se escribe:

F,=d(Tsenf) = % (Tsenth)dx [27.36]

La componente de la tensién sobre la direccién primitiva de la cuerda es:
F = (T+ dDcos(6 + df) — Tcos O
la cual, con las aproximaciones indicadas, se expresa:
F,.=d(Tcost)
Puesto que la cuerda estd sometida a oscilaciones transversales, debe ser F, =0y,

por tanto:
Tcosf =T,

T
Al llevar el valorde T = oo_sﬂ a la Ecuacion [27,36], resulta:

0

y, puesto que es tanfl = Q, se escribe:

dx
_d (. 509
Fmw (o) o

La ecuacion del movimiento del elemento de cuerda es:

b O

=T
b= Toga®
de donde:
oy o &y
S 273
51T, 6 Gk
gue es la ecuacién de ondas en la cuerda, cuya velocidad de propagacién es:
T,
p= [-2 [27.38]
Ho

y cuya solucién es de la forma:

y = Asen (wt — kx)

Ecuacidn de ondas
en una cuerda

Velocidad de propagacion
en una cuerda
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Ondas estacionarias en una cuerda

En los extremos de la cuerda, por ser éstos fijos, habrd un cambio de fase en la re-
flexién. Concretamente, en O, la onda regresiva que llega a él es:

¥, = Asen(wt + kx)
y la onda progresiva que sale de él:
¥, = —Asen(wt — kx)
Por tanto, la solucién general es:
Y= A[sen(wt + kx) — sen(wt — kx)] = 24senkx-coswt  [27.39]

que corresponde a ondas estacionarias, realizando los diferentes puntos de la
cuerda movimientos arménicos simples de la misma frecuencia y cuya amplitud es
funcién de la posicién:

a = 24dsenkx [27.40]

La vibracién serd nula en los puntos que verifican for = nx, 0 bien:

7 n A
] — = — = — g
x=n k ”2;.-; nz [27.41]
A

denomindndose a estos puntos nodos. El punto O siempre es un nodo, puesto que
no puede vibrar, lo cual es dado por la Ecuacién [27.41], pues independientemente
del valor de 4, para n = 0 resulta x = 0, un nodo. El otro extremo de la cuerda,
x = L, también es fijo y serd otro nodo. Esto condiciona las longitudes de onda que
pueden propagarse en la cuerda, ya que deben verificar:

yi
L—HE

de donde:
A=

2r 2L
n p3;

b | b=

=2L,L T [27.42]

Vemos asf{ cémo las longitudes de onda que pueden propagarse en la cuerda
son una serie de valores discretos determinados por las condiciones de contorno,
concretamente por la separacién de los puntos fijos extremos de la cuerda, es decir,
por la longitud de ésta (Figura 27.12),

A=2L iA=L
L L
2L I i
'A:T ﬂ—?
o ] - - L —

Figura 27.12.
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La frecuencia es v = v/4 y, utilizando las Ecuaciones [27.38] y [27.42], se

escribe:
n T
V= E & = Vi, 21"1! 3”1! (L1

Todas las posibles frecuencias son miiltiplos de la menor, llamada frecuencia fun-
damental:

q, I

“w= bY3 o

Por tanto, las frecuencias estdn cuantizadas y sus valores vienen determinados por
la longitud L de la cuerda, la tensién inicial de ésta y su masa por unidad de lon-
gitud.

Dos ondas transversales de igual amplitud, 4 = 2 cm, e igual longitud de onda
A = 6 cm, se propagan en una cuerda en sentidos opuestos con igual médulo en
su velocidad, v = 0,6 cm/fs, Tomando como origen un punto en el cual ambas
ondas estdn en fase, determinese:

a) La frecuencia y el periodo de las ondas del enunciado.

b) La ecuacién de cada una de las dos ondas,

c) La ecuacién de la onda que aparece como resultado de la superposicion de
las dadas.

d) Las posiciones de los ceros, los mdximos y mfnimos de la onda resultante.
¢) La gréfica de la amplitud de la onda resultante,

Solucion:
a) La frecuencia de las ondas es:
y=o= 08 _ o1 Hz
3 b
H periodo ser4:
P= 2 =10s

b) La ecnacién de la onda progresiva es:
t

X
Y, = Asen(wt — kx) = 2senn(3—§)

La ecuacién de la onda regresiva es:

[ .
Y; = A sen(wt + kx) =2sen:rr,(§+§)

c) La superposicién de ambas ondas da:

n s
Y=Y, + Y, =A4A2senwmit:coskx = 4cos Ex-sengz
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d) Los ceros de la onda resultante verifican:
cos—x=10
o que se cumple para:
b 7
“x=Qn+ 1)
3.:: (2n )2
de donde:
3915

3
itk

Los méximos y mfnimos estdn en puntos que verifican;

Tx=+1
msax E

o que se cumple para:

es decir:
x=3n=03,6, ..

e) La representaci6n de la onda se ha hecho en la Figura 27,13,

Figura 27.13.

2K Dpifraccion

H principio de propagaci6n rectilinea de los movimientos ondulatorios en un me-
dio homogéneo, por el cual aquéllos se representan mediante rayos normales a la
superficie de onda, deja de verificarse cuando al movimiento ondulatorio se le
interpone un obsticulo. La experiencia nos confirma que el movimiento ondula-
torio bordea el obsticulo y aparece en puntos que serian prohibidos segiin la teorfa
geométrica de propagacidn rectilinea, Podemos comprobar habitualmente cémo las
ondas llegan al receptor aunque entre éste y la fuente emisora exista un obstéculo
opaco a ellas, sin necesidad de reflexién.
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La forma més sencilla de explicar los fenémenos de difraccién consiste en apli-
car el principio de Huygens. En la Figura 27.14, un tren de ondas planas llega a un
obsticulo y, segiin la teorfa geométrica de propagacién rectilinea, deberfa propagarse
como se indica; pero ello no es asf, las ondas bordean el obstdculo y aparecen en la
zona prohibida geométricamente, En la Figura 27.15 se representa la construccién
de Huygens para la formacién de nuevos frentes de ondas, mecanismo por el cual
la onda penetra en zonas prohibidas por la teorfa de propagacion rectilinea.

[re :
Muevos frentes
de onda

Figura 27.15.

Andlogamente, al interponer a un movimiento ondulatorio una pantalla opaca
a él con un pequeiio orficio, cuyas dimensiones sean del orden de la longitud de
onda de aquél, de acuerdo con el principio de propagacidon rectilinea, el movimien-
to ondulatorio deber{a atravesar la pantalla por el orificio y quedar confinado al ci-
lindro cuya base es el citado orificio (Figura 27,16); pero ello no es asf, ya que éste
se extiende a la zona prohibida geométricamente, en una sucesién altemativa de
zonas en las que aparece con mayor o menor infensidad. En la Figura 27,17 se ha
hecho la construccién de Huygens para el frente de onda que llega a la ranura.

A\ L
P

RS,

o

A
.
A

LA
X

Nuevos frentes
de onda

Figura 27.17.

Este fenémeno, por el cual los movimientos ondulatorios bordean los obstéculos y,
en general, penetran en zonas prohibidas por la teorfa de propagacién rectilinea,
apareciendo zonas con diferente intensidad, se denomina difraccion. El fenémeno
se muestra con intensidad cuando la longitud de onda es comparable al tamafio de
la abertura. Asf, en la realidad, es ficil comprobar la difraccién del sonido, pero no
la dela luz,

Tanto la interferencia como la difraccién son el resultado de la superposicién de
ondas secundarias, pero hay una diferencia fundamental entre ambas, la interferencia

Figura 27.14.

1]

Figura 27.16.
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Figura 27.18.

—— g

se produce cuando el nimero de ondas superpuestas es finito o el mimero de fuen-
tes emisoras discreto, mientras que la difraccién se produce cuando el nimero de
ondas superpuestas es infinito o el sistema emisor una fuente continua.

La difraccién se llama de Fraunhofer cuando los rayos incidentes son paralelos
entre si y los difractados también lo son, Es decir, cuando tanto el foco emisor co-
mo el observador se encuentran a distancia infinita del obsticulo en el cual se pro-
duce la difraccién. Por el contrario, cuando el foco emisor, el observador o ambos
s encuentran a distancia finita del obsticulo, la difraccién se llama de Fresnel,

La gran importancia que la difraccién tiene en el campo de la Optica fisica ha-
ce que pospongamos su estudio a los capitulos dedicados a ésta.

m Efecto Doppler

Cuando entre la fuente emisora de ondas, el observador o receptor de las mismas, y
el medio propagador hay algiin movimiento relativo, la frecuencia que percibe el
observador es distinta de la emitida por la fuente. Este fenémeno se conoce con el
nombre de efecto Doppler, en honor a Christian Johann Doppler (1803-1853), quien
lo puso de manifiesto por primera vez en 1842,

Supongamos que el medio propagador est4 en reposo respecto al sistema de re-
ferencia elegido, y que el observador y la fuente se mueven en la misma direccién
y sentido con velocidades, respecto al sistema fijo, v, y vy, respectivamente (Figu-
r 27,18), En el instante inicial, estdn separados por una distancia d, y sea v la ve-
locidad de propagacién del movimiento ondulatorio respecto al medio propagador,

El frente de onda I, emitido en F, en el instante inicial f = 0, alcanzar4 al ob-
servador en la posicién (¥, después de un cierto tiempo f,, debiendo verificarse:

FO' =d+ 00 obien: uvt; =d+ vyl

y la onda emitida en el instante t = 0y en la posicién F alcanzar4 al observador en
la posicién O' y en el instante:

d

v— Uy

J‘-1=

Transcurrido el tiempo correspondiente a un periodo T del movimiento ondula-
torio, la fuente emite un nuevo frente de ondas anélogo al primero, Durante este
iempo T, la fuente habrd recorrido el espacio FF' = vpT, emitiendo el segundo
frente en F'. Este nuevo frente alcanzard al observador en el instante £, y posicién
O, El espacio recorrido por el observador es 00" = vyt; y el recorrido por el se-
gundo frente de onda es:

FO"=FO+ 00" —FF=d+ vyt —vpT

Este espacio, puesto que el tiempo que estd viajando el segundo frente es 1, — T,
debe ser F'O" = v(t, — T), con lo cual;

_d—i—(u—vF)T
v— Uy

vty —DN=d+uvgts —veg,T 0o ©

En consecuencia, para el observador, el tiempo que transcurre entre la recep-
cién de dos frentes de onda consecutivos o, lo que es igual, el periodo T* del movi-
miento ondulatorio recibido, es:

v—v
T=3‘7_—f|= FT
U —Ug
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y la relacién entre la frecuencia que emite la fuente, v, y la percibida por el obser-
vador, V', es:
U— 1t
. . [27.43]
v — U

Si la fuente es fija, vy = 0, y la anterior se escribe:

, b
v

v v

con signo menos cuando el observador se aleja de ella, y con signo mds, cuando se
acerca, verificando v < v < 2v,
Si el observador esti fijo, vy = 0, la [27.43] se escribe:
S v
= v
vtuop

con signo menos cuando se acerca la fuente, y con signo més, cuando se aleja, ve-
rificando 0 < v' < v,

La Ecuacién [27.43] es de validez general, sin més que considerar las velocida-
des con signo positivo, como en el caso estudiado, cuando el sentido de la veloci-
dad es el de llegada de las ondas al observador, y negativo en caso contrario.

En la deduccién de la Expresién [27.43] hemos supuesto el medio propagador
en reposo respecto al sistema de referencia, en el cual se mueven el observador y la
fuente. Cuando el medio propagador se mueva, respecto al sistema de referencia
considerado, con velocidad v, la velocidad de las ondas respecto al sistema de re-
ferencia serd V=v,, + v y, en el caso de que también tenga la misma direccién
de ¥, y Vg, la [27.43] se expresara:

v+ v, — vy
=—%

v [27.44]

vt v, — UF

H efecto Doppler en las ondas electromagnéticas presenta grandes singularida-
des, aunque los efectos cualitativos sean los mismos. Por una parte, las ondas elec-
tromagnéticas no necesitan de un medio material para su propagacién y, por otra,
la velocidad de propagacién es constante, independiente del movimiento relativo
de la fuente y el observador. Por ello, para la deduccién de la ecuacién que rige el
citado efecto en las ondas electromagnéticas, se hace necesaria la aplicacién de la
Mecénica relativista se tratard en un capitulo posterior,

Asf como el efecto Doppler en ondas aciisticas se observa corrientemente, en
las ondas electromagnéticas es de dificil observacién por la alta velocidad de éstas,
Unicamente en cuerpos astrondmicos o particulas atémicas puede ser observado.
En los cuerpos astronémicos, el efecto se traduce en una variacién de la longitud
de onda en los espectros que de ciertos elementos nos llegan, respecto a las longi-
tudes de onda de esos mismos espectros emitidos en reposo sobre la Tierra, Cuan-
do la longitud de onda es mayor en los espectros que provienen del exterior que en
los emitidos en la Tierra por los mismos elementos, se dice que hay un corrimiento
hacia el rojo; las frecuencias serdn menores, lo que nos indica que el emisor se es-
t4 alejando, Por el contrario, cuando la longitud de onda es menor, se dice que hay
un corrimiento hacia el azul, las frecuencias recibidas son mayores y ello nos indi-
ca que el emisor se estd acercando. Todo ello permite determinar la velocidad rela-
tiva entre distintas partes del universo, Asi, parece ser que el sistema solar se mue-
ve, dentro de nuestra galaxia, hacia la nebulosa Andrémeda, y que muchas
nebulosas se alejan de nosotros a enormes velocidades, lo que apoya la teorfa de un
universo en expansién,

Frecuencia percibida
medio fijo

Frecuencia percibida
medio mdvil
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Un viajero de un tren, que circula a la velocidad de 72 km/h, observa que viene
ofro tren en sentido contrario y comprueba que la frecuencia del silbato de la lo-
comotora de aquél disminuye al pasar, siendo la frecuencia observada después de
pasar los tres cuartos de la observada antes de cruzarse, ;Qué velocidad lleva el
fren que pasa? Témese para la velocidad del sonido 340 m/s,

Solucion:

Sea v la frecuencia emitida por el silbato de la locomotora del tren que pasa. La
frecuencia recibida por el viajero antes de que los trenes se crucen es:

L I
=

_v+u.;.v [
e U7

Después de haberse cruzado, la frecuencia recibida es:

v— 1y

r

= v
v+ vp

debiendo verificarse:

v-v, 3vtw 320 3 360 32
b+uve’ 4v—vp ° 340+uv, 4 340 —v, ° 340 +v, 3400,

de donde:

30X 5=590; y vp=28,81 m/s= 10373 kmh

m Onda de Mach o de choque

Este tipo de onda se produce cuando la fuente emisora se mueve en un medio con
mayor velocidad que la de propagacién de las ondas emitidas en ese medio.

Si en una posicién, F, la fuente emite una onda, al cabo de un tiempo ¢ esta on-
da habri recorrido el espacio » = ut, y la fuente se habri desplazado la distancia
d = Vg, llegando a F, (Figura 27.19). Si en una posicién intermedia cualquiera,
como la F,, la fuente emite una nueva onda, puesto que los espacios recorridos en
iempos iguales son proporcionales a las velocidades, debe verificarse:

d r g

d n v
y, en consecuencia, todas las ondas emitidas por la fuente tienen como superficie

tangente comiin un cono, de eje la direccién en la que se mueve la fuente y se-
midngulo cénico a, cuyo valor estd dado por:

v
seno = —
Up
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Figura 27.19.

Como resultado de todo, se propaga una onda cénica, que se denomina de Mach o
de chogque y cuya direccién de propagacién, normal a ella, se ha indicado en la Fi-
gura 27.19. A la relaci6n vg/v se le llama mimero de Mach y es el nimero de veces
que la velocidad de la fuente es superior a la de propagacion de las ondas que emi-
te, en el mismo medio.

Como ejemplos de ondas de choque citaremos las creadas por ciertos tipos de
embarcaciones, al navegar a mayor velocidad que las ondas superficiales que sobre
el agua originan; las creadas por proyectiles, cohetes o aviones, que se mueven con
velocidades superiores a las de las ondas sonoras que originan; y las ondas lumino-
sas, emitidas por particulas cargadas al moverse en un medio con una velocidad
mayor a la de fase de la luz en ese medio (radiacién Cerenkov).

Nimero de Mach
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Los ultrasonidos son ondas eldsticas longitudinales de
frecuencia superior a la médxima audible por el ofdo
humano, es decir, por encima de 20 kHz. Su genera-
cién se hace mediante cristales de cuarzo o cerdmicas
piezoeléctricas, principalmente titanato de bario. El
efecto piezoeléctrico fue descubierto por Pierre y Jac-
ques Curie, en 1880: cuando se aplica una tensién a un
cristal de cuarzo, este cambia de forma rdpidamente y
emite ondas acisticas en la regién de los ultrasonidos;
reciprocamente, cuando un ultrasonido llega a su su-
perficie, la onda de presién es transformada por el cris-
tal en seiial eléctrica.

El primer emisor-receptor de ondas sonormas, fue
desarrollado por Fesseden, en 1912, cuyo primer mo-
delo utilizaba frecuencias entre 500 y 1 000 Hz, y con
el cual consigui6 detectar icebergs situados a 2 millas,
pero que no llegé a poder ser montado sobre el Tita-
nic, hundido en 1914 por el impacto contra un iceberg,

El desarrollo tecnolégico de los ultrasonidos y la
mayor parte de sus aplicaciones se realizaron a partir
de la segunda guerra mundial. Sus aplicaciones son
miiltiples y muy variadas: deteccién de objetos, lim-
pieza de superficies, soldaduras en microelectrinica,
pruebas no destructivas en materiales y aplicaciones
geolégicas, médicas y oceanogrificas.

La velocidad de propagacién de los ultrasonidos,
como la de cualquier onda el4stica longitudinal, de-
pende de la naturaleza y estado del medio, y en cada
limite de separacién de dos medios, o bien en los 1{mi-
tes de cambio de propiedades del mismo medio, la on-
da sufrird una reflexién, volviendo un eco, lo que per-
mite detectar estructuras internas o variaciones del
estado interno en zonas no accesibles de un cuerpo.
Asf, es posible detectar fisuras en materiales acabados
sin afectarles, o analizar 1a calidad de las soldaduras,
as{ como detectar variaciones de densidad e incluso
variaciones en los pardmetros eldsticos, como estados
de tensiones,

En la limpieza de superficies, eliminando éxidos o
contaminantes, suelen usarse ultrasonidos de alta fre-
cuencia, unos 6 a 7 MHz, que al impactar sobre la su-
perficie a limpiar, transfieren su energia a las particu-
las adheridas y las hacen saltar de la superficie. Su uso
en microelectrénica permite soldar sin elevar la tempe-
ratura, con lo cual se preserva el buen estado y funcio-
mamiento del dispositivo electrénico. La potencia utili-

zada es de unos 4 kW y las frecuencias empleadas en-
tre 3 y 4 MHz,

Su uso en medicina fue avistado por el médico aus-
triaco Teodoro Dussic, en 1942, pero realmente no co-
menzé a hacerse de forma general y eficaz hasta 1960,
La velocidad de propagacitn de los ultrasonidos en los
tejidos humanos se ha establecido en unos 1 540 m/s.
Las frecuencias utilizadas oscilan entre 2 y 7 MHz; a
frecuencias mayores aumenta la energfa del ultrasoni-
do y aumenta la resolucién, pero disminuye su poder
de penetracién, al ser mayor la absorcién de las fre-
cuencias mas altas, Las frecuencias mds bajas (2 MHz)
s usan en adultos, en los cuales es necesario un mayor
poder de penetracién, y las més altas en jévenes, Su
utilizacién en medicina ha abierto grandes posibilida-
des: permite la detecci6n de tumores, especialmente en
cerebro, higado, péncreas, rifién; la visualizacién del
feto, para conocer su estado y su evolucién, y con pe-
quefios terminales, disefiados para ser introducidos por
los orificios naturales del cuerpo humano, es posible
examinar el estémago, la préstata, el itero, el colon y
el recto. Si el ultrasonido se refleja sobre una superfi-
de mévil, debido al efecto Doppler, la frecuencia del
eco serd diferente a la del pulso emitido y ello permite
detectar flujos internos y velocidades de superficies
méviles, lo que es de gran importancia en cardiologfa,
para el estudio del ritmo cardiaco y los flujos en vil-
vulas, arterias y venas,

La deteccién de pequefios cuerpos extrafios en el
interior del cuerpo es de gran utilidad, debiendo ser el
famafio de estos mayor que la longitud de onda del ul-
frasonido empleado. Si usamos frecuencias de 7 MHz
y tomamos para la velocidad de propagacién del
ultrasonido en los tejidos 1540 m/s, la longitud de
onda de este ultrasonido dentro del cuerpo humano es
l=vp=1540/7 x 10° =220 x 107°* m = 0,22 mm,
con lo cual cuerpos de un cuarto de milimetro pueden
ser detectados, siempre que la capacidad de penetra-
¢ién del citado ultrasonido sea suficiente.

Su aplicacién en oceanografia se hace fundamen-
talmente mediante el sonar, palabra que es un acroni-
mo de Sound Navigation and Ranging y que corres-
ponde a un sistema de deteccién de objetos dentro del
mar utilizando ondas sonoras. Basicamente podemos
considerar dos tipos de sonar: el activo y el pasivo. En
el activo se emiten ondas aciisticas que, al ser refleja-
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das por el objeto, vuelven y son detectadas, obtenién-
dose informacidn de la posicién y velocidad del objeto
detectado, El sonar pasivo se limita a detectar los soni-
dos que provienen de los diferentes focos sumergidos,
pero no es capaz de detectar elementos no ruidosos,
como profundidad o forma de la superficie del fondo,
barcos hundidos o simplemente parados.

El uso de ondas mecénicas longitudinales dentro
del agua presenta ventajas frente a las ondas electro-
magnéticas, debido a que el agua del mar es bastante
buen conductor de la electricidad y atenilia muy fuerte-
mente las ondas electromagnéticas. Asf, para una fre-
cuencia de 1 Khz la atenuacién de una o.e.m. es apro-
ximadamente de 1 500 dB/Km, mientras que para una
onda sonora de esa frecuencia es de 0,05 dB/Km., La
atenuacién de las ondas sonoras depende de su fre-
cuencia, siendo menor cuanto més baja es aquella, Sin
embargo la emisién de bajas frecuencias exige antenas
mayores vy ello acaba presentando una limitacién,

Parece ser que el primero que observé la propaga-
cién del sonido en el agua del mar fue Leonardo Da
Vinci (1452-1519), en 1490, el cual lo expresé de la
siguiente forma: si paras tu barco e introduces el ex-
tremo de un tubo en el agua y aplicas el oido al otro
extremo, oirds a barcos que se encuentran a gran dis-
fancia,

La primera medicién de la velocidad de propaga-
cién del sonido en el agua se realizé en 1827, en el
lago Ginebra, por el fisico suizo Daniel Colladon y
el matemitico francés Charles Stum, los cuales obtu-
vieron el valor de 1 434 m/s,

A partir del afio 1919, Steinberger y otros cientifi-
s alemanes estudiaron la velocidad de propagacién
de las ondas sonoras en funcién de la temperatura y sa-
linidad del agua, lo que permitié a Spilhaus, en 1937,
desarrollar el batitermdgrafo, que permitia medir la
temperatura a distintas profundidades.

Durante la Segunda Guerra Mundial se desarrolla-
ron diferentes y sofisticadas técnicas de aplicacién del
sonar, que permiten detectar los contactos a gran dis-
tancia, medir esta y la velocidad y direccién en la que

navega. Toda la tecnologia de uso militar ha sido 1itil
en diferentes usos civiles; asf, el sonar se aplica en el
reconocimiento de los fondos marinos, en la detecci6n
de bancos de pesca, en la medicién del espesor de ca-
pas de hielo y en la localizacién de barcos hundidos,
por ejemplo, Para estos fines es de gran utilidad el so-
nar de barrido lateral, en el cual, tanto la emisién co-
mo la recepcién se hacen por los laterales del equipo
emisor-receptor y que inicialmente fue disefiado para
la deteccién de minas marinas. Las frecuencias usuales
varfan entre 5 y 50 Mhz, las mayores frecuencias dan
mejor resolucién, pero son ma$ atenuadas y por ello se
consiguen menores alcances.

Las formas del fondo del mar o la posicién y tama-
fio de los barcos hundidos se determinan utilizando los
datos recogidos del sonar, que son: H, profundidad del
fondo del mar; D, distancia al objeto detectado, y L,
distancia al fondo por encima del objeto detectado, las
cuales se indican en la figura. Con ellas podemos
determinar la altura del objeto o accidente detectado
sin mas que considerar la semejanza de los tridngu-
los EBF y ABC: h/H: (L — D)/L, donde la altura es
h = H(1 — D/L). También es ficil determinar la dis-
mncia al objeto segiin la horizontal, ya que en el tridn-
gulo EAG se verifica:

d*=D* — (H — h’=D? — (HD/LP=D*(1 — H*/I?)
de donde
d=D

1 — (H/LY







Sistema Internacional
de unidades

En 1946, el Comité Intemacional de Pesas y Medidas (CIPM) adopté el acuerdo de
establecer un Sistema Internacional de unidades (S.L.), que debiera estar basado en
el sistema MKS (metro, kilogramo, segundo). Diferentes Conferencias Generales
de Pesas y Medidas (CGPM) han ido modificando las definiciones de las citadas
unidades v han adoptado cuatro nuevas unidades fundamentales: el kelvin (K),
para la temperatura; el amperio (A), para la intensidad de corriente eléctrica; la
candela (cd), para la intensidad luminosa y el mol como unidad de cantidad de sus-
tancia, quedando configurado el S.I con siete magnitudes fundamentales y sus sie-
te unidades, que son:

Unidades fundamentales
De longitud

La 17 Conferencia General de Pesas y Medidas establecid, en 1983, una nueva de-
finicién para la unidad de longitud, el mefro (m), como:

Longitud recorrida por la luz en el vacio durante un tiempo de 1/299 792 458
segundos.

Esta definicién implica haber tomado para la velocidad de la luz en el vacfo el
valor exacto ¢ = 299 792 458 m/s
De masa

La 3," CGPM, en 1901, definié la unidad de masa, el &llogramo (kg), como:

La masa del prototipo de platino iridiado depositado en el Pabellén de Breteuil,
de Sevres (Parfs),

De tiempo

La 13 CGPM, en 1968, definié al segundo (s), como:

A1l
A2

A3.
A4

Unidades fundamentales

Unidades suplementarias
y sus derivadas

Unidades derivadas
Otras unidades aceptadas



520 = Fisica general

La duracién de 9 192 631 770 periodos de la radiacién correspondiente a la
ransicién entre los dos niveles hiperfinos del estado fundamental del dtomo de ce-
so 133,

El CIPM, en 1997, matizé que el estado fundamental de cesio se refiere al co-
mespondiente a 0 K,

De temperatura

La 13 CGPM también definié a la unidad de temperatura o grado kelvin (K),
omo;

La fraccién 1/273,16 de la temperatura termodindmica del punto triple del
agua.

Este mismo nombre y este mismo simbolo son utilizados para expresar un
intervalo de temperatura; el cual puede también expresarse en grados Celsius (°C),
de igual tamafio que el kelvin, pero cuya escala tiene su origen en el punto de con-
gelacién del agua pura a la presién de 1 atm, T, = 273,15 K, por lo cual se verifica
T(K) = {°C) + 273,15,

De intensidad de corriente eléctrica

La unidad de intensidad de corriente eléctrica, ef amperio (A), fue establecido por
la 9.7 CGPM, en 1946, como:

La intensidad de una corriente eléctrica constante que, mantenida en dos con-
ductores paralelos, rectilineos, de longitud infinita, de seccidn circular despreciable
y colocados en el vacio a una distancia de un metro uno de ofro, produce entre es-
tos dos conductores una fuerza igual a 2 x 107 N por metro de longitud.

De intensidad luminosa

La 16 CGPM, en 1979, definié la unidad de intensidad luminosa, /a candela (cd),
como;

La intensidad luminosa, en una cierta direccién, de una fuente que emite radia-
d6n monocromitica de frecuencia 540 x 10~ !? y que tiene una intensidad radian-
te en esa direccién de 1/683 vatios por estereoradidn,

De cantidad de sustancia

La 14 CGPM, en 1971, adopt6 como unidad de cantidad de sustancia al mol (mol),
definiéndolo como:

La cantidad de sustancia que contiene un niimero de particulas igual al de 4to-
mos contenidos en 0,012 kg de '°C.

Las particulas pueden ser dtomos, moléculas, iénes, electrones u otro tipo de
particulas que deben ser especificadas. En 1980, el CIPM matizé que el dtomo de
carbono debe estar en reposo y en su estado fundamental,
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Unidades suplementarias y sus derivadas

Magnitud Unidad Simbolo
Angulo plano radidn rad
Angulo sélido estereoradisin st
Velocidad angular radidn por segundo rad s~ !
Aceleraci6én angular radidn por segundo cuadrado  rad s~ ?
Intensidad de energia radiante  vatio por estereoradidn W.sr!

Radiancia

vatio por metro cuadrado
y estereoradidn

Unidades derivadas

=8 (s6lo de la materia dada en este tomo |)

W -m 2.1

Magnitud Unidad Sfmbolo Otra expresién
Superficie metro cuadrado m?*

Volumen metro ciibico m?

Velocidad metro por segundo m/s

Aceleraci6n metro segundo cuadrado m/s?

Densidad kilogramo metro cibico kg/m?

Volumen especifico metro cibico por kilo mY/kg

Fuerza newton N

Momento de una fuerza newton metro N-m

Presién (tensién) pascal Pa N/m?
Tensi6n superficial newton por metro N/m

Viscosidad dindmica pascal segundo Pa:s N.s/m?
Viscosidad cinemética metro cuadrado por segundo m?/s

Trabajo, energia julio J N:m
Potencia, flujo radiante vatio W Iis
Densidad de energia julio metro cibico J/m?

Entropfa, capacidad calorffica  julio por kelvin JK

Calor especifico julio por kilogramo y grado Tkg-K

Calor molar julio por mol y grado Jmol- K
Conductividad térmica vatio por metro y grado W/m-K

Frecuencia hercio Hz

Nimero de onda ondas por metro m™!

Irradiancia vatio por metro cuadrado Wim? N/s-m

Otras unidades aceptadas

De longitud:
Milla n4utica
Micra
Amstréng
Unidad astronémica

De masa:

Gramo g
Tonelada t

§ >=

1 milla niutica = 1 852 m
lu=10"%m
IA=10"1"m

1 ua = 149 597 870691 x 10! m

1g=10"%kg
1t=10%kg
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De tiempo:
Minuto

Hora
Dia

De angulo:
Grado
Minuto

Segundo

De superficie:
Area
Hectérea

De volumen:
Litro

De velocidad:
Nudo

De presidn:

Atmdsfera estdndar atm

Bar
Torr

De energia:

Caloria

bar
torr

cal

Im=60s
1h=3600s
ld=24h=1440m = 8 400 s

1° = /180 rad
1" = 1960 = #/10 800 rad
1" = 160 = 1°/3 600 = n/648 000 rad

1a= 100 m?
1 ha = 100 a = 10 000 m?

11=10"3m?

Nudo =Milla/hora= 1,852 km/h=0,514 m/s

1 atm = 101 325 Pa
1 bar= 10° Pa
1 torr = 101 325/760 Pa

1 cal = 4,1855 J CIPM en 1950
1 cal = 4,1868 J Intemacional
1 cal = 4, 18398 J Termodindmica



Tablas de equivalencia
de unidades

m Unidades de longitud y factores de conversién

B.1.

B.2.

B.3.

B.A4.

B.5.

B.6.

Unidades de longitud

y factores de conversion
Unidades de masa

y factores de conversion
Unidades de volumen

y factores de conversion
Unidades de fuerza

y factores de conversidn
Unidades de presion

y factores de conversion
Unidades de energia

y factores de conversion

e : lcm I m 1 pulgada 1 pie 1 yarda 1 milla rtﬁll?tilcl::
1 cm 1 1072 03937 0,03281 001094 |6,2138-107%|5,3996.10~°
1 m 102 1 39,37 32808 1,0036 |62138.1074|53996-10*
1 pulgada 2,54 2,54.10°2 1 0,08333 0,0278  [1,5783.107%(1,3715-1073
1 pie 30,480 0,3048 12 1 033333 |1,8939-1074|1,6458.10~*
1 yarda 91,44 09144 36 3 1 5,6818.104|4,9374.10 4

1 milla 160 934 1 609,34 63 360 5280 1 760 1 0,869

1 milla ndutica | 1852102 1852 7,2913-10* |6,07612-10% | 202536 1,1508 1
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m Unidades de masa y factores de conversion

N l1kg lg 1 silug 1 onza 1 libra
De
1 kg 1 103 6,8522. 102 35,274 2,2046
g 103 1 6,8522:107% | 35274.10°2 | 22046.10 3
1 silug 14,5939 145939 1 5,1479-10°2 32,1742
1 onza 2,83495.1072 28,3495 1,9426.10 73 1 6,25.1072
1 libra 0,45359 453,59 3,1081-1072 16 1
m Unidades de volumen y factores de conversion
4 3 Litro Pulgada’ Pie? Galén Bushel Barril
De in3 ft3 U.S. U.S. U.S.
m? 1 103 6,1024-10* | 353145 264,173 28,3768 6,2893
Litro 1073 1 61,0236 P,53145.107% 0264173 |(2,8377-1072|6,2893.1073
Pulgada® (in®) |1,6387.107%|1,6387-1072 1 5,7870-107*| 4,329.1073 [4,6501-107%|1,0306- 10~*
Pie® (ft*) |2,8317-107%| 28,317 1 728,006 1 7,4806 0,8035 0,1781
Galén U.S, (3,7854.107%| 37854 231 0,13368 1 0,1074 |2,381.1072
Bushel U.S. |3,524.10°2 35,24 2 150,472 1,2445 9,3096 1 0,2217
Barril U.S, 0,159 159 9 702,724 5,615 42 4,5115 1
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m Unidades de fuerza y factores de conversion

A :
; : Libra fuerza Onza fuerza
e Newton Dina Kilo fuerza sitatiat Gramo fuerza o thrigt
Newton 1 10° 0,101972 0,22481 101,972 3,597
Dina 105 1 1,01972-1076 | 2,2481.107¢ | 1,01972.10~3 | 3597.1073
Kilo fuerza 9,80665 9,80665 - 10° 1 2,046 10+3 352736
Hibm fueezy 4,4482 4,4482.10° 0,45359 1 4,5359.102 16
o thurst
Gramo fuerza | 9,80665-103 980,665 103 2,2046-1073 1 3,5274.1072
Onza fuerza ” =
02780 8.102 28348.10°2 6,2496. 1072 28,348 1
o thurst 27 £ * 2 *
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Algunas constantes

fisicas
Constante Valor Unidad
Aceleracién normal de la gravedad* & = 9,80665 m/s>
Velocidad de la luz en el vacio* c= 299792458 m/s
Presién atmosférica normal* Po = 101325 Pa
Masa molar del '*C* m(**C) = 0,012 kg/mol
Densidad normal del mercurio po = 1,35951.10* kg/m?
Constante de la gravitacién G = 6,67259(85) - 10— 1! mYkg - s?
Temperatura del agua en el punto triple I =273,16 K
Constante de los gases perfectos R=28314472(15) J/mol - K
Niimero de Avogadro N,y = 6,02214199(47) - 1023 mol ™!
Constante de Boltzmann k= 1,3806503(24) - 1023 K
Constante de Stefan-Boltzmann ¢ = 5,670400(40)- 103 Wim? . K*
Constante de Planck h= 662606876(52) - 10734 I.s
Constante de Wien b= 28977686(51)- 103 m:-K
Radio ecuatorial del geoide terrestre Rk =6378388 km
Masa de la Tierra M=5977-10%* kg
Velocidad orbital de la Tierra Q=1991.10"7 rad/s
Velocidad de rotacién de la Tierra w="7272.10"% rad/s

* Valores adoptados por convenio internacional,
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molar, 343
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a volumen constante, 347
Caloria, 342
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termodindmica, 343
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de fuerzas, 115
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media, 343
Carnot, 315, 371
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Brayton, 386
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Cinemdtica, 49
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de difusidn, 437
de dilatacién, 328
de Poisson, 265
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de viscosidad
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cinemdtica, 307
del gas, 434
Coeficiente psicrométrico, 421
Coherencia, 8
Combustibles fosiles, 365
Componentes del vector, 12
Composicion de dos vibraciones armdnicas simples, 235
Conde de Rumford, 315
Condicién de
paralelismo, 19
perpendicularidad, 16
Conduccién, 439
Conservacion, 152
de la energia mecdnica, 156
Constante
de Boltzmann, 329, 427
de la gravitacion universal, 100
de los gases perfectos, 323
de Planck, 449
de Stefan-Boltzmann, 451
del gas, 331
eldstica, 108
solar, 456
Contacto térmico, 320
Contraccidn lateral, 265
Conveccidn, 439
forzada, 439
natural, 439
Coordenadas termodindmicas o variables de estado, 318
Copémico, 80
Cosenos directores, 12
Coulomb, 274
Criosfera, 422

de escarcha, 415

de fusién, 411

de hielo, 415

de saturacion, 412

de sublimacidn, 411

de vaporizacion, 410

indicatriz, 41
Curvatura, 45
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Decremento logaritmico, 249
Déficit de saturacién, 419
Densidad, 330
de corriente de particulas f, 437
media, 96
puntual, 96
Densidad relativa, 97, 330
Dependencia lineal, 5
Derivada
de un vector, 42
del producto
escalar, 43
mixto, 43
vectorial, 43
Desarrollo del virial, 334
Descartes, 11
Desigualdad de Clausius, 388
Deslizamiento, 89
Dia
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solar, 65
medio, 65

de fases, 410

entrdpico, 392
Diagramas termodindmicos, 410
Difraccitn, 510

de Fraunhofer, 512

de Fresnel, 512
Difusién molecular, 437
Dimensidén de un espacio vectorial, 5
Dina, 99
Dindmica, 93
Didxido de carbono, 456
Distancia metacéntrica, 285
Doble producto vectorial, 21
Domingo de Soto, 49
Doppler, 513
Duperray, 414
Dupre, 414
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de Clapeyron, 415
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de dimensiones, 8
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de Laplace, 292
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de ondas en una cuerda, 507

de Saint-Venant, 301
de transporte de Boltzmann, 434
de Van der Waals, 334
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Magnus, 313
Eficiencia
instantinea, 368
media, 368
Einstein, 99
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El sistema solar, 172
El tiempo GPS, 66
Hongacitn, 226
Emisividad
espectral, 452
total, 452
Emitancia, 449
espectral, 449
Empuje, 282
En cuadratura, 236
En fase, 236
En oposicidn, 236
Energia, 337
cinética, 156
de traslacion electrénica, 338
cinética de rotacidn
electronica, 339
nuclear, 339
de rotacion molecular, 338
de traslacién molecular, 338
de vibracion molecular, 338
interna, 337
especifica, 346
libre, 404
mdsica, 339
potencial
electronica, 338
intermolecular, 337
propia, 179
Entalpia, 346
especifica, 346
libre, 405
Entropia, 389
Equilibrio
cinemdtico, 123
dindmico, 123
estable, 159
estdtico, 123
inestable, 160
térmico, 320
termodindmico, 318
Equivalente mecinico del calor, 342
Equivalentes, 37
Frgio, 109
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centigrada, 321
de Fahrenheit, 324
de Rankine, 324
Prictica Internacional de Temperatura, 325

Escarcha, 418

Escorrentias, 422

Espacio vectorial, 5

Espectro
de frecuencias, 491
solar extraterrestre, 456

Estado
de equilibrio, 318
higrométrico, 419
térmico, 341

Euclides, 3

Euler, 49

Evaporizacidn, 417

Evapotranspiracion, 422

Excentricidad, 164

Extensivas, 318
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Fesseden, 516
Fibra neutra, 267
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Fisica, 93
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Fluido, 277
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Foco, 459
Fonio, 492
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El presente libro es el primer volumen de una obra sobre Fisica
General, que se compondra de dos, destinada a los alumnos de primer
curso de universidad. En este volumen se presentan las partes de la
Fisica correspondientes a la Mecénica, la Termodinamica y las Ondas,
y ha sido estructurado en veintisiete capitulos. Su desarrollo se ha
realizado siguiendo un método deductivo, partiendo de los principios
fundamentales y exponiendo la materia objeto de estudio mediante
deducciones logicas con el apoyo de la herramienta matematica
adecuada. Se ha huido de exponer una informacion para ser
memorizada; el planteamiento ha sido el desarrollo l6gico y secuencial
de la ciencia fisica, lo que por otra parte favorece su memorizacion.

Puede decirse que la fisica es la ciencia de la medida, por lo cual
el alumno debe alcanzar, ademas de un profundo conocimiento de sus
principios, la habilidad de trabajar con ellos en el amplio campo de sus
aplicaciones, para lo cual hemos procurado el desarrollo de una fisica
analitica y cuantitativa. En este sentido, se incorpora gran cantidad
de ejemplos, lo que sin duda ayudard a comprender mejor la teoria
y a familiarizarse con su uso y aplicaciones.

También se ha incluido una serie de lecturas, en unas ocasiones
de temas de actualidad y en otras historicos, asi como biografias de
grandes personalidades de la fisica, todo lo cual contribuira a una mas
completa formacion y amplia cultura de nuestros alumnos.
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